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Este trabajo considera los modelos del Espacio 
de Trabajo Matemático (ETM) y del Conocimiento 
Especializado del Profesor de Matemáticas (MTSK) 
para estudiar la relación entre las herramientas 
teóricas y operacionales con el conocimiento 
de conexiones entre objetos matemáticos. Para 
ello, se proponen dos ejemplos en donde el uso 
de ciertos teoremas permite estudiar, desde 
ambos modelos, el rol y el conocimiento acerca 
de ellos tratando de este modo de profundizar el 
análisis de la actividad matemática. Concluimos 
que esta investigación podría generar una 
complementariedad entre los subdominios del 
,32*� X� K@R� BNLONMDMSDR� CDK� $3,�� @ƥM@MCN� DK�
estudio que se puede realizar en cada modelo.

3DODEUDV� &ODYH� ETM, MTSK, herramientas, 
conexiones, sucesiones de números reales.

ABSTRACT� 7KLV� ZRUN� FRQVLGHUV� WKH� PRGHOV�
RI� 0DWKHPDWLFDO� :RUNLQJ� 6SDFH� �0:6�� DQG�

0DWKHPDWLFDO� 7HDFKHUśV� 6SHFLDOL]HG� .QRZOHGJH�
�076.�� WR� VWXG\� WKH� UHODWLRQVKLS� EHWZHHQ� WKH�
WKHRUHWLFDO� DQG� RSHUDWLRQDO� WRROV� ZLWK� WKH�
NQRZOHGJH�RI�FRQQHFWLRQV�EHWZHHQ�PDWKHPDWLFDO�
REMHFWV��)RU�PDNH�VR��WZR�H[DPSOHV�RQ�WKH�XVH�RI�
FHUWDLQ� WKHRUHPV� DUH� SURSRVHG� ZKLFK� DOORZV� WR�
VWXG\��IURP�WKH�YLHZSRLQWV�RI�ERWK�PRGHOV��WKH�UROH�
DQG� WKH�NQRZOHGJH�RI� WKHP�WU\LQJ� LQ� WKLV�ZD\�RI�
deepening the analysis of mathematical activity. 
We conclude that this research could generate 
D� FRPSOHPHQWDULW\� EHWZHHQ� WKH� VXEGRPDLQV� RI�
076.� DQG� WKH� FRPSRQHQWV� RI� 0:6�� WXQLQJ� WKH�
VWXG\�WKDW�FDQ�EH�PDGH�ZLWKLQ�HDFK�PRGHO�

.H\ZRUGV� MWS, MTSK, tools, connections, 
sequences of real numbers.

,QWURGXFFL²Q 

La comprensión de un fenómeno depende del 
marco teórico que se elija para su estudio. En 
ese sentido, creemos que la complementación 
entre distintos enfoques podría proveer una 
visión más profunda del fenómeno, de acuerdo 
a los elementos teóricos que se consideren. 
La vinculación entre teorías permite dar una 
perspectiva más amplia de dicho fenómeno o 
robustecer el análisis que se realice del mismo. 
Por ejemplo, Bikner-Ahsbahs y Prediger(2010) 
muestran la estrategia de combinar elementos 
de diferentes teorías para realizar dicho vínculo, 

8WLOL]DFL²Q�GH�ODV�KHUUDPLHQWDV�HQ�HO�HVSDFLR�GH�
WUDEDMR�PDWHP WLFR�\�HO�FRQRFLPLHQWR�HVSHFLDOL]DGR�
GHO�SURIHVRU�GH�PDWHP WLFDV
3DXOD�9HUGXJR�+HUQ QGH]�\�*RQ]DOR�(VSLQR]D�9 VTXH]
/NMSHƥBH@�4MHUDQRHC@C�"@S®KHB@�CD�5@KO@Q@¨RN
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la que es considerada para conducir el presente 
escrito. 

Los marcos teóricos que tomamos en cuenta 
corresponden al Conocimiento Especializado 
del Profesor de Matemática (MTSK) y al Espacio 
de Trabajo Matemático (ETM), los que teniendo 
objetivos diferentes, posibilitan la combinación 
de sus elementos para robustecer los análisis 
(Espinoza-Vásquez, 2016). Existen varios 
trabajos que buscan establecer relaciones y 
conexiones entre el MTSK y el ETM, por ejemplo, 
ver en  (Gómez-Chacón, Kuzniak, Nikolantonakis, 
Philippe, & Vivier, 2016).En ellos se postula que 
el modelo del ETM posibilita profundizar en las 
relaciones entre el conocimiento especializado 
del profesor de matemáticas y las acciones de 
DMRD¬@MY@� PTD� ¤RSD� RTRSDMS@� DM� TM� DRPTDL@�
más amplio donde se incorpora el saber sabio 
y los espacios de trabajo personales de los 
estudiantes, así como las diferencias entre 
OK@MNR�X�F¤MDRHR


Ambos modelos permiten analizar el quehacer 
CDK� OQNEDRNQ�� RHDMCN� ¤RSD� TM� DKDLDMSN� PTD�
permite la articulación entre ellos. Asimismo, 
la tarea matemática que el profesor presenta 
@� RTR� DRSTCH@MSDR� S@LAH¤M� ONRHAHKHS@� DK� TRN� CD�
los dos marcos, ETM y MTSK, para analizar el 
BNMNBHLHDMSN�PTD�¤K�ONMD�DM�ITDFN�@K�OK@MSD@Q�
esta tarea. Así, el análisis desde la perspectiva 
de ambos modelos autoriza comprender mejor 
la actividad matemática que propicia el profesor 
y cómo se explica desde su conocimiento 
especializado. En este trabajo nos enfocamos 
DM�K@�MNBH®M�CD�GDQQ@LHDMS@�SD®QHB@�CDƥMHC@�ONQ�
Kuzniak, Nechache y Drouhard (2016), y asimismo 
en la noción de herramienta operacional dada 
por Verdugo-Hernández (2017), las que se 
describirán más adelante.

 � O@QSHQ� CD� KN� @MSDQHNQ�� MNR� OQDFTMS@LNR� z0T¤�
sub-dominios o elementos de MTSK parecen 
RDQ� HMƦTXDMSDR� DM� K@� BNMRSQTBBH®M� CD� KNR� $3,�
variados? (Gómez-Chacón et al., 2016). Más 
DRODB¨ƥB@LDMSD� HMSDMS@QDLNR� @CDMSQ@QMNR� DM�
la siguiente pregunta ¿Cuál es la función de 
las herramientas teóricas y operacionales en el 
ETM y cómo pueden ser comprendidas desde el 
MTSK? Esto en relación a la función que cumplen 
las herramientas en el ETM y cómo estas se 
puede visualizar en el MTSK o viceversa.

)XQGDPHQWRV�WH²ULFRV

El MTSK es un modelo analítico que permite 
estudiar el conocimiento que muestra, posee 
y/o declara el profesor de matemática (Carrillo 
et al., 2013). Inspirado en el trabajo de Shulman 
(1986), el MTSK propone una conceptualización 
para el conocimiento del profesor considerando 
una división en dominios y subdominios con 
ƥMDR� @M@K¨SHBNR
�  R¨�� DK� ,32*� BNMRHCDQ@� CNR�
grandes grupos de conocimiento distinguidos 
para referirse al conocimiento del profesor: 
el 0DWKHPDWLFDO� .QRZOHGJH� �0.�� que es el 
conocimiento de la matemática como disciplina 
BHDMS¨ƥB@� DM� TM� BNMSDWSN� DRBNK@Q� X� BNMSDLOK@�
los subdominios Conocimiento de los Temas 
(KoT),Conocimiento de la estructura matemática 
(KSM) y Conocimiento de la práctica matemática 
(KPM), y el 3HGDJRJLFDO� &RQWHQW� .QRZOHGJH�
�3&.�� que abarca los objetos matemáticos 
como objetos de enseñanza-aprendizaje  y 
contempla los subdominios de Conocimiento 
de las características del aprendizaje de 
las matemáticas (KFLM), Conocimiento de 
la enseñanza de la matemática (KMT) y 
Conocimiento de los estándares de aprendizaje 
de las matemáticas (KMLS) (Carrillo et al., 2014). 
El modelo otorga un lugar fundamental a la 
matemática y no la disocia de su proceso de 
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enseñanza-aprendizaje, siendo  esto clave para 
comprender el carácter especializado con el que 
se considera el conocimiento del profesor de 
matemática. Asimismo, se incluye, al centro del 
modelo (ver esquema en Carrillo et al.(2013)), el 
dominio de las creencias que tiene el profesor 
acerca de la matemática y de la enseñanza y 
aprendizaje de la misma. Estas creencias son 
demarcadas con líneas segmentadas para indicar 
PTD�DKK@R�HMƦTXDM�DM�SNCNR�KNR�RTACNLHMHNR�CDK�
BNMNBHLHDMSN��OTCHDMCN�S@LAH¤M�RDQ�@M@KHY@C@R�
bajo ciertas categorías (e.g., Carrillo & Contreras, 
1995).En este trabajo hemos limitado la 
aplicación del MTSK al dominio MK para realizar 
el análisis e interpretación de los resultados. 

Se entiende que la división en dominios y 
RTACNLHMHNR� O@Q@� DK� BNMNBHLHDMSN� DR� @QSHƥBH@K��
QDRONMCHDMCN�@�ƥMDR�@M@K¨SHBNR��ONQ�DRS@� Q@Y®M�
se espera observar distintas relaciones entre los 
subdominios cuando se estudia el conocimiento 
especializado del profesor. 

(VSDFLR�GH�7UDEDMR�0DWHP WLFR

El Espacio de Trabajo Matemático (Kuzniak, 
2011) tiene por objetivo principal modelizar el 
trabajo matemático en un contexto educativo, 
BNM�DK�ƥM�CD�E@UNQDBDQ�X�LDINQ@Q�K@R�BNMCHBHNMDR�
en las cuales se produce el proceso de 
enseñanza-aprendizaje de las matemáticas. Para 
CDƥMHQ�DK�$3,�RD�HMSQNCTBDM�CNR�OK@MNR��DK�SODQR�
HSLVWHPRO²JLFR�y el SODQR�FRJQLWLYR, los cuales 
estructuran el ETM apoyando la comprensión 
del modelo del trabajo matemático que se 
FDMDQ@
�  CDL�R�� RD� HCDMSHƥB@M� SQDR� SHONR� CD�
ETM: el ETM de referencia, del cual depende la 
organización esperada del espacio de trabajo, 
DK�PTD�RD�CDƥMD�R®KN�RNAQD�K@�A@RD�CD�BQHSDQHNR�
matemáticos; el ETM idóneo, que consiste en el 
acondicionamiento y organización del ETM de 

QDEDQDMBH@��BNM�DK�ƥM�CD�BNMUDQSHQKN�DM�TM�DRO@BHN�
de trabajo efectivo e idóneo en una institución 
DCTB@SHU@� C@C@� BNM� TM@� ETMBH®M� CDƥMHC@�� X� DK�
ETM personal, que reside en la manera en que 
el ETM idóneo es utilizado por los estudiantes 
X�S@LAH¤M�ONQ�RTR�OQNEDRNQDR��B@C@�HMCHUHCTN�RD�
apropia y ocupa su propio ETM personal con sus 
conocimientos matemáticos y sus capacidades 
cognitivas (Kuzniak, 2011). Por otro lado, según 
Kuzniak & Richard (2014) el Espacio de Trabajo 
Matemático cuenta con tres planos verticales, los 
cuales se activan por medio de una determinada 
tarea (Kuzniak & Richard, 2014). 

$YDQFHV�WH²ULFRV��KDFLD�OD�FRPSOHPHQWDULHGDG�
(70�076.

En esta oportunidad, mostraremos sólo parte 
de nuestra investigación, centrada en el estudio 
de las relaciones entre el ETM y el MTSK, para 
lo cual nos basaremos en una metodología 
cualitativa (Denzin, 1970), en donde se realizará 
una revisión de dos marcos teóricos. Nuestro 
propósito es analizar y describir la utilización 
de las herramientas teóricas y operatorias 
al plantear una posible tarea, para lo cual 
OQDSDMCDLNR� HCDMSHƥB@Q� K@� QDK@BH®M� DWHRSDMSD�
entre las herramientas del ETM y las conexiones 
propuestas por el MTSK, estableciendo las 
posibles articulaciones de ambos marcos 
mediante la combinación de sus componentes 
teóricos.

+@�GDQQ@LHDMS@� SD®QHB@� RD�CDƥMD� BNLN�@PTDKK@�
que sirve para el razonamiento matemático, 
basado en la lógica y en las propiedades de 
los objetos matemáticos (Kuzniak, Nechache y 
Drouhard,  2016). Por ejemplo, una herramienta 
teórica para las sucesiones es el criterio de 
convergencia para sucesiones monótonas y 
acotadas. Por otro lado, la noción de herramienta 
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operacional corresponde a aquella propiedad 
MDBDR@QH@� BNM� DK� ƥM� CD� QDRNKUDQ� TM@� S@QD@�� ONQ�
ejemplo, las propiedades de las desigualdades, 
de la factorización, etc. (Verdugo-Hernández, 
2017). Cabe destacar que las herramientas 
NODQ@BHNM@KDR�RNM�S@LAH¤M�GDQQ@LHDMS@R�SD®QHB@R��
pero en otro referencial. Por ejemplo, cuando 
se utiliza el teorema del binomio de Newton 
para demostrar la monotonía de una sucesión, 
dicha herramienta forma parte del referencial 
del Álgebra, y no es parte del referencial de 
las sucesiones, lo que le da el carácter de 
herramienta operacional. Asimismo, el teorema 
del binomio de Newton es una conexión de tipo 
auxiliar entre las sucesiones y el dominio del 
Álgebra al cual pertenece, mientras que como 
conocimiento este teorema es parte del KoT 
del profesor. De hecho, consideramos que las 
conexiones estudiadas bajo el modelo del MTSK 
en el subdominio KSM, pasan a ser herramientas 
en el modelo del ETM en la componente del 
referencial. Por ejemplo, la caracterización del 
límite mediante sucesiones (Spivak, 2003, p. 
619)establece una conexión entre las funciones 
y las sucesiones, donde dicha conexión es 
interconceptual desde el modelo del MTSK, y al 
mismo tiempo es una herramienta teórica desde 
el ETM. De este modo, existe una amplia variedad 
de conexiones o herramientas que se podrían 
estudiar desde ambos puntos de vista. Estas 
conexiones o herramientas son susceptibles de 
ser utilizadas por un individuo, por ejemplo, en 
la resolución de una determinada tarea, lo cual 
establece la posibilidad de estudiar la actividad 
matemática que de allí se desprende, integrando 
ambas teorías.

&RQFOXVLRQHV�\�SHUVSHFWLYDV

Aunque los resultados aquí presentados 
son parciales, debido a que este trabajo se 

encuentra en desarrollo, es posible apreciar 
que la combinación de los elementos de ambos 
modelos permite hacer un análisis más detallado 
en cuanto al rol de ciertos objetos o nociones 
matemáticas. Podemos agregar que pese a que 
existen diferencias en las orientaciones de 
B@C@� LNCDKN�� ONQ� DIDLOKN� DK� $3,� RD� QDƥDQD� @�
GDQQ@LHDMS@R�� LHDMSQ@R� PTD� DK� ,32*� RD� QDƥDQD�
a conexiones entre objetos matemáticos y los 
procedimientos asociados, es posible dar una 
doble mirada sobre el uso de estas propiedades 
N� SDNQDL@R� HCDMSHƥB@MCN� BNMDWHNMDR� X�
herramientas de manera simultánea. De este 
modo, consideramos que existe una relación 
entre las herramientas del ETM y las conexiones 
en el MTSK.

La investigación en curso se puede proyectar 
considerando las conexiones que podría 
proponer y mostrar el profesor en el marco del 
MTSK al plantear tareas matemáticas durante 
la enseñanza de un objeto matemático, las 
BT@KDR� ONCQ¨@M� HMƦTDMBH@Q� DM� K@� @BSHUHC@C� CDK�
estudiante. Este hecho podría acercar el estudio 
del trabajo del profesor al del estudiante en el 
MTSK, complementándose con el ETM personal 
del alumno.

Finalmente, respecto de la pregunta de 
investigación que nos hemos planteado, 
concluimos que uno de los subdominios del 
MTSK (KSM) tiene elementos que ayudan en el 
estudio del ETM debido a la naturaleza de las 
conexiones allí encontradas y a la relación que 
estas pudieran tener con las herramientas de la 
componente referencial del ETM.
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