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Introduccion

En la transmisién del conocimiento matematico ha constituido un hito importante la aparicién del
libro escolar como elemento cultural reflejo de la manipulacién social que selecciona unos
contenidos frente a otros, que impone una determinada forma de estructurarlos y que propone a la
siguiente generacion cierto tipo de problemas con unas herramientas semidticas y no otras. Hay que
destacar, ademds, que el papel de los libros de texto es doble e irreducible uno a otro (Otte, 1997):
por un lado, poseen una funcién comunicativa y de interpretacién que les dotard de un caracter
subjetivo tanto desde el punto de vista del autor como del lector, y por otro, se presenta como una
estructura materializada del conocimiento dotindoles de caricter eminentemente objetivo. Esta
doble faceta de los libros de texto, hace que su estudio aporte gran informacion tanto acerca de las
concepciones, en relacién con el contenido matematico que desarrollan, como acerca del proceso
educativo en el que estan inmersos.

La implementacién y utilizacién del libro de texto en el aula de matematicas, se ha producido de
forma generalizada desde los inicios de la educacion obligatoria hasta nuestros dias, ejerciendo para
ello diferentes papeles: como objeto de estudio, como material de consulta, como registro de las
actividades del alumno, como coleccién de ejercicios propuestos y problemas a resolver,... Esto ha
originado una practica escolar determinada por su uso, asi como una organizacién de la enseflanza
que se mantiene en la actualidad salvo casos aislados.

Investigaciones acerca de los libros de texto de matematicas.

En el marco de la investigacion historica en Educacion Matematica, se ha puesto
de manifiesto la importancia del analisis del libro de texto como reflejo de la
actividad que se realiza en el aula, ya que como indica Choppin (1980) el libro de
texto es “a la vez apoyo del saber en tanto que impone una distribucién y una
jerarquia de los conocimientos y contribuye a forjar los andamios intelectuales
tanto de alumnos como de profesores; es instrumento de poder, dado que
contribuye a la uniformizacién lingliistica de una disciplina, a la nivelacién
cultural y a la propagacion de las ideas dominantes”. Por ello, desde la Didactica
de la Matematica se ha considerado interesante estudiar la contribucién que los
libros de texto han tenido en la historia de la educacién matematica analizando
la variedad y riqueza de sus contenidos, la incidencia en el aula, su funcién como
transmisor de contenidos socialmente aceptados,... Ademas, “los libros de texto
determinan en la practica la ensefianza mas que los decretos de los distintos
gobiernos” (Schubring, 1987).

Resulta a su vez imprescindible, destacar el trabajo realizado por Dhombres
(1984) y Schubring (1987) sobre metodologia de andlisis histérico de libros de
texto, resaltando la necesidad de una aproximacién global que analice los
cambios en las sucesivas ediciones de un libro de texto, los cambios respecto a
otros libros de texto y la relaciéon de estos con los que se han producido en el
contexto. También hay que tener en cuenta, los trabajos de Cantoral (1995),
Filloy y Rojano (1984) o Puig (1994) en los que se compara algunos de los
procesos utilizados por los alumnos en la comprensiéon del conocimiento
matematico y los utilizados en los libros o textos histéricos de matematicas.
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En Espafia los trabajos realizados son mds bien escasos, pero destacan el estudio
de Sanz (1995) sobre los tipos y la funcién de las configuraciones graficas de
datos en los libros de texto de primaria, el de Maz (2000) acerca de forma de
presentar los nimeros negativos en los textos de matematicas de los siglos
XVIII y XIX, y los trabajos de Sierra, Gonzalez y Loépez (1999, 2003) sobre la
evolucion de los conceptos de limite y continuidad en los libros de texto de
Matematicas de Espafia.

Los libros de secundaria: libros de autor.

En Espafia, el cilculo diferencial ya se incluyé en las ensefianzas que los jesuitas
establecieron en su Ratio Studiorum, que era un manual prictico de reglamento
interno de las disciplinas académicas, preparado para servir de gufa a los
profesores. Aunque la primera version de la Ratio del padre Acquaviva es de
1599, no es hasta el afio 1832 con las Ratio del Padre Pachtler cuando se amplia
el programa de matemiticas y se incluyen el algebra, la trigonometria, la
geometria analitica y el Céalculo Diferencial e Integral (Labrador y otros, 1986).
Resultaba, por lo tanto, ciertamente ambicioso el plan establecido por los
jesuitas asi como novedoso y precursor de lo que empezatia a implantarse en
Espafia un siglo después. De todas formas, los primeros planes de estudio que
incorporan contenidos de Andlisis Matematico en Espafia datan de 1934.

Los libros que se escribian para la educacién secundaria, eran escritos por
matematicos-profesores de cierto renombre dentro de la comunidad matematica
y que abarcaban todos los contenidos explicitados en los planes de estudio. La
enseflanza secundatria abarcaba siete cursos y los contenidos de Andlisis
aparecian en los dos dltimos (sexto y séptimo) para alumnos de 16-18 afios. Uno
de los libros que mas se us6 en estos inicios y del que se hicieron més ediciones
fue el publicado por Rodriguez San Juan y Sixto Rios en los cudles se nota, sin
lugar a dudas, la influencia de Julio Rey Pastor (1888-1962). Como es bien
sabido, Rey Pastor se propuso elevar el nivel de la matemaitica espafiola
considerando su retraso «en medio siglo en la Geometria y en Andlisis un poco
mayor». Para ello se traz6 un plan minucioso de modo que con el advenimiento
de la segunda Republica, en 1931, se puede considerar que en Espafia exista ya
una cultura matematica contemporanea. Pues bien, discipulos suyos como Sixto
Rios y Rodriguez San Juan, contribuyeron a dotar de esa contemporaneidad a
nuestra matematica, no solamente en la ensefianza universitaria sino también en
la secundaria.

El libro de Rodriguez San Juan y Sixto Rios de sexto curso publicado en el afio
1950 relaciona el Analisis Matematico con diferentes fendémenos fisicos
(velocidad, temperatura, peso, fuerza, oscilacién,...), quimicos (volumen de
gases,...) o econémicos (coste de mercancias,...) en los que interviene de una
forma u otra la nocién de variacién y aparece ya explicito el lenguaje de
funciones! aunque dependiente del concepto de variable.

136 Anteriormente los libros utilizaban el lenguaje de las variables
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Una variable es un simbolo con el que representamos un ndimero
cualquiera de un cierto conjunto (p. 181)

Una constante es un simbolo con el que representamos un nimero
perfectamente determinado. (p. 181)

En general, diremos que la variable y es funcion de la variable
independiente x definida en un cierto intervalo (a,b), si a cada valor de x
de dicho intervalo corresponden uno o varios valores de y mediante una
determinada ley (analitica, geométrica, fisica, econémica, arbitraria, etc.)

(p.181)

Hay seis temas dedicados al Analisis divididos en dos bloques: uno dedicado a
las funciones y otro dedicado a las derivadas. En el primero se trata el concepto
de funcién y su representacion grafica, los limites de funciones y la nocién de
continuidad. En cuanto al segundo se incluye el concepto e interpretaciones de
la derivada, el calculo de derivadas y sus aplicaciones. La idea que subyace en
todos estos libros es la de una matematica ya elaborada que el alumno debe
memorizar y practicar resolviendo ejercicios. Una segunda caracteristica es el
caricter ciclico de los contenidos que se repiten en sucesivos cursos
ampliandose y completandose en cada uno respecto del anterior. En todos los
libros, el desarrollo es secuencial y formal, aunque las demostraciones no son
totalmente rigurosas, sino que tienen ciertos componentes intuitivos. En
definitiva, las capacidades que se pretenden desarrollar en el alumno son:
memorizaciéon de definiciones y propiedades y practica algoritmica, con alguna
excepcion en los ejercicios planteados.

Un apartado importante es el dedicado a la representacién grafica de funciones
que sustituye al estudio de curvas que realizaban hasta entonces los
matematicos. Ahora se va de una expresion algebraica o tabular a la
representacion grafica-geométrica de la curva, al contrario de lo que se habia
hecho hasta entonces. Las funciones que se corresponden con curvas como
parabolas, cuibicas, hipérbolas, elipses o bien funciones que se refieren a
situaciones mas o menos reales (temperaturas, vapor de agua) cuyos datos
vienen dados de forma tabular.

El concepto de continuidad se encuentra, junto con el de limite, en el bloque
dedicado a las funciones, desarrollindose ambos conceptos desligados del
concepto de variable (como se habia hecho hasta entonces). Se trata primero el
concepto de limite dando la definicién por sucesiones:

El limite de la funcién f(x) cuando x tiende a a es el nimero b, si se
verifica que los valores de la funcién f(x) se aproximan tanto como
queramos a b, tomando los valores de la variable x convenientemente
proximos a a (no se hace ninguna hipétesis sobre el valor de la funcion en

el punto a). (p. 201)

Aparece una simbolizacién moderna del limite, los autores escriben:

lim f(x) = b, o bien f(x)—> b, cuando x— a.

X—>a
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que se lee: f(x) tiende a b cuando x tiende a a. (p. 201)

Esta definicién se completa dando una interpretacion geométrica del limite de
una funcién en un punto utilizando entornos simétricos. Se observa en estos
dos autores una preocupaciéon por los aspectos geométricos, que se traduce
tanto en las interpretaciones de los conceptos como en los ejercicios propuestos,
donde aparecen problemas de limites en contextos geométricos; es una
caracteristica que desaparecera en los libros posteriores. Se observa un cambio
progresivo en la definicién del concepto de /Zmite, desde su presentacion, ligado a
la idea de variable, hasta la introduccién del concepto de funcidn, clarificandose el
concepto de Zmite a partir del de funcién. En torno al concepto de limite se
estudian algunas de sus propiedades, los infinitésimos y los limites infinitos, asi
como algunas indeterminaciones para lo que se usa el lenguaje de €. Asi, cuando
los autores demuestran que el limite de una funcién es un cierto valor, a lo largo
de dicha demostracion afinan el valor de € (€/2, €/4...) de modo que al final salga
en el segundo miembro de la desigualdad.

A partir del concepto de limite se define la continuidad de modo intuitivo

Todos tenemos la idea intuitiva de que la grafica de una funcién continua
se caracteriza porque no presenta saltos y podemos dibujarla
continuamente sin levantar el lapicero (p. 200).

y, a continuacién, se da la definicion clasica mediante el limite, que traducen
inmediatamente a la forma métrica y posteriormente al lenguaje de incrementos.

Una funcién f(x) es continua en el punto x=a si
1° existe lim f (X)

X—a
2° esta definida la funcién para x=a

3°es Iirg f(x) = f(a) . 2006)

Hay una gran cantidad de representaciones graficas cartesianas, para ejemplificar
las propiedades de las funciones continuas y la discontinuidad: hipérbola, parte
entera de x, coste de un viaje por kilémetros, volumen ocupado por un gas que
se calienta. Se da una interpretacién geométrica del limite y se ponen
contracjemplos sobre la existencia de limite, para lo cual se utiliza la
representacion grafica de la funcién E(x) (parte entera de x).

Estos dos conceptos, limite y continuidad, tienen un caracter esencialmente
instrumental declarado por los autores al comienzo de las lecciones
correspondientes al limite, aunque hay un componente geométrico importante
referido al estudio de limites de pendientes de rectas secantes a una curva, de
longitudes de cuerdas, de areas bajo ciertas condiciones, de sucesiones de
circunferencias.

La nocién de derivada se relaciona con el concepto de tangente (interpretacion
geométrica) a una curva, problema que se indica es el origen del calculo
diferencial. Se calculan las tangentes a las curvas de segundo orden, es decir, las
conicas: circunferencia, elipse, hipérbola y parabola y se construyen las tangentes
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de forma geométrica para ver la necesidad de métodos analiticos que permitan la
determinacién de las tangentes a las curvas partiendo de las ecuaciones y sin
recurrit a propiedades geométricas especiales. También se relaciona con la
nociéon de pendiente definida como “la razén del incremento vertical
correspondiente a un incremento horizontal” (p. 214), el cociente incremental y
la variaciéon media de un intervalo.

Una vez definida la nocién de derivada en un punto, se define la nociéon de
funcién derivada y se estudian otras aplicaciones de la derivada: velocidad de un
mévil, aceleracién, velocidad angular, la funcién marginal. Utlizando la
definicién de funcién derivada como limite del cociente incremental se calculan
las derivadas de las funciones elementales y se estudian las operaciones con
derivadas. Finalmente, para demostrar la potencia del calculo de derivadas éstas
se utilizan para el calculo de tangentes y normales a las conicas.

Los libros actuales: libros de editorial

A partir de los afios 70 surgen algunas editoriales que se van consolidando a lo
largo del tiempo, fundamentalmente en los 80, y ya en los 90 se produce el
boom editorial publicindose libros de educaciéon secundaria, que siguen una
enseflanza de tipo tradicional, con un enfoque mis bien formalista e
instrumental. Esto se va a consolidar durante la primera década del 2000.

Aunque el Ministerio de Educacion y Ciencia establece una normativa respecto
a los contenidos que se deben incluir en la enseflanza y el tratamiento u
orientaciéon que se les debe dar, actualmente cada editorial tiene su propia linea y
su propio mercado, por lo que los autores de los libros deben adaptarse a la
linea marcada. Estos son, generalmente profesores de educacién secundaria que
compaginan su trabajo en los Institutos con la publicaciéon de libros de texto
para todos los cursos de la educacién secundaria, y en muchas ocasiones son los
que imponen su propio libro en los centros educativos.

En este momento, la educacién secundaria en Espafia esta configurada en dos
bloques, una obligatotia constituida por cuatro cursos académicos (12 a 16 afios)
y otra post-obligatoria de dos cursos para los alumnos de 17 y 18 afios y que les
prepara para el ingreso en las Universidades. Al finalizar esta ensefianza
secundaria los alumnos tienen que realizar una prueba que les permite el acceso
a las Universidades.

Los contenidos relacionados con las funciones comienzan a estudiarse desde 2°
de educacién secundaria pero, en realidad, cuando empiezan a enfrentarse al
Analisis propiamente dicho, es en los ultimos cursos de la secundaria donde se
incluyen temas relativos a la derivacion, integracion y sus aplicaciones. Los libros
de estos dos cursos son muy voluminosos, los conceptos suelen estar
condensados en pocas palabras y se incide mas en el aprendizaje de tipo
deductivo y en los aspectos simbdlicos y formales asociados a los conceptos.
Ademas se utilizan numerosos recursos para presentar los conceptos:
fotografias, esquemas, ejemplos, colores, notas historicas.
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Una de las editoriales con mas repercusion y difusion en Espafia es la editorial
ANAYA, editorial que inicialmente estaba ubicada en la ciudad de Salamanca
pero que con el paso del tiempo vy, fundamentalmente por razones de
distribuciéon y comercializacion, trasladé su sede a Madrid. Las imdgenes y
referencias que se van a incluir aqui son de uno de sus libros (Colera y Olivera,
2009).

Al igual que en la mayorfa de los libros que se usan en la actualidad hay una
utilizacién profusa de graficas y dibujos geométricos (diagramas, graficas,...) que
sirven de apoyo intuitivo a la comprension de los conceptos. Hay ademids
referencias al contexto histérico y cultural en el que se han desarrollado dichos
conceptos, y aparecen fotos y pequefias biografias de los matematicos que han
contribuido a estos descubrimientos, lo que propicia la contextualizacién de los
contenidos.

La estructura de los libros es tipica de la ensefianza secundaria. Cada libro esta
dividido en bloques de contenidos en los que se desarrollan diferentes temas
segun los conceptos a enseflar/aprendet, se incorporan explicaciones detalladas,
ejemplos relacionados con los conceptos, numerosos ejercicios resueltos y
propuestos,... hay una gran profusiéon de imagenes, colores, recuadros y sintesis
para llamar la atencién del alumno en cuanto a qué es lo mas importante que no
debe olvidar y siempre debe tener en cuenta.

La ensefianza del Analisis se concentra en un bloque completo con seis temas
dedicados a: limites y continuidad, derivadas y técnicas de derivacion,
aplicaciones de la derivada, representacion de funciones, calculo de primitivas y
aplicaciones de la integral definida. Parece que lo que se pretende es dotar a los
alumnos de los instrumentos matematicos necesarios para posibles aplicaciones
posteriores y este aspecto practico es el que domina todos los temas.
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| NOTAS HISTORICAS

SIGLO XVII: LA MOTIVACION DEL CALCULO
INFINITESIMAL

e s. Lis antfices de
1o, Tsaac Newton y Gottfried

ALGUNOS TIPOS DE INTEGRALES QUE SE RESUELVEN POR PARTES

X" et dx u=x" dv = e~ dx

X" sen x dx u=x" dv = sen x dx

—_— [ — | —

x" cos x dx u=x" dv = cos x dx

j\"‘ In x dx u=x dv = x" dx

| J‘m». 19 x dx u = arc (g x dv = dx

J‘uu sen x dx u = arc sen x dv = dx

J/u xdx w=inx dv = dx

Hay que resaltar la gran cantidad de ejercicios y problemas de tipos diversos,
aplicados tanto a las matematicas como a otras ciencias y a la vida real, ademas
de darle un gran protagonismo a la geometria. Destacan, por ejemplo los que
hacen referencia a la economia, cuestiones relativas a costes, produccion,
consumo,... También se hacen referencias al uso de las nuevas tecnologfas,
poniendo ejemplos e indicando la forma de utilizacién de otros medios, como
calculadoras graficas. Ademds se proponen ejercicios buscando trabajar la
reversibilidad del pensamiento del alumno, por lo que aparecen tanto en sentido
directo como inverso. Este es el caso de las representaciones graficas, a veces se
trata de construirlas y otras de interpretarlas, o bien se incide en la relacién entra
la representacion grafica de una funcién y la de su funcién derivada (p. 251).
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EJERCICIOS RESUELTOS

1.Si f(x) =x° ballar su derivada SA+h)—f(1) (Q+h*-1_h?+2h

on x, = -h+2
en x,= h h h

" f(1 + h)=f(1)
S = lim — = lim (h+2)=2
h—0 h h—0
y=x% es derivable en x, = 1. Su derivada es 2
Significa que la pendiente de la recta tangente en x, = 1 es 2
2. Si f(x) =Nx, ballar su derivada JSO+-f0) hiB_p ]
en xg= 0. h 1
B 2/3) 1
tim W) = g = = 4w
1 h—0 Vh?
No existe f(0). La recta tangente a la curva en x, = 0 es perpendicular
al eje X. La funcion no es derivable en ese punto

&

En cuanto a las definiciones se busca el acercamiento intuitivo y el tratamiento
de los conceptos desde diferentes angulos o puntos de vista, acompafiados de
ejemplos, ejercicios resueltos, situaciones en las que se cumplen las hipétesis,
contracjemplos, o ilustraciones graficas de diferente indole para asegurar la
compresion. Por ejemplo, en relaciéon con el concepto de derivada, al mismo
tiempo que se da su definicion como limite de un cociente incremental se
incluye un grafico que ilustra la situacién que se esta definiendo (p. 252).

Pero ademas se insiste en las reglas de calculo para ayudar a los alumnos a
resolver y ser eficientes en la resolucion de las actividades de aula. Estos apoyos
graficos se concretan en el uso de cuadriculas, diferentes colores, flechas,
cuadros de doble entrada, cuadros resumen, comparaciéon de graficas
cartesianas,. ..
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9.1 DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

Tasa de variacién media

Dada una funclon = /0, se llama incremento de £ en x,
xpn Af = flx, + ) — fix,). Su significado es Ia variacion (aumen

t y disminucion / ar

variable independiente pasa de
A hose e llama incremento de X

| : Af  flx, + fix)
Il cociente incremental we llama tasa de

variacién media y significa la variacion relativa de f con relack
+ I

lama derivada de la funcién £ en x, y s designa £

Conclusion.

Aunque en esta comunicacién soélo se ha presentado con detalle cémo dos libros
de texto, de épocas distintas conceptian la enseflanza del Andlisis Matematico,
se pueden considerar prototipos de los libros de su época. Se han escogido para
analizar c6mo han evolucionado los conceptos desde mediados del siglo XX
hasta la actualidad. Una de los aspectos que mads ha variado en estos aflos es el
relativo a las cuestiones fisicas de los textos. Se ha pasado de libros en blanco y
negro a libros en los que predominan todo tipo de colores, subrayados,
resaltados para llamar la atencién sobre ciertas definiciones, reglas o
conclusiones. Otro aspecto que hay que resaltar es la gran cantidad de gréficas,
esquemas y resumenes que aparecen en los libros actuales, mientras que en los
de mediados de siglo XX se hacia mas énfasis en los aspectos formales y la
introduccién de un lenguaje abstracto. En las definiciones se ha pasado de los
aspectos variacionales a los funcionales dando un papel importante a las reglas
de calculo y a las aplicaciones de los conceptos. Se ha producido un aumento
progresivo en la cantidad y tipo de problemas ofrecidos para su estudio, que
inicialmente concedian gran importancia a los problemas relacionados con
fenémenos fisicos o matematicos a los que se han incorporado problemas
relacionados con situaciones econémicas.

El énfasis en los libros de texto, esta puesto o bien en la exposicién de los
conceptos de una forma rigurosa o bien en la adquisicién de ciertas destrezas y
habilidades calculisticas. A pesar de las ligeras variaciones en cada uno de los
libros, lo que practicamente no ha variado grandemente es el tipo de actividad
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que se espera del alumno, destacando la aplicacién rutinaria de las reglas a
ejercicios-tipo o ejercicios escolares.

De las consideraciones anteriores podemos también concluir que, en general,
son los propios libros de texto los que establecen el tipo de actividad que debe
realizar el alumno y la forma en que se estructuran los conceptos matematicos,
es decir, la linea editorial marca considerablemente los libros que publica de
forma que son mas las editoriales que los programas oficiales los que
determinan la forma de ensefianza. Por ello, debe ser s6lo un material auxiliar de
apoyo en la ensefianza que se complemente con otros libros de texto, otros
tipos de libros, asi como material diverso, tanto didactico como fungible,
audiovisual u otro.
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