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Resumen

Uno de los aspectos que hacen dificil la transicion de la aritmética al dlgebra es el uso diferente que
se hace de los signos de las operaciones. En el caso del signo radical este uso diferente produce un
dilema que suele pasar desapercibido. En este trabajo, que se sitia en la linea de investigacion
histérica en educacién matematica, se identifican las cogniciones petrificadas que sustentan este
dilema. Finalmente, se discuten los problemas matematico y didactico que se derivan de estas
cogniciones.

INTRODUCCION

Sobre la observacién y analisis de los procesos de aprendizaje

Hace 30 afios, Freudenthal (1981) formul6 los problemas principales en la
educaciéon matematica en forma de preguntas. La primera fue: “;Por qué Juanito
o Marfa no sabe matematicas? o ¢por qué hay tantos nifios que no saben las
matematicas se espera que sepan?” Las siguientes preguntas fueron: “:Cémo
deberfan aprender los nifios? o ¢cémo aprende la gente? y, ¢qué es digno de ser
ensefiando? o ¢qué debiera ser ensefiado”. Para ¢él, una manera de responder
podria ser: “observando procesos de aprendizaje, analizandolos y documentado
paradigmas”.

La observacién de los procesos de aprendizaje se puede hacer mirando a los
estudiantes, a los profesores, o a lo que Freudenthal llamé el mas grande de los
procesos de aprendizaje, el de la humanidad, que también es un aprendiz (op.
cit. p, 137). Para observar los procesos de aprendizaje de la humanidad es
preciso regresar a la historia, y para ello los unicos documentos disponibles son
los textos historicos. Una manera de hacerlo podria ser analizandolos “como
cogniciones, de la misma manera que analizamos las producciones de los
estudiantes, que de hecho constituyen textos matematicos” (Gallardo, 2008).

El anilisis de textos de épocas pasadas permite identificar lo que Puig (2006)
denomina “cogniciones petrificadas”: “Petrificadas porque estan ahi, en el texto
que nos ha legado la historia, como en los monumentos de piedra de los que no
cabe esperar que digan mas de lo que ya estd en ellos. Cogniciones, porque lo
que queremos leer en esos textos no es el despliegue de un saber, las
matematicas, sino el producto de las cogniciones (matematicas) de quien se
declara como su autor” (Op., cit., p.113).

! Esta aportacién se sustenta en un proyecto de investigacion financiado por el MEC. Ref.:
EDU2009-10599 (subprograma EDUC).
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MARCO TEORICO

La investigacion precedente ha puesto de manifiesto que son vatios los aspectos
que hacen dificil para los estudiantes la transicion de la aritmética al algebra.
Entre ellos, destacan los tres siguientes: la manera diferente en que los mismos
simbolos se usan en aritmética y algebra, el cambio de significado de simbolos
clave, como el signo igual; y la aceptacién de expresiones sin clausura como
representacién, no solo de las operaciones, sino también del resultado de las
operaciones (Kieran, 2000).

En relacion con el signo radical, estos aspectos determinan una naturaleza dual,
polisémica y ambigua?, que es fuente de conflictos y malentendidos fuertemente
arraigados y que pasan desapercibidos en los manuales de ensefianza.

Ante esta situacién cabe plantearse dos preguntas: ¢Esta clara la naturaleza dual,
polisémica y ambigua del signo de la rafz cuadrada? y gse es consciente de los
problemas matematicos y didacticos inherentes a esa naturalezar?

Para responder a estas dos preguntas se ha hecho un estudio exploratorio,
cualitativo y descriptivo, que se sitda en la linea de investigacion histérica en
educacion matematica. Este estudio ha permitido identificar las cogniciones
petrificadas del signo radical que sustentan una tradicién de enseflanza que
favorece la concepcién dual, polisémica y ambigua de este signo.

Rastros histéricos del uso dual de los signos de las operaciones

En los textos del dlgebra sincopada, para expresar las operaciones calculables,
como cuando se trata de sumar nimeros determinados, se usaban palabras de la
lengua vernacula: “con” y “de”. Pero cuando no eran calculables, como cuando
se trata de sumar o restar cantidades algebraicas no homogéneas, se usaban
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simbolos como “p” y “m”.

Un ¢jemplo de este uso, se encuentra en el siguiente texto (imagen I) tomado de
“La Summa” de Pacioli (di Burgo, 1494).

Por esta época, en los textos de los algebristas alemanes se usan con el mismo
fin los signos “+” y “—, en vez de “p” y “m”, y con el mismo fin, el de expresar
el resultado de operaciones no calculables. Asi aparece, por ejemplo, en el
siguiente texto del aleman Marc Aurel (1552) (Imagen 2), que es el primer libro
de algebra impreso en Espafa

2 Dualidad: Existencia de dos caracteres o fenémenos distintos en una misma persona o en un
mismo estado de cosas.

Ambiguo: Que puede entenderse de vatios modos o admitir distintas interpretaciones y dar, por
consiguiente, motivo a dudas, incertidumbre o confusién.

Polisemia: Pluralidad de significados de una palabra o de cualquier signo lingtistico (RAE).
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Imagen 1 (op. cit. Distinctio octava. Tractatus Primus, fo. 112)

Asi mesmo quiero | 138 tresducados. Afsi mefino quiero fummar 3 12, con 2%:
sumar 3x con 2y | Mopodemos dezir que fon 5, ni 5 %:masforcadamente,
no podemos decir diremos que fon 312,y masz¥:0 2%,y mas f‘iga, pues no
que son 5% ni Sy: fabemos quantovalela =2, niel . Por tanto para tales fum:
mas delos caralteres noferamenefter otro,fino dezir, 3 1 ++
2%,02%+; R, COMoVeras, '

mas forzadamente
diremos que son
3x, y mas 2y: o 2y,
y mas 3x, pues no
sabemos  quanto
vale la x ni el y.
Por tanto para
tales sumas de los
caracteres no sera
menester otor sino
decir  3x+2y o
2y+3x, como
veras

Imagen 2 (op. cit. fo 71)

En el mismo texto, Aurel también usa el signo radical®> (Imagen 3). Lo mas
interesante para nuestro proposito es que lo hace de un modo dual, ya que lo
usa para denominar de modo abreviado la operacion rafz cuadrada de un
numero (imagen 3)

3 Recordemos que la introduccién de este signo se atribuye a Cristofol Rudolf (Die Coss, 1525)
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Imagen 3 (Op. cit. Libro VII, capitulo 111, fo 43)

y también para expresar los numeros irracionales (imagen 4).
Otra manera de sumar o Jtramanera de fimar irracionales,
irracionales “y Deotra menerapodras fumar dos numero$,0 fayzcs rta
De otra manera podras cionales puesafsi como afsiverna binomiuo,
sumar dos nimetos o wy Exemplo, Quicrofumar Y& con v 2:diras implemens

tequeviene v7++v 2.Effo pinggn_lopq«:lr‘ancg?_rz_g Otque cs

rayzes irracionales, pues asf
como asf vendra binomio

Exemplo. Quiero sumar V6
con V2 diras simplemente
que viene V6 + 2.

Imagen 4 (op. cit. Libro VII, capitulo 111, fo 44)
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Sobre la dualidad proceso/objeto

El doble uso del signo radical que hace Aurel, para expresar la operacion rafz
cuadrada y para expresar los objetos matematicos denominados numeros
irracionales, apunta a una dualidad inherente a los signos de las operaciones, que
puede ser interpretada a la luz de diferentes teotias: proceso/producto (Kaput,
1979; Davis, 1975), proceso/concepto (Gray y Tall, 1994), o proceso/objeto
(Sfard, 1991).

Bajo estas teorfas, lo que se da a entender es que cuando las operaciones no son
calculables, como cuando se opera en dlgebra con letras y no es posible cerrar la
operacién, los signos de las operaciones se usan para expresar el resultado de
esas operaciones; es decir, para representar objetos matematicos. Asi ocurre, por
ejemplo, cuando se escribe que la suma de ay b es a+b.

Por contra, cuando las operaciones son calculables, como cuando se trata de
operar con numeros determinados para los cuales hay un nimero que da
respuesta a la operaciéon, ya no se necesitan signos para representar los
resultados.

En cierto modo, esta ausencia de necesidad de los signos cuando las operaciones
son calculables, explica que se retrasara su uso generalizado en la Aritmética
hasta el siglo XIX (Cajori, 1993, p. 235), y que cuando la Aritmética asumi6 los
signos de las operaciones lo hizo en un sentido diferente al del dlgebra, como es
el de abreviar la manera de indicar la operacion; es decir, para representar
pocesos matematicos. Asf ocurre, por ejemplo, en 2+4.

En la ensefianza, el recorrido histérico se invierte, los signos de las operaciones
se enseflan primero en la Aritmética, como procesos; y cuando los estudiantes ya
estan familiarizados con ellos se extienden al Algebra, como objetos. De esta
manera la razén de ser algebraica queda en segundo plano y se ve oscurecida o
eclipsada por la razén aritmética sobrevenida.

En relacién con esta inversion, Sfard (1991), dice que el tratamiento de una
nocién matematica como objeto conduce a un tipo de concepcion estructural,
mientras que interpretar una nocién como proceso implica una concepcion
operacional. Cuando una persona adquiere una nueva nocién matematica, la
concepcioén operacional es normalmente la primera que desarrolla, mientras que
la concepcién estructural sigue un largo y dificil camino que necesita de
intervencion externa, ya sea de un profesor o de un libro de texto (op. cit., p.17),
para ayudar a dar el salto, el “cambio en la perspectiva, por medio del cual un
proceso se “reifica”como objeto (Kieran, 2007, p. 723).

COGNICIONES PETRIFICADAS DEL SIGNO RADICAL

En el caso del signo radical, la dualidad proceso/objeto, operacional/estructural,
va acompafiada de un fenémeno de polisemia y ambigiiedad que se puede
rastrear a través de las cogniciones petrificadas de los matematicos mas
influyentes.
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Euler

En un texto histérico tan influyente como el “dlgebra” de Euler, publicada por
primera vez en 1770 bajo el titulo de Vollstandige Anleitung zur Algebra [Instruccion
completa de Algebra], se destila una concepcion del signo radical que es dual,
polisémica y ambigua (imagen 5):

; 150, - Da nun aber nad) ber Yumerbang (122) bie
la raiz cuadra(,ja de Lmadrativuriel- jeber 3051 {mimer einen bnm:ETtEn E)Bcrtlj
cualquier  numero |  Bot, nimifid jo tofl negatis al8 auds pofidl genommen
tiene siempre dos | fwetben fanm, inbem 3 B, ¥4 fo tooh! + 2 al8 and —2
valores, uno positivo ifty unb #berhompt filr bie Quabrationrzel ang a'fc wojl
el otro neqativo: + Va,uls and) — Va gefdrieben voevben Yann, fo gilt
y 9 | bied oudy bei bem ummiglicdhen Bablen; und bie Ouabrat-
esto es que Ja ,por | rourgel ang— & i {o woll + V' — &, ol8 aud) — ¥’ — s,
ejemplo es foobel man ble Seidgen 4 unb -, weldie vor bas Jeidien
‘ J gefelt werben, box bem Beidien, bad hinter bem ¥ Beiden
igualmente 2y -2,y | fleft, woll unte{deiden muf. : :
en general, se puede

adoptar tanto — \/5

como + \/5 para la
raiz cuadrada de a.

Imagen 5 Euler (1770, vol. 1, p.62)

En este texto de Euler, cuando el signo radical se aplica a un nimero concreto,
4, se asocia a un conjunto de dos valores numéricos: +2 y -2; mientras que
cuando se aplica a una letra, 4, se asocia a un valor absoluto: a, susceptible del
doble signo + y -. En el primer caso, el sentido de uso del signo radical es el de
proceso ya que indica la operacién raiz cuadrada de 4; mientras que en el
segundo caso, el sentido de uso es el de objeto, ya que expresa el valor absoluto
del resultado de la operacion raiz cuadrada de . Esta dualidad, hace que se
pueda decir que el signo radical es polisémico ya que representa cosas diferentes:
operacién o resultado, segin el contexto, que en este caso es numérico o literal.

Pero, ademas, el signo radical cuando se aplica a 4, es un signo de ambigiiedad,

ya que expresa una operacion que no tiene un resultado, sino dos: 4 = £2 4

En definitiva, las cogniciones petrificadas de Euler plantean que el signo radical
es dual, polisémico y ambiguo.

+ El término polisemia ha sido usado por Mamolo (2010), para referirse a las ambigtiedades que
estan conectadas a definiciones que dependen del contexto. Por su parte, Filloy (1999), lo ha usado
en lo que denomina polisemia de la x. El habla de la “polisemia de la x” cuando los estudiantes, a los
que se les ha pedido que inventen un problema para las ecuaciones x + x/4 = 6 + x/4 6 x+5= x+x,
interpretan que la incégnita no representa lo mismo en el contexto del problema, y le asignan valores
distintos. La primera x es una incégnita y la segunda es un numero generalizado (puede admitir mas
de un valor).
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Peacock

En el siglo XIX, cuando se estin desarrollando las bases de las matematicas
actuales, uno de los mas influyentes matemadticos, Peacock (1791-1858), hace
mencién a la ambigliedad del valor de la rafz cuadrada en estos términos
(Imagen 6): “Al pasar del cuadrado a la raiz cuadrada siempre encontramos dos
raices, que solo difieren en su signo (...). Ya hemos tenido ocasién de observar
estas ambiguas rafces cuadradas en el Algebra Aritmética” (Peacock, 1845, vol.
1L, p. 67).

Capitulo XVII CHAPTER XVIL

De la extraccién de la ON THE EXTRACTION OF SQUARE ROOTS IN SYMBOLICAL ALGE-

raiz cuadrada en el BRA: ORIGIN OF AMBIGUOUS ROOTS, AND OF THE BIGN

‘ . 1 J=1

Algebra Simbdlica: | |

origen  de  raices 645, Ir will follow, from the Rule of Signs, (Art. 569.) Thorews

ambiguas, y del signo that, in Symbolical Algebra, there are always two roots, differ- '?“-”"i'h
FR— ing from each other in their sign only, which correspond to the Siffereat
-1 same square: thus o' may equally arise from the product a x a which pro-

ad —ax-a: (a+b) may equally arise from the product s "
(a+8)x(a+B), and —(a+b)x~(a+b): (a-b)" may equally *quere.
arise from the product (a—b)x(a~5) and (b-a)x(b-a),*

Se sigue de la regla de and similarly for all other squares. It follows, therefore, that

los sionos e en el in passing from the square to the square root, we shall always

C gnos qu : find #wo roots, which only differ from each other in their sign;

Algebra Simbdlica, but it is the poritive square root alone which is recognized in A.l;llbmgﬁ.
. : Arithmetical Algebra, and which may therefore be called the * *avare

hay  siempre  dos oot it o root.

raices, que difieren
646. We have already had occasion to notice these am- Occurrence

: biguous square roots in Arithmetical Algebra (Art. 383) in oramitn

signo, deducing the square roots of squares, such as x*~2az+aq* and reots 0

Arthmati_
correspondientes a la
misma raiz (...)

una de otra solo en su

p. 67

Ya hemos tenido
ocasion de encontrar
estas ambiguas raices
cuadradas en el
Algebra Aritmética

p. 67

Imagen 6 (Op., cit., p. 67)

Previamente ha establecido que a” y a tienen idéntico significado, y que:

1 2 J—
(a)z=az=a= a2 Llegado a este punto, en una nota a piec de pagina
advierte que la raiz cuadrada de « es tanto —z como +a (op. cit. p. 62y 64). Este

ultimo parrafo es enigmatico, porque siembra la duda sobre si a? =a 6 +
a (Imagen 7)
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¢Cual es el
significado de a!/2?

El producto de
21/2%a1/2=41/2+1/2

= a'=a, por el
“principio de los
indices™: y
asimismo aparece
que Vax\a=a.
donde Va denota la
raiz cuadrada de a:
concluimos,  por
tanto, que al/? es
idéntico en su
significado que a,
puesto que cuando
se multiplica por si
mismo produce el
mismo resultado-

p. 62.

Se sigue, por tanto,

1 2
que (aZ)E = aE =
a= a?*

p.64

La raiz cuadrada
de a’? puede ser
tanto —a como +a

p. 64

Interpreta~

tion of ai.

p. 62

636. What is the meaning of ai?

The product ai x ai =ai*i=a'=a, (Art. 42) by the “prin-
ciple of indices” (Art.635): and it likewise appears that,/ax ,/a=a,
where ,/a denotes the square root of a (Art. 228): we conclude,
therefore, that a¥ is identical in meaning with ,/a, inasmuch
as when multiplied into itself, it produces the same result®.

It follows, therefore, that

p. 64

(a’)5= ai=a= Ja'*
(a")‘-‘T = ag' = Ja™.
(a¥)i=ai=ga.

(a~)-i=ai=Ya.

* The square root of «® may be ~a as well as +a.

p. 64

Imagen 7 (Op., cit., p. 62y 64)

Mas adelante la duda queda despejada, ya que Peacock escribe explicitamente
que b? = +b (Imagen 8).
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De nuevo, ya que la Again, since the square root of & pmduct 8 eqllal to the

raiz cuadrada de un

producto es igual al P""dm of the square roots of its fmﬁ, it follows that

producto de as
rafces cuadradas de .Jb’=*“ Xb’=J1 xh=2] X'll‘=*b,

los factores, se

sigue que:
bz 1x b2 =
Ixb=41x
b=+b

Imagen 8 (Op., cit., p. 72).

No obstante, no dice nada acerca de la incoherencia que supone aceptar que:
P 1 2 J—
b2 = +b, y al mismo tiempo que (a?)z = az = a?=a.
Es mas, al trasladar la ambigliedad de la rafz cuadrada a la resolucién de las
ecuaciones cuadraticas no respeta la practica habitual, ya que de x?>=q deduce
x= q=®xa,ynox == q.
En efecto, después de establecer la equivalencia entre el proceso de extraer la
raiz cuadrada de un nimero ¢ y la solucién de la ecuacién cuadritica x’=g,
Peacock dice: “el valor de x determinado por esta ecuacion es \/q o la raiz
cuadrada de q, y esta raiz, como ya hemos visto, posee dos valores que difieren
solo en su signo, asi, si a representa una rafz, —a representa la otra” (imagen 9).
En definitiva, las cogniciones petrificadas de Peacock plantean que hay

ambigtedad en la operacién rafz cuadrada y en el signo: bZ=+b ; y ademas,
que en la resolucion de la ecuacion cuadritica el doble signo + no afecta al signo

radical: x>=q > x = q = +a.

Lacroix

Lacroix (1831, p. 123) también dice que la rafz cuadrada es ambigua, pero
adopta una posicién contraria a Peacock en cuanto al doble signo £ en la
soluciéon de la ecuacién cuadritica x?=q, ya que para él x =+ ¢; ademas,

también difiere en el valor de x_zque es x yno * x (Imagen 10).
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Capitulo XIX 'CHAPTER XIX.

De la teorla general y ON THE GENRRAL THEORY AND SOLUTION OF QUADRATIC
solucion de las ecuacion o RQUATIONS.

cuadratica 866. TaE process of extracting the square root of a number 'Binmi.%
or expression g, is equivalent to the solution of the binomial Syesten
quadratic equation (Arts. 246 and 377)
2'=q, or —q=0.

El proceso de extraccion de For the value of z, determined from this equation is JJg
; or the square root of ¢: and this root, as we have already shewn,
la rafz cuadrada de UN | | (Ar 643) possesses two values which differ from each other
ndmero es e uivalente a in their sign only: thus, if a represents one root, — a represents Their dou-

'g’ q L the other: and if g, whose root is required, is megative, then Pl ™ot
la solucién de la ecuacién a /=1 represents one of its two roots, and ~a,/— I the other.

binomial cuadratica Thus, in the equation ~ Examples.
2-4=0,
X2:q fo) XZ_q:O the roots are 2 and ~2: and in. the equation
’ £+9=0,

the roots are 3,/—1, and — 3,/~1, which are both of them
imposrible or imaginary®. (Art. 652.)

El valor de x determinado
por esta ecuacion es \/q ola
raiz cuadrada de q, y esta
rafz, como ya hemos visto,
posee dos valores que
difieren solo en su signo,
asi, si a representa una rafz,
—a representa la otra

Imagen 9 (Op., cit.,, p. 77)

<

Entonces, se pregunta “cpor qué x, que es la raiz cuadrada de x? no esta
afectado del doble signo?” Es decir, por qué al resolver x>=b, y tomar la raiz

cuadrada a los dos términos se esctibe X2 = x,yno x?% = +x

Entonces dice que la respuesta que propiamente debetia darse: £x = + b, no
aporta ninguna solucién nueva a la que usualmente se da: x=+b, porque en el
primer caso hay dos soluciones que son iguales a las otras dos (imagen 11)

Aunque esta explicacién es discutible, ya que dota la ecuacion de segundo grado
de cuatro raices, aunque sean iguales dos a dos, ha sido aceptada por autores
posteriores, como por ejemplo Cortazar (1852, p142 y 143) que la recoge
literalmente (imagen 12)

36




En relacién con los
signos, que pueden
afectar a las
cantidades, lo que
queda  después de
sacar la rafz cuadrada
es una ambigiedad,

como  consecuencia
de lo cual toda
ecuaciéon de segundo
grado admite  dos
soluciones.

De esto se deduce
que como  regla
general se debe
considerar  que el

doble signo * afecta a
la raiz cuadrada de
cualquier cantidad
cualquiera que sea.

which approaches the truth very nearly. But in regard to the
signs, with which the quantities may be affecied, there remains,
after the square root is extracted, an ambiguity, in consequence of
which every equation of the second degree admits of two solutions,
while those of the first degree adwit of only one.

Thus in the general equation 2® = 25, the value of x, being the
quantity, which, raised to its square, will produce 25, may, if we
consider the quantities algebraically, be affected either with the
sign + or = ; for whether we take 4- 5, or — 5, for this value,
we have for the square

+06X +5=+4 125 or

we may therefore take

—5X —5=+425;

o= 4 b,
or X = —5.
For the same reason, from the general equation

2=21

we have -
r= 4 J‘i;l-.

r

or

P
Both these expressions are comprehended in the following ;
r== ’“_'_I,
NP
in which the double sign == shows, that the numerical value of
I
P
may be affected with the sign 4 or —.
From what has been =aid, we deduce the general rule, that the

double sign == is to be considered as affecting the square root of
every quantity whatever,

Imagen 10 (Lacroix, 1831, p. 122)

“si al resolver la
ecuacién x?=b
escribimos *x
=+\b, al arreglar
esas expresiones
de todas las
formas posibles, a
saber:

+x = +\b, x = -
Vb

+x = —\/b, X =
+\b

no obtenemos
ningun nuevo
resultado que
transponiendo
todos los

Equations of the Second Degree with one Unlknown Quantity. 123

that the letter @, having been taken without a sign, that is, with
the sign -, as the representative of the unknown quantity, it is its
value when in this state, which is the subject of inquiry ; and that,
when we seek a number @, the square of which is b, for example,
there can be only two possible solutions; @ = 44/, v = —
/b Again, if in resolving the equation 2% = b, we write 2=z =
== 4/J, and arrange these expressions in all the different ways, of
which they are capable, namely,

+r=4 b —r=—T

Fr=—vh —a=-441,
we come to no new result, since by transposing all the terms of
the equations — & = — 4/T, — @ = - 4/b, or which is the same

thing, by changing all the signs (57), these equations become iden-
tical with the first.
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términos de las
ecuaciones —x=-

Vb, x = +\b, o
lo que es lo
mismo,

cambiando todos
los signos, esas
ecuaciones se
vuelven idénticas
a las primeras”.

Imagen 11 (op. cit. p. 123)

El dilema

Las cogniciones petrificadas en relaciéon con la raiz cuadrada y el signo radical
que se acaban de exponer ponen de manifiesto un dilema, representado por las
dos posiciones contrarias de Peacock y Lacroix, ya que plantea una disyuntiva

sobre el valor de  x2 .
2) x2 = +x

b) x2=x

UN PROBLEMA MATEMATICO Y UN PROBLEMA DIDACTICO

Esta disyuntiva tiene consecuencias ya que plantea un problema matemadtico y
un problema didactico. El problema matematico es que desentrafiar el dilema
acarrea complejidades y sutilezas que tienen que ver con los requisitos formales
de la definicién de exponente racional y con la definicién de las operaciones en
R y sus inversas (ver Even & Tirosh, 1995; Gémez y Buhlea, 2009; Gémez y
Necula, 2011; Gémez, 2011); mientras que el problema didactico, que es el que
interesa aqui, es que es una fuente de incoherencias e inconsistencias que suelen
pasar desapercibidas en la ensefianza practica..

El problema didactico: Incoherencias e inconsistencias

La mayorfa de los estudiantes (Roach, Gibson y Weber, 2004), profesores,
futuros profesores (Gémez y Buhlea, 2009, Gémez y Necula, 2011; Goémez,
2011), y autores de libros de texto (Anaya, 2004, SM, 2002, Santillana, 1999;
Oxford, 2003), creen que 4 =42, y también creen que xZ=x. Lo
sorprendente es que no se dan cuenta que esto es incoherente, porque ambas
cosas no pueden ser ciertas a la vez, ya que para x=4=22 se tendria que 2 =

22 = 4=+42.

Pero ademas, cada una de estas creencias, por si solas, llevan a nuevas
incoherencias. Por ejemplo,
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1.851 x
2. 51

para  resolver la
ecuacion ax2=h,
dividiremos por a, y
serd x2=b/a.
Extrayendo ahora la

rafz cuadrada de
ambos  miembros,
sera

SIS

=R
Il
=+
Q| |

SIS

Mudando
segunda
los signos de ambos
miembros sera

en esta
ecuacion

x==

ISHIRS |

Y esta ecuacion nos

da para x dos
valores idénticos a
los que da la
ecuacion

R
I
I+
SERS

31320 QUINRO.

Ecuaciones de segundo grado.

CAPITULO L.
Lcuaciones de sequndo grado con wna incdgnita.

Anticoto 1.°
Eeuaciones incompletas de sequndo grado.

Ol a scoucion. complea e eguado iy Ia
ecuscion do segundo grado que contiene uno 6 mas tér-
minos en que cl esponente de la incdgoita es 2, uno 6 mas
términos en que el esponente do la incdguita es 1, y uno 6
mas (rminos conocidos.

Ecuacion incompleta de segando grado es la ecuacion de
segundo grado que carcce de términos en quo el esponente de
la incdgita es 1, 6 que carcoe de términos conocidos.

La ecuacion incompleta do segundo grado, despues de
quitar los denominadores, cfectuar las operaciones indicadas,
{ransponer  reducir, tiene evidentemente una de estas dos
formas

ar’=b, az'Hba=0.
173, Para resolver Ja ecuacion az*=b, dividiremos ambos
miembros por a, y ser

6 bien,

=/ L

Modando en esta segunda ecuacion os signos do ambos
miembros, seri

¥ esla ecuacion nos da para z dos valores idénticos & los quo
da la ecaacion

;fr
_M\ T
Luego. al estraer la raiz cuadrada e los dos miembros deuna
ccuacion , no hay necesidad de poner el signo == mas que & un
solo miembro.,

n i
Para comprobar los valores \ o de 2, so

sustitayen en la ecnacion propuesta.
Sustituyendo el primero, serd

[
ax(\ _') =b, 6ax
W
lo que és cierto,
Sustituyendo el segundo, serh

b b
X(—\ =) =b, 6 ax—=b.
(=Y 5) b docg
Es ficil ver que la ecuacion propuesta no puede verificar-

=7 dc—\/‘_i:
a

pues dicho valor elevado al enadrado daria un numero dife~

se por ningan otro valor diferente do \/

rente de —, ¢l oual multiplicado por a daria un producto
a

diferente de b. Luego en la ecuacion ax*=h la incognita titne
dos valores iquales u de signo contrario,
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Luego, al extraer la
raiz cuadrada de los
dos miembros de
una ecuacién, no
hay necesidad de
poner el signo *
mas que a un solo
miembro.

Imagen 12 (Cortazar, 1852, p. 142 y 143)

Estas creencias también estin en el origen de algunas inconsistencias. Por
ejemplo, la mayoria de los estudiantes y profesores saben que la razén que
justifica la regla para “pasar al otro lado de la igualdad”, en el proceso de
despejar la incognita, es que se aplica la misma operacién a ambos lados del
signo igual, como se muestra en el siguiente ejemplo:

x—a=0¢>x-a+a=0+a<>x= +a.

Esa justificaciéon también vale para la ecuacién cuadratica x?=q. Sin embargo,
cuando despejan la incégnita en esa misma ecuacién cuadritica creen que el
doble signo solo hay que ponerlo a uno de los dos miembros de la igualdad, de

modo que escriben x= i\/q ynot x? =2 @, que serfa mas consistencia con
su forma de pensar.

. . . 655 _ 3%
Otra inconsistencia, ficilmente observable, es que creen que 3% = "3 |

porque son radicales equivalentes, y al mismo tiempo creen que como el indice
del radical a la izquierda del signo igual es un nimero par tiene dos soluciones
(una opuesta a la otra); mientras que como el indice del radical a la derecha del
signo igual es impar solo tiene una solucién. ¢Entonces?

Conclusiones

La naturaleza dual, polisémica y ambigua de la raiz cuadrada y del signo radical
se sustenta en cogniciones petrificadas que estan fuertemente arraigadas. Estas
cogniciones plantean un dilema que se manifiesta en un problema matematico y
otro didactico.

Los matematicos® han decidido resolver el problema desde el punto de vista

formal asignando a la expresiéon  x, x=0, un solo valor, una de las dos raices de
X, la rafz positiva o raiz principal. Con esta restriccion lo correcto es escribir

5 Cada nimero real no negativo a tiene una raiz cuadrada no negativa tnica. Nota: Si a=0, su raiz
cuadrada no negativa se indicara por al/2 o por Ja (Apostol, 1990. p. 36).

El simbolo ﬁ para Z >0 denota aquél nimero no negativo cuyo cuadrado es z (Courant, R. y
John, F., 1979, p. 38).

Si A es un nimero real positivo, la Gnica raiz positiva de X" — A=0 sc escribe X = Q/I\ = A%
(Lentin, A., Rivaud, J., 1969, p. 164).
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Z=2yno 4=42

Igualmente

X?=x yno x?=x

Pero los matematicos no suelen dar las explicaciones del porqué de esta
restriccion, por lo que aunque han resuelto el problema matematico no se puede
decir lo mismo del problema didactico, ya que al parecer la ensefianza esta tanto
o mas influida por las cogniciones petrificas que por las definiciones formales de
los desarrollos matematicos actuales.

Esta observacion apunta a la necesidad de mejorar la enseflanza de raices y
radicales teniendo en cuenta no solo las exigencias formales de la concepcién
funcional de las operaciones y sus inversas, o de la definicién de exponente
racional, sino sobte todo las incoherencias e inconsistencias que hay detras de
las cogniciones petrificadas que la ensefianza tradicional arrastra.

Conviene afiadir que en matematicas el aprendizaje no debe confiarse
exclusivamente a lo que esta escrito en los manuales, ya que a menudo arrastran
cogniciones, como las que se han discutido aqui, que producen confusién, por
omisién de informaciéon o por la misma informacién que reproducen.
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