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RESUMEN

En este trabajo se presenta una guia de acti-
vidades, con apoyo de diferentes herramien-
tas TICs, en cuya resolucidn se realizan cal-
culos, representaciones graficas, comparan
y analizan resultados cuando las salidas del
ordenador difieren de los calculos obtenidos
de manera manual empleando la teoria ma-
tematica. En particular, la guia se centra en el
calculo de integrales indefinidas. Este tipo de

propuestas pueden resultar provechosas para
la ensefianza sobre el “empleo adecuado” de
TICs y la profundizacién de los contenidos
involucrados.
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INTRODUCCION

ABSTRACT

This contribution presents an activity guide
supported by different ICT tools. Solving
the guide comprises performing calcula-
tions, graphical representations, comparing
and analyzing results when the output of the
computer software differs from the calcula-
tions obtained manually through the use of
mathematical theory. In particular, the acti-
vity guide is centered on solving indefinite
integrals. This type of proposals may result
helpful for teaching on the “adequate usage”
of ITC tools and for granting a deeper un-
derstanding of the involved content.
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El uso de las Tecnologias de la Informacion y la Comunicacién (TICs), en particular el
uso de ordenadores, en estas tltimas décadas, estdn atravesando nuestra vida, cambiando
nuestras visiones del mundo y modificando los patrones de acceso al conocimiento y de
interaccidn interpersonal. Progresivamente, se han ido incorporando en los disefios curri-
culares de todos los niveles de la ensefianza formal y no formal (Zangara, 2009), tanto en
el nivel inicial, medio y superior. El uso de ordenadores se vislumbra actualmente como un
medio de enseflanza donde se pueden crear entornos de aprendizaje tutiles para la ensefian-
za de distintas ciencias, en particular la Matematica.

Entre las tareas claves del docente de hoy, resulta fundamental ensefiar a sus estudian-
tes a convertirse en lectores criticos del material que disponen, seleccionan y trabajan; a
chequear la fuente de la cual proviene la informacién; a validar o no la calidad de esos
contenidos y/ o resultados. En el caso de las TIC's, “no es lo mismo ser usuario de PC que
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lograr transmitir efectivamente a los alumnos el “buen uso” de determinadas herramientas
tecnoldgicas como recursos para trabajar la informacion y elaborarla a través de un proceso
de aprendizaje” (Hernaiz, 2010). Para ello es fundamental que el docente realice actividades
tendientes a analizar criticamente las herramientas TICs que se disponen, pudiendo desta-
car ventajas y desventajas en su uso, estableciendo diferencias y similitudes, cuestionando
los resultados en base a los obtenidos aplicando las teorias cientificas correspondientes, a
los fines de aprovechar estos recursos educativos en forma 6ptima para la ensefianza.

El presente trabajo se enmarca en este contexto. Presenta un material didactico, deno-
minado “Guia de Actividades con Software”, para ser desarrollada por alumnos que cursan
las asignaturas “Analisis Matematico II” de las carreras de Licenciatura en Astronomia y
Licenciatura en Geofisica de la Facultad de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales de la Uni-
versidad Nacional de San Juan. Dichos alumnos poseen conocimientos previos sobre el
calculo diferencial e integral de una variable. La temdtica abordada se centra en profundi-
zar aspectos relacionados al célculo de integrales indefinidas, mediante la comparacién de
resultados, aplicando la teoria del Calculo Diferencial e Integral y Sistemas Algebraicos de
Computo (CAS).

Los CAS son herramientas TICs que permiten ejecutar operaciones entre expresiones
matemadticas en una forma similar a las operaciones manuales tradicionales de matematicos
o cientificos, manipular expresiones algebraicas y representar graficamente funciones. En el
modelo de guia propuesto se emplean sistemas algebraicos que tienen como caracteristica
comun: ser de acceso libre, de utilidad y aplicabilidad para el calculo diferencial e integral,
tanto a nivel medio como superior.

Respecto al empleo de CAS, en el calculo de antiderivadas, en general resultan ser herra-
mientas muy eficaces, en especial cuando se presentan calculos engorrosos.

Resulta pertinente destacar, a nuestro parecer, el uso del software proporciona un im-
portante instrumento para que los estudiantes puedan liberarse de memorizar férmulas
o procedimientos de calculo, aunque es fundamental tener en cuenta que los estudiantes
necesitan un cierto tiempo para madurar y desarrollar una comprension conceptual segura
de los conceptos. Necesitan prestar atencion al proceso de transformacion y relacion que
pueden establecerse entre las representaciones graficas, algebraicas y numéricas (Camacho,
2005, p. 108).
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“Sin embargo, existen casos donde los resultados del CAS difieren a los obtenidos con la-
piz y papel usando la teoria, lo cual puede influir de diversas maneras. Lo idoneo es analizar
el porqué de esta diferencia” (Ponce y Rivera, 2011, p. 87).

En la seleccion de las actividades, en el material didactico, se tiene en cuenta que se pre-
senten bajo planteos simples y sencillos, que puedan resolver los alumnos con la guia y el
apoyo del docente, en donde le sea ttil aplicar los conocimientos previos correspondientes
al calculo diferencial e integral, como asi también CAS apropiados; y tiendan a contribuir
en la formacién disciplinar del alumno.

MATERIAL DIDACTICO ELABORADO

Del material elaborado como propuesta de actividades, se pueden distinguir:

« a) Un planteo general introductorio donde se enuncian los objetivos generales que se
persiguen al resolver la guia; la tematica general a abordar, la metodologia de trabajo
y el material de apoyo que disponen para realizar las actividades.

o b) Actividades de calculo, andlisis y comparaciéon de resultados (estas actividades
invitan al alumnos a pensar, establecer relaciones, reflexionar entorno a los resul-
tados obtenidos empleando TICs y el uso adecuado de las mismas en el calculo de
integrales indefinidas);

« ¢) Un espacio para el andlisis, debate y reflexion de las tareas desarrolladas.

MODELO DE ACTIVIDADES PROPUESTA
“Guia de Actividades con Software”

Introduccidn: A continuacion, se presentan distintos planteos para el calculo de primiti-
vas. El objetivo de la guia es que puedas profundizar sobre aspectos relacionados al calculo
de funciones primitivas en integracion y contribuir en la capacitacion sobre el uso adecua-
do de software y/o programas para el calculo infinitesimal e integral.

Es recomendable que resuelvas las actividades, en primer instancia, utilizando lapiz y
papel, empleando los conocimientos previos ya adquiridos oportunamente de andlisis di-
ferencial e integral para funciones reales de variable real (puedes consultar, si lo requieres,
apuntes de clase y/o material bibliografico de referencia de la catedra); luego utilizando
Sistemas Algebraico de Calculo (CAS). En la guia esta previsto que apliques sistemas que
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tienen como caracteristicas comunes: ser libres, de facil acceso (tanto para docentes como
alumnos e investigadores) y simples de utilizar, por ejemplo:

o 1)Wolfram Alpha (buscador de respuestas desarrollado por la compania Wolfram
Research, basado en Mathematica) ;

« 2) Symbolab (Apps en Educaciéon. Motor de busqueda libre disefiado para los mate-
maticos, cientificos, estudiantes).

« 3) GeoGebra (software matematico interactivo para la educacion en colegios y uni-
versidades).

+ 4)wxMaxima (sistema bastante completo basado en el programa DOE-MACSYMA).

En general, los algoritmos utilizados en estos programas son eficientes
métodos que en ocasiones entrafan relaciones matematicas mejor cono-
cidas por los expertos programadores que por los matematicos.

También suele ocurrir que los CAS empleen métodos que producen resulta-
dos mas complejos a los obtenidos con lapiz y papel o incluso llegan a pro-
ducir resultados erréneos atn en casos simples (Ponce y Rivera, 2011, p. 85).

Actividad 1:
i) Lea atentamente las siguientes definiciones de antiderivada proporcionada por autores
de referencia.

“Una funcion F se denomina antiderivada de la funcion f en un intervalo I, si para
todo valor x perteneciente a 1.” (Leithold, 1994).
“Una funcion F(x) es antiderivada de f(x) si F/(x)=f(x) para todo x del dominio de f
(Larson, y Hostetler, 1989).

ii) Analiza la validez de las siguientes afirmaciones. En caso de ser invdlido, justifica la respuesta.

o a) F(x)=x? tiene el mismo dominio de definicion de f(x)=2x.

o b) F(x)=x? es antiderivada de f(x)=2x.

« ) F(x)= 3> tiene el mismo dominio de definicién de f(x)=3x2.
e d)F(x)= "4;;—3" es antiderivada de f(x)=3x.

o e) F(x)=x>+C con C=cte. es antiderivada de f(x)=3x>.
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“Si F(x) es la antiderivada de f(x) en un intervalo I entonces cada antiderivada de f en I
es F(x) +C, donde C es una constante arbitraria y todas las antiderivadas de f en I pue-
den obtenerse en la forma F(x)+C asignando valores particulares a C.”

(Leithold, 1994)

Actividad 2:
Tenga en cuenta el siguiente resultado:

Es claro que F(x)=x? es antiderivada de f(x)=2x. a) Es cierto que F(x)=x?+1 es antideri-
vada de f(x)? ; b) 3 y F(x)=x?+2? ; c) Compare las gréficas de las antiderivadas de f(x)=2x y
caracterice las mismas desde el punto de vista geométrico.

Actividad 3:
Considere los Teoremas Fundamentales del Calculo:

Primer teorema fundamental del cdlculo:
Sea f una funcién continua en el intervalo cerrado [a,b] y sea x cualquier niimero de
[a,b]. Si F es la funcién definida por
F(x) = f " f()dt
a

Entonces F'(x) = f (x) <> = f " ) de=f1).
Segundo teorema fundamental del Cdlculo:
Sea f una funcion continua en un intervalo cerrado [a,b] y sea g una funcion tal que

¢ (x) = f (x) para todo x en [a,b]. Entonces

fa * ft) dt = g(b) - g(a).

10



PREMISA 76 / FEBRERO 2018

Resuelva las siguientes integrales indefinidas aplicando reglas y/o métodos de integra-
cidn apropiados:

e 1) f(Zx + cos (3x)) dx

* 2)f xzzj-{l dx

e 3) [cos?(x)dx

« a) Utilizando lapiz y papel.
o b) Empleando CAS.
o ) Compare los resultados obtenidos en a) y b).

Actividad 4:
a) Compruebe que f cos(2x)

sen (x).cos(x) dx = In|sen (2x) |+ C

b) La Tabla 1 muestra los resultados obtenidos al calcular la antiderivada para la integral

del apartado anterior,
a) cos(2x)

sen (x) cos x)

utilizando distintos softwares libres para el calculo diferencial e integral.

Softwares libres cos(2x)
fsen i.x).cosix) dx

MAXIMA log (sin(x)) + log (cos (x))

GeoGebra -cos(x)+1 cos(x)+1 -cos(x)+1 cos(x)+1
( ~In ( cos(x)+1 cos(x)+1 +2)+ In ( cos(x)+1 cos(x)+1 _2))

Symbolab -In ftan(x) | + 2In ken(x) |

WolframAlpha log(sin(x))+log(cos(x))

Tabla 1: Antiderivadas para la integral planteada, utilizando distintos CAS libres

Compare los resultados de la Tabla 1, analice dominios de definicién en cada caso y
saque conclusiones.
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Actividad 5:
La Tabla 2 muestra los resultados obtenidos al calcular la antiderivada de
tg (x)

f0= Tt

———— utilizando distintos programas libres.
cos(x))

tg (x)
a) Resuelva la integral planteada, Tn(cos() dx  con lapiz y papel, y compare su res-

puesta con la que se muestra en la Tabla 2 bajo el titulo de “solucidén teérica”
b) Analice los dominios de definicion de las funciones primitivas propuestas en la Tabla 2.

Compare respuestas y escriba conclusiones.

Softwares libres ﬂ dx =1In | In(cos(x)) |+C (solucion tedrica por el método de sustitucion)
In(cos(x))

MAXIMA -log(log(cos(x)))

GeoGebra In(In((-tan(x/2)2+1)/(tan(x/2)?+1)))

Symbolab -log|log(cos(x))|

WolframAlpha -log(log(cos(x)))
Tabla 2: Antiderivadas para la integral planteada, empleando distintos CAS libres.

Actividad 6:
Espacio para expresar sus vivencias respecto a las actividades desarrolladas.
Indique aspectos positivos y negativos de esta experiencia.

MUESTRA DE ALGUNAS ACTIVIDADES DESARROLLADAS POR LOS ALUMNOS

Para realizar las distintas actividades de la Guia, los alumnos tratan de resolver grupal-
mente, utilizando lapiz y papel, las distintas actividades solicitadas, teniendo en cuenta los
conocimientos previos impartidos por las asignaturas, como asi también el material bibli-
ografico y de referencia propuesto para las actividades. Respecto a los calculos y graficos
con ayuda de software fueron guiados, en general para su realizacion, con el apoyo de do-
centes en el gabinete de computacion, ya que representaban un nuevo desafio para realizar
sus actividades.
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En cuanto a la Actividad 1, al analizar grupalmente las afirmaciones para responder
sobre la validez de las mismas, los alumnos realizaron calculos de derivadas, determinaron
dominios de definicién y valoraron la importancia de tener en cuenta dichos dominios a la
hora de responder a los cuestionamientos planteados.

En la Actividad 2, realizaron las representaciones graficas y pudieron visualizar grafica-
mente el efecto de la constante de integracion en la bisqueda de soluciones con la integral
indefinida planteada.

En la Actividad 3 los alumnos resuelven con lapiz y papel las integrales, aplicando
propiedades, integrales basicas elementales, sustituciones trigonométricas y el método de
sustitucion. Luego de calcular las primitivas, con ayuda de distintos software, observan que
las expresiones que proporcionan son las mismas al dar sus respuestas. En algunos casos, no
coinciden con las obtenidas inicialmente a mano empleando la teoria. En los casos en que
los resultados no coinciden, comprueban que dichas soluciones son correctas trabajando
algebraicamente y considerando igualdades trigonométricas.

En la Actividad 4, al tener en cuenta la identidad trigonométrica
sen(2x)= 2 sen(x). cos(x) , y aplicar el método de sustitucion comprueban:

sen (x).cos(x)

f __cos(2x) gy - In|sen (2x)[+C.

A partir de apreciar diferencias en los resultados dados en la Tabla 1, para abordar la
problematica de si son respuestas correctas o no, los alumnos tienen en cuenta la definicion
de antiderivada. En primer lugar, para cada funciéon primitiva F(x) propuesta, verifican la
igualdad F'(x)= __s(2x) _ derivando directamente cada primitiva propuesta.

sen (x).cos(x)

Posteriormente analizan si las igualdades anteriores se cumplen para todo x del dominio

de f(x)= 00 construyendo los graficos con la ayuda del software libre Gnuplot,

sen (x).cos(x)
con la guia y apoyo del personal de la catedra.

La Figura 1 corresponde a la solucion obtenida con lapiz y papel, mientras que la Figura
2 a las obtenidas utilizando los sistemas algebraicos citados en la Tabla I.

Los alumnos comparan los dominios de las primitivas en los casos b) y ¢) de la Figura 2,
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con la obtenida en forma manual representada en la Figura 1. Observan que estos dominios
coinciden con dominio de la funcién a integrar representada en la Figura 3.
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Figura 1: Grafica de la primitiva F(x)= Inlsen (2x) |
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Figura 2: Primitiva obtenida mediante a) Maxima y WolframAlpha; b) GeoGebra; y c) Symbolab
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Figura 3: Grdfica de la funcion f(x)=cos(2x)/ sen(x). cos(x)
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Teniendo en cuenta la definicién de la antiderivada, concluyen ademas que la funcién rep-
resentada en la Figura 2 a), correspondiente a soluciones propuestas utilizando wxMaxima y
WolframAlpha no representan soluciones generales a la integral indefinida del Planteo 1.

tg(x

En la Actividad 5, resuelven HSO(S% dx aplicando el método de sustitucion, con-
siderando t= In(cos(x)). Luego teniendo en cuenta la Tabla 2, observan claramente que el
programa Symbolab proporciona una primitiva que coincide con la hallada utilizando lapiz
y papel. Por otro lado prestan atencidon en que la respuesta proporcionada por wxMaxima es
la misma a la proporcionada al aplicar WolframAlpha. En cuyo caso, al analizar el dominio
de definicién de F(x)=-log(log(cos(x))) y comprobar que es vacio, concluyen que las solu-
ciones proporcionadas por ambos softwares son inapropiadas.

Respecto a la primitiva propuesta por GeoGebra, pudieron ver que tang(x/2) esta defini-
da para los x tales que cos(x/2)#0, o sea x# 1+ 2km con k entero. Al considerar los valores
x tales que cos(x/2)#0, y trabajar algebraicamente teniendo en cuenta identidades trigo-
nomeétricas comprobaron que -In(In((-tan(x/2)>+1)/(tan(x/2)?+1))) = -log(log(cos(x))). Por
lo que concluyen que GeoGebra tampoco da una respuesta adecuada, en este caso.

En la actividad final, luego de analizar las soluciones propuestas por distintos CAS
y contrastarla con las obtenidas a mano con apoyo de resultados teéricos, los alumnos
pudieron reflexionar y valorar la importancia de este tipo de actividades comparativas y
de analisis para adquirir conocimientos y experiencias sobre el calculo de primitivas y el
empleo de CAS.

ANALISIS DIFERENCIAL SISTEMAS ALGEBRAICOS

E INTEGRAL DE COMPUTO LIBRES:
Dominio - Continuidad - Derivadas- wx MAXIMA - GeoGebra -
Antiderivada - Constante de integracion - Wolfram Alpha - Symbolab.

Teoremas Fundamentales del Calculo.

Figura 4: Contenidos y herramientas CAS utilizadas en el desarrollo de las actividades.
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CONCLUSIONES

Se presenta una guia de actividades, con apoyo de diferentes herramientas CAS libres, en
cuya resolucion se realizan calculos, representaciones graficas, comparan y analizan resulta-
dos cuando las salidas del ordenador difieren de los calculos obtenidos de manera manual
empleando la teoria matematica. Se puede observar que este tipo de materiales didacticos,
que se desarrollan en el aula, ofrecen a los alumnos la posibilidad de:

« Convertirse en lectores criticos y reflexivos de los resultados obtenidos, pudiendo
chequear las fuentes de la cual provienen las informaciones, validando o no la calidad
de esos resultados.

+ Brindar experiencias para el desarrollo de la capacidad sobre el conocimiento de la
existencia y propiedades de diversas herramientas y ayudas tecnolédgicas para la ac-
tividad matematica, su alcance y sus limitaciones; y

o Profundizar el aprendizaje de contenidos, tales como: calculo de integrales indefi-
nidas, constante de integraciéon, dominio y continuidad de funciones, y el Teorema
Fundamental del Calculo.
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