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RESUMEN ABSTRACT

En este articulo se realiza un tratamiento me-  In this paper a methodological treatment is
todolégico al planteamiento y resoluciéon de  made to the approach and resolution of ma-
problemas de caracter logico - matematico,  thematical logic problems, as a way to moti-
como via para motivar hacia el estudio dela  vate the study of Mathematics. In particular,
Matematica. En particular, se ponen de ma-  there are revealed the relationships between
nifiesto las relaciones que se establecen entre games, mathematics and their educational
el juego, las matematicas y sus potencialida-  potential.

des educativas.
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INTRODUCCION

Los juegos y las matematicas tienen muchos rasgos en comun en lo que se refiere a su
finalidad educativa. Las matematicas dotan a los individuos de un conjunto de instrumen-
tos que potencian y enriquecen sus estructuras mentales, y los posibilitan para explorar y
actuar en la realidad. Los juegos ensefian a los escolares a dar los primeros pasos en el desa-
rrollo de habilidades intelectuales, potencian el pensamiento logico, desarrollan habitos de
razonamiento, ensefian a pensar con espiritu critico; los juegos, por la actividad mental que
generan, son un buen punto de partida para la ensefianza de la matematica, y crean la base
para una posterior formalizacion del pensamiento matematico.

La Matematica es un instrumento esencial para el conocimiento cientifico. Por su carac-
ter, esencialmente, abstracto-formal, su aprendizaje resulta dificil para una parte importan-
te de los estudiantes. De todos es conocido que la Matematica es una de las areas que mas
incide en el fracaso escolar en todos los niveles de ensefianza; es el area que arroja la mayor
cantidad de resultados negativos en las evaluaciones escolares. “Debido a ello es que los
matematicos, los sicologos y ultimamente los especialistas en el estudio del aprendizaje” se
han preocupado porque cada vez mas gente aprenda matematicas, primero para fomentar
el desarrollo del pensamiento matematico, y al mismo tiempo, para formar una base criti-
ca pensante que permita el aumento de cientificos y por ende, impulsar el desarrollo de la
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ciencia para una mejor convivencia de la humanidad.

Esta preocupacion ha llevado a una parte de la comunidad cientifica a indagar en la his-
toria de la matematica y en el quehacer propio de los matematicos y se ha corroborado que
los matematicos han aprendido y han desarrollado gran parte de la matematica de nuestros
tiempos a través de los juegos (De Guzman, 1984), asi es que desde mediados del siglo pa-
sado ha proliferado la produccién de bibliografia para motivar y permear el aprendizaje de
la matematica dedicada a los juegos de estrategia y a la matematica recreativa.

“El juego y la belleza estan en el origen de una gran parte de la matema-
tica. Si los matematicos de todos los tiempos se lo han pasado tan bien
jugando y contemplando su juego y su ciencia, ;por qué no tratar de
aprenderla y comunicarla a través del juego y de la belleza? (Miguel de
Guzman). Ademas, de facilitar el aprendizaje de la matematica, el juego,
debido a su caracter motivador, es uno de los recursos didacticos mas in-
teresantes que puede romper la aversion que los alumnos tienen hacia la
matematica. He aqui un texto de Martin Gardner que con mucho acierto
expresa esta misma idea: “siempre he creido que el mejor camino para
hacer las matematicas interesantes a los alumnos y profanos es acercarse a
ellos en son de juego (...). El mejor método para mantener despierto a un
estudiante es seguramente proponerle un juego matematico intrigante,
un pasatiempo, un truco magico, una chanza, una paradoja, un modelo,
un trabalenguas o cualquiera de esas mil cosas que los profesores aburri-
dos suelen rehuir porque piensan que son frivolidades”

(Ferrero, 1991, p. 13-14).

MARCO TEORICO

El marco tedrico en el que se desarrolla esta propuesta esta inscrito en la Resolucion de
Problemas como metodologia de aprendizaje adecuada al Constructivismo Histérico-Cul-
tural de Lev Vigotsky, entre otras vertientes que se trabajan estan las: Directrices heuristicas
basadas en los juegos (De Guzman, 1984) retomando asi las cuatro etapas en la resolucién
de problemas que destaca George Polya en su tratado How To Solve It? (Polya, 1965), al
mismo tiempo asumimos y destacamos las razones que enumeran los autores Luis Campis-
trous y Celia Rizo para el tratamiento de los problemas en la ensefianza de la matematica a
través de problemas (Campistrous y Rizo, 2013).
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JUEGOS DE ESTRATEGIA

Trabajaremos con juegos cuyo objetivo sea obtener un triunfo, ya sea sobre un jugador
rival o para lograr una meta en un juego solitario. Los juegos propuestos estan relaciona-
dos con estrategias sustentadas en la heuristica del proceso de resolucién de problemas,
asumiendo las ideas planteadas por De Guzman (1984), cuando hace un simil entre los
juegos de estrategia y la resolucion de problemas y enmarca el objetivo del juego en las
cuatro etapas en las que George Polya situa el proceso de soluciéon de un problema, si-
tuacion que el autor asume y amplia en el desarrollo de su tesis doctoral “Resolucién de
Problemas en el Desarrollo del Pensamiento Matematico” (Piceno, 1998). Una vez que
describimos el juego, sus reglas y la meta, dejaremos que el estudiante se familiarice con
la situacidn, con la finalidad de que entienda el juego, planee la estrategia, la ejecute, logre
la meta y compruebe que la estrategia es la adecuada, generalmente sometiéndola a una
demostracion rigurosa, generalmente el explotar el juego requiere de plantear alguna si-
tuacion problema que tenga que ver con la adquisiciéon de un concepto matematico y con
el desarrollo de habilidades del pensamiento matematico, asunto que dejaremos para un
siguiente articulo.

En este articulo trataremos juegos de logica y nos preocuparemos en crear problemas
para abordar temas dentro del propio terreno de la Logica, con el objetivo de fundar
las bases del razonamiento deductivo, para ir de las premisas a la conclusién y lograr el
objetivo del juego, desde luego las competencias matematicas a desarrollar son las de la
argumentacion y la demostracién. También nos ocuparemos de desarrollar habilidades y
estrategias en torno a la resoluciéon de problemas matematicos. El articulo estara dividido
en cuatro secciones, la primera tratara del juego, la segunda del planteamiento de pro-
blemas que se deriven del juego, la tercera de la solucién de los problemas, a manera de
orientacion para el profesor (guia), para que a su vez realice actividades didacticas (pre-
guntas y/o actividades orientadoras) que guien al estudiante en el proceso de resolucién
del problema y la cuarta en la que se tratara de la generalizacion de las ideas conceptos y
estrategias.

PROCESO DE RESOLUCION DE PROBLEMAS

La resolucién de problemas tiene dos matices de primordial importancia, el primero es
plantear y resolver problemas actividad que Polya (1965) trata adecuadamente en su libro
con ese nombre, en el que destaca las cuatro etapas en las que el resolutor de un problema
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se ve inmerso, generalmente inconscientemente. Aunque las cuatro etapas son igualmente
importantes, dedica una gran cantidad de paginas a describir y ejemplificar las estrategias
heuristicas, que a su juicio y por su experiencia como resolutor de problemas, considera
relevantes. La otra vertiente de la resolucion de problemas es la educativa, algunos le lla-
man “ensefianza problémica’, otros “aprendizaje a través de problemas’, otros simplemente
“resolucién de problemas”. Todas coinciden en plantear una situacién problema como eje
motivador, que esté situado en la zona de desarrollo préximo del aprendiz y que los concep-
tos matematicos a alcanzar y las competencias a desarrollar estén en la zona de desarrollo
potencial, definidas por Lev Vigotsky en su teoria del “Constructivismo histérico-cultural”.

Somos del criterio que ambas vertientes tienen el mismo peso e importancia dentro
del proceso de resolucion de problemas, la primera como una competencia matematica
a desarrollar por parte del aprendiz y la segunda, en el disefio de una actividad didactica
planteando una situacidén problema que emerge de un juego o bien planteando un pro-
blema que surge de las preguntas: ;Es solida tu estrategia para ganar o para conseguir la
meta?, ;tu estrategia funciona en cualquier situacion del juego?, ;podras demostrar que
tu estrategia es eficiente? No nos detendremos a reflexionar acerca de cuando una situa-
cién descrita es 0 no un problema, s6lo aceptemos que eso siempre depende del indivi-
duo, en el sentido que asimile la situaciéon como un reto a resolver, sin ese compromiso
nada es un problema y por tanto la actividad didactica pierde todo valor.

En referencia al orientador o guia en el proceso de ensenianza-aprendizaje, haremos én-
fasis en sus caracteristicas asociadas con la metodologia de la ensefianza problémica, desde
luego recordando nuevamente a Polya, diremos que “un buen profesor de matematicas, en
cualquier nivel, debe conocer perfectamente los conceptos matematicos que pretende co-
municar y algo mas’, asi, las caracteristicas basicas son:

o Debe ser determinante para contribuir a un ambiente de trabajo que fomente la con-
fianza, la participacion, el dialogo, la cooperacion y el respeto mutuo.

« Seinteresa mas por el camino que siguen los aprendices para llegar al resultado, que
el resultado mismo.

« Esguiaen el proceso de solucidn.

o Invita alos alumnos a comunicar y a cuestionar ideas.

« Hace preguntas que permitan a los alumnos renunciar a una via de solucién, cuando
ésta misma ya ha sido explorada por él.

o Alienta las vias de solucion plausibles.
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o Orienta hacia una via de solucién cuando es pertinente.

« No frena vias de solucién que no sabe que son equivocadas, mas bien las analiza y
prepara las preguntas orientadoras para explotarlas.

« Construye el puente entre los nuevos conocimientos obtenidos por los alumnos y la
socializacion de los mismos.

o Enresumen, el docente debe ser una persona con un alto nivel cientifico con respec-
to al nivel en que se desempeiia, debe contar con una preparacion pedagdgica inte-
gral y una actitud inclinada hacia la investigacién que permitan el buen desarrollo
de la actividad.

SISTEMA DE ACTIVIDADES PROPUESTO

En este articulo como expusimos en la introduccién nos ocupamos de juegos de logica,
el aprendizaje de la 16gica matematica y el desarrollo de habilidades del pensamiento ma-
tematico.

MAPAS

Este juego consiste en iluminar con 4 colores las regiones en las que ha sido dividido un
plano, sin que dos regiones vecinas (que compartan mds de un numero finito de puntos
como frontera) queden iluminadas del mismo color.

Conceptos Matematicos:

o Logica proposicional

« Proposiciones compuestas:

 Disyuncién, conjuncidn, implicacién y equivalencias.

« Inferencias.

» Habilidades del Pensamiento Matematico a Desarrollar:
« Argumentacion

o Resolucion de Problemas:

o Division de Casos

o Reduccion al Absurdo

o Secuencia.

El maestro (guia) propone un plano subdividido en regiones para ser iluminado por
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todo el grupo, por ejemplo el siguiente:

Figura 1.

Como podemos observar, hay regiones que pueden ser iluminadas inmediatamente, sin
problema alguno, ya que lo inico que debemos preservar es que el color del que decidi-
mos iluminar dicha regién no haya sido usado para iluminar una regién vecina. Luego, si
tenemos que tres regiones ya pintadas de tres colores distintos rodean a una cuarta regién
aun no iluminada, entonces esta tltima debera ser pintada con el cuarto color disponible,
quedando el mapa iluminado en una primera fase como sigue:

Figura 2.

Ahora nos encontramos con un obstaculo, cada una de las regiones que faltan por ilumi-
narse tienen al menos dos posibilidades para ser pintadas.
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Problema: ;Cual debe ser la siguiente region que se debe iluminar? ;Por qué?

Solucion: Las dos regiones de arriba que no han sido iluminadas tienen las siguientes
alternativas: Si la de la esquina la pintamos de rojo “divisiéon de casos’, entonces la vecina
debera ser verde. De aqui se sigue que las regiones con forma de hexagono y pentagono
vecinas cada una de ellas de una regiéon amarilla y una region verde, deberan ser pintadas
de rojo y café, no importa en qué orden, asi que para pintar la regién debajo de ellas no
habra color disponible, jesta rodeada de regiones vecinas pintadas con cada uno de los
cuatro colores! Lo cual va contra las reglas del juego “reduccién al absurdo” y esto surgio
de que supusimos la region de la esquina seria pintada de rojo, entonces esa region debera
ser pintada de amarillo, jla otra opcidn!, y la vecina de rojo. Quedando hasta este momento
iluminado como sigue:

Figura 3.

El siguiente obstdculo que nos encontramos es nuevamente que las regiones restantes
tienen al menos dos opciones de ser iluminadas.

Problema: ;Cuadl debe ser la siguiente region a iluminar? ;Por qué?

Solucién: Observemos las regiones debajo del hexdgono indistintamente deberdn ser
iluminadas de café y verde, no importa cudl de cada color, entonces la vecina de ambas a la
izquierda quedara rodeada de regiones vecinas con los colores, rojo, verde y café, entonces
deberad ser pintada de amarillo y terminamos como sigue:
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Figura 4.

SOCIALIZACION DEL CONTENIDO MATEMATICO

Revisemos como resolvimos el primer obstaculo.

Premisa: La region de la esquina debera ser roja o amarilla, es decir, una proposiciéon de
la forma “P 0 Q” que es verdadera. De aqui tenemos, los siguientes casos “division de casos”
de inferencias: P o Q y -P, implica Q y P o Q y -Q, implica P. No pueden ser falsas las dos.

La siguiente premisa, si la esquina es pintada de rojo, entonces con cualquier color que
iluminemos la regién que queda debajo de las regiones con forma de pentagono y hexdgono
va en contra de las reglas del juego, es decir, P implica una falacia F “proposicion siempre
falsa” pues se opone a las reglas del juego. Siendo P implica F verdadero, entonces P sera
falso, aqui usamos la siguiente regla de inferencia “P implica F y -F, conclusién -P”. Y por
el primer caso de inferencia descrito anteriormente, se tiene que Q (La esquina es pintada
de amarillo) es verdadera.

Revisemos cémo resolvimos el segundo obstaculo.

Premisa P: Las regiones debajo del hexagono indistintamente deberan ser iluminadas de
café y verde, no importa cudl de cada color “sin perder generalidad”.

Premisa Q: La region vecina de ambas “A” (a la izquierda) quedara rodeada de regiones
vecinas con los colores, rojo, verde y café.

Premisa S: Si una region esta rodeada de tres regiones con cada uno de tres colores dis-
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tintos, entonces esa region debera de iluminarse del color restante
Conclusion T. La region “A’, debera ser pintada de amarillo
Aqui usamos la siguiente regla de inferencia:
Qy Qimplica T
Conclusion T.

LAS CINCO PIEZAS

Este también es un juego de logica (para dos jugadores, uno de ellos puede ser el ordena-
dor). En este juego se trata de dar con un arreglo de las cinco piezas grandes del ajedrez en
un tablero de 8 por 8, con las siguientes reglas:

El primer jugador piensa un arreglo de las cinco piezas en el tablero y sefala las cinco
casillas que esta utilizando para el arreglo.

El segundo jugador puede preguntar acerca de cuantas piezas atacan alguna de las casi-
llas, una a la vez, informacién que debe proporcionar el primer jugador.

Gana el segundo jugador, en caso de que la cantidad de preguntas sea menor que 5, en
caso contrario gana el primer jugador.

Conceptos Matematicos:

« Logica proposicional

« Proposiciones compuestas:

« Disyuncioén, conjuncidn,
implicacién y equivalencias.

o Inferencias.

« Habilidades del Pensamiento
Matematico a Desarrollar:

« Argumentacion

o Resolucion de Problemas:

« Division de Casos

o Reduccién al Absurdo Figura 5.
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Secuencia. Para que los estudiantes se familiaricen con el juego, el profesor (guia), pro-
pone al grupo un arreglo para que los alumnos, en grupo den con el arreglo, por ejemplo
puede proponer la configuracion anterior.

Problema: ; Por qué casilla debemos preguntar, acerca del numero de ataques? ;Por qué?

Solucion: Los alumnos discuten, acerca de por qué casilla preguntar el nimero de ata-
ques, el guia propicia que elijan la casilla mas adecuada, se dan argumentos como el que
sigue:

La casilla d4 es la tinica con posibilidades de ser atacada por las cinco piezas, asi que sea
cual sea la respuesta de 0 a 5 se pueden descartar las posiciones que correspondan a cada
pieza, por ejemplo si es 0, la reina tendria que estar en c2, la torre en e3 o en b6, el alfil en
d6 o en f4,... Deciden que deben preguntar por d4. La respuesta es que P: La casilla d4 es
atacada por dos piezas.

Figura 6.

Problema: Dado que d4 es atacada por 2 piezas, cuél debe ser la casilla por la que debe-
mos preguntar acerca del nimero de ataques?

Solucion: Con esta informacion los alumnos debaten nuevamente, teniendo como ob-
jetivo dar con la casilla mas conveniente para averiguar el nimero de ataques, el guia sigue
orientando la discusion, aqui se presentan argumentos como el que sigue:

La casilla 5 al igual que la casilla c4 son las tinicas que pueden ser atacadas por 3 piezas,
asi que cualquier numero entre cero y tres nos proporciona informacion, por ejemplo si 5
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es atacada por una pieza y en c2 va la reina, entonces en f4 va caballo o alfil y el caballo no
va en e3 ni en d6, . Finalmente proponen preguntar por la casilla f5. Siendo la respuesta, Q:
La casilla 5 es atacada por dos piezas.

Problema: ;Es suficiente la informacion para dar con el arreglo? ;Por qué?

Figura 7.

Solucidén. Se dan argumentos como sigue:

Sien c2 vael alfil y en e3 va el caballo, entonces en 4 debera ir cualesquiera de las piezas;
reina, torre o rey y por tanto f5 seria atacada por tres piezas, lo que contradice la proposi-
cién Q.

Sien c2 va el alfil y en d6 va el caballo, entonces en f4 debera ir cualesquiera de las piezas;
reina, torre o rey y por tanto {5 seria atacada por tres piezas, lo que contradice la proposi-
cién Q.

Sien c2 va la reina y en e3 va el caballo, entonces en f4 debera ir el alfil. Luego en b6 y
d6 van torre y rey, entonces d4 no puede ser atacada por mas de una pieza, contradiciendo
la proposicion P.

Si en c2 va reina y en d6 va caballo, entonces en f4 va alfil, en e3 y b6 la torre y el rey,
contradiciendo nuevamente la proposicion P.

De las cuatro proposiciones anteriores se deduce que: S- Si en c2 va reina o alfil, entonces
el caballo va en b6.
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Si en c2 va torre o rey, entonces el caballo va en €3 o en d6 y en {4 ira dama, torre o rey. Si
el caballo va en d6 y dama en 4, entonces rey o torre va en b6 y alfil en e3 o la otra opcién.
Si el caballo va en d6 y rey en f4, entonces alfil y dama van en e3 y bé.

Por lo tanto falta informacion.
Problema: ;Por qué casilla se debe preguntar para encontrar el arreglo? ;Por qué?
Solucion. Se propone preguntar por c4 pues en la solucion del problema anterior se ob-

serva que es la que despeja las dudas acerca de qué pieza va en la posicion f4, obteniendo la
respuesta R: La casilla c4 es atacada por una pieza.

Figura 8.

Con esta informacion se tiene lo siguiente:

En ¢2 no va torre ni dama, ya que cualquiera que vaya alli implica un ataque a c4 y por S:
Sien c2 va torre o rey, entonces el caballo va en e3 o en d6 y por T: Si en ¢2 va dama, enton-
ces caballo va en b6, de cualquier forma se contradice la proposicion R.

En f4 no va torre ni dama. Si torre, entonces el caballo va en ¢2, lo que contradice P, d4
tendria al menos los ataques de la torre, el caballo y la dama. Si dama, entonces alfil va en
c2 por Q. Ya que caballo en e3 o en d6, contradice R. Luego, dama en f4, alfil en c2 y no hay
forma de colocar al caballo.

CONCLUSION:

En f4 va rey, uno de los ataques a f5 se debe a la pieza colocada en {4 y no es torre ni dama.
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En 2 va el alfil, no puede ir torre, ni caballo ni dama y el rey ya esta colocado.
En b6 va caballo, por S.
En d6 va torre y en e3 va la dama.

Problema: Una persona dejo el juego como sigue, podras ayudarle a encontrar el arreglo
o bien determinar la casilla de la cual necesitamos informacién?

Figura 9.

Solucidn. Sean P la proposicion “La casilla d6 no es atacada por alguna pieza’, Q la pro-
posicion “La casilla d3 es atacada por 3 piezas” y R la proposiciéon “La casilla {3 es atacada
por 3 piezas”.

P implica S: En 5 no va el caballo, en la columna d no va torre ni dama y en a3 no va alfil
ni dama.

Qy S implica T: La torre va en a3, el rey en d4 y la dama o el alfil en f5.
Ry T implica W: La dama va en {5, el alfil va en d5 y el caballo en g8.

Incidencias:

Mapas: Este juego por si solo es un problema interesante de logica, en el cudl a menudo
recurrimos a la reduccion al absurdo y al analisis de casos para su solucion, todas las dispo-
siciones de los regiones de los mapas son solubles para cuatro colores, se usa el hecho de la
respuesta a lo que muchos matematicos se preguntaban -si cualquier mapa era o no posible
iluminarlo con 4 colores-, habiéndose encontrado situaciones especiales de mapas que es
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posible iluminarlos con sélo dos colores. Y habiendo resuelto la pregunta para coloraciones
usando 5 colores. La respuesta a los 4 colores ya se obtuvo a base de usar un método exhaus-
tivo a través del ordenador. También representa un reto resolver la siguiente situacion: Si un
mapa ha sido iluminado usando 4 colores, ; es posible iluminarlo con otra distribucion de
los colores, sin que ésta sea una de las 24 permutaciones entre ellos?

Las cinco piezas: Como se puede observar, este problema aparte de ser un bonito y mo-
tivador problema de ldgica, también es un buen pretexto para incursionar en la teoria del
analisis combinatorio y de la probabilidad a partir de preguntarse: ;Cual es la probabilidad
de dar con el arreglo después de una pregunta? ; Cudl es la probabilidad de dar con el arreglo
después de dos preguntas? Ya que en la solucion de ellos surgen conceptos como: permuta-
ciones con puntos fijos, probabilidad condicional, etc.

CONCLUSIONES

La propuesta desarrollada en el articulo se encuentra en fase de generacion de resultados
similares, razon por la cual las sugerencias e indicaciones planteadas son de caracter expli-
cativo-argumentativo. Es de resaltar que la propuesta pone de manifiesto, desde el punto
de vista tedrico, los alcances del tratamiento de problemas logico-matematicos en la ense-
fanza-aprendizaje de la Matematica Escolar (resulta atinado plantear que la propuesta esta
corroborada desde el punto de vista experimental (Bello Garcia, Rojas y Sigarreta, 2016)).

En la misma direccion, podemos aseverar que, en un primer nivel de aproximacién me-
todologica, las indicaciones y sugerencias por nosotros desarrolladas en este trabajo, sobre
el tratamiento metodolégico de los problemas logicos estan en relacion directa con las ideas
planteadas por Locia, Navarrete y Sigarreta (2010). Asi mismo las ideas aqui expresadas y
explicitadas a través de los ejemplos tratados, han sido llevadas a cabo en talleres de Logi-
ca, Aritmética, Algebra y Probabilidad, para la preparacién de estudiantes de concursos y
olimpiadas de matematicas, obteniendo valiosos resultados en el desarrollo de sus compe-
tencias sobre todo las referentes a; la comunicacién, la argumentacion, el razonamiento y
la demostracion. En estos momentos, estamos enfrascados en la aplicacion de la propuesta
dentro de cursos y talleres de educacion continua de docentes de la escuela media mexicana
en general.
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