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RESUMEN

Esta investigacion indagd en el tratamiento realizado por diversos textos escolares, profesores de
matematica y estudiantes de ingenieria en Chile, cuando deben resolver una ecuacion irracional.
Dicha indagacioén, de caracter cualitativo, evidencié falencias relacionadas con su resolucién.
Acorde a esto, se propone una resolucion por medio del uso de gréaficas de funciones, la cual
otorga un sentido desde la visualizacion grafica y complementa el uso de algoritmos y técnicas
algebraicas, propias de los procesos tradicionales de ensefianza y aprendizaje en Chile. Esta
propuesta, implicd la necesidad de reinterpretar el concepto de ecuacion que actualmente
predomina en el sistema escolar chileno.

PALABRAS CLAVE: Ecuacion irracional. Funcion Raiz cuadrada. Grafica.

INTRODUCCION

Aunque busquemos hacer cambios, nos damos cuenta que es muy dificil transformar al sistema
educativo. ¢;Cudl es la fuerza principal que se opone a este cambio? Hay restricciones
multifactoriales que incluyen aspectos politicos, afectivos, socioecondémicos, histéricos,
institucionales, las mismas costumbres didacticas y, sobre todo, la epistemologia dominante en
nuestro actual sistema educativo, la cual establece los contenidos matematicos que deben ser
tratados en clases y también el como deben ser tratados.

Usualmente, un profesor prefiere los textos escolares que sean mas cercanos al programa de
estudio. Esto produce que el profesor no tome decisiones sobre los cambios en su practica
profesional. Un ejemplo de esto, es la algoritmia en la bisqueda del conjunto solucién de una
ecuacion, la cual esta fuertemente instaurada en la matemética escolar chilena.

Encontrar una solucion de una ecuacion, equivale a “despejar la incognita X y la técnica para tal
9

despeje estd arraigada a lo algebraico. Sin embargo, existen ciertos tipos de ecuaciones,
denominadas irracionales, en donde el algebra no entrega necesariamente la solucion de dicha
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ecuacién, mas bien, puede entregar soluciones que no satisfacen la ecuacion original,
denominadas soluciones espurias. Mendoza, Vasquez, Colina y Plasencia (2011) establecen que
“los docentes en clase adoptan la misma estrategia exigiendo a sus estudiantes efectuar el
procedimiento de comprobacién para determinar si las raices encontradas son solucién o no, sin
justificar plenamente la necesidad de tal esfuerzo” (p. 2). La resolucion de este tipo de
ecuaciones, resulta por lo general, un proceso memoristico, sin mayor posibilidad de
comprension, por parte del estudiante e inclusive por parte de algunos docentes, sobre por qué
aparecen soluciones espurias. Dicho proceso acarrea dificultades en la comprensién mas profunda
sobre la tarea de buscar el conjunto solucién de una ecuacion irracional.

Cantoral (2013) sefiala que:

En ciertas ocasiones, el profesor presenta un problema, pero no destina suficiente tiempo
para que sus estudiantes propongan soluciones y exploren posibilidades y en consecuencia
no se promueve el desarrollo de su pensamiento matematico. Cuantas veces, por ejemplo, se
permite que los estudiantes lleguen a la solucion de un problema por medio de preguntas
genéricas como: ;Qué hacemos? ;Ustedes qué piensan? ;Alguien tiene una idea distinta?
¢QUé ocurrira si en vez de esto, hacemos esto otro? Idealmente, debemos ser la mayoria de
los profesores los que en este tipo de practicas, por no decir la totalidad. (p. 81)

Para nosotros, resulta evidente que la forma actual de abordar este tipo de ecuaciones no permite
realizar las preguntas genéricas antes sefialadas, debido a que las metodologias que se utilizan
para el tratamiento de las ecuaciones irracionales, resultan ser impuestas.

En esta investigacion, buscamos dar una alternativa de ensefianza para abordar la resolucion de
las denominadas ecuaciones irracionales, dejando de lado procedimientos rutinarios, ligados a
técnicas algebraicas que no explican por si solas la presencia de soluciones espurias.

Vidal (2009) analiza el concepto de raiz cuadrada en tres periodos especificos, a saber, en los
afios 1965,1981 y 1998, en donde se llevaron a cabo reformas educacionales en Chile. En su
estudio, formula cuatro hipétesis. La primera sefiala que la transposicion didactica del algebra de
radicales ha permanecido invariante en su difusion en los libros de texto. La segunda hipétesis
indica que en el tratamiento del algebra de radicales en los libros de texto, se recurre a
demostraciones basadas en el cambio de representaciones algebraicas que fallan en la
secuenciacion de los contenidos. Mientras que la tercera hipdtesis indica que dicho tratamiento
comunica errores conceptuales y procedimentales, evidenciandose rupturas epistemolégicas con
el saber matemaético. Por Gltimo, la cuarta hipdtesis del autor afirma que no han existido cambios
en los enfoques paradigmatico — epistemolégicos de los autores de los libros de texto, pero si a
nivel de los programas ministeriales
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Vidal (2009) da cuenta de que la tercera hipotesis se cumple en los tres periodos, mientras que la
segunda hipotesis se cumple en los dos primeros periodos, pero es superada en el tercero.

El proposito de esta investigacion, es dar a conocer las falencias que actualmente existen en
nuestro actual sistema educativo, a la hora de resolver ecuaciones irracionales. Ademas, buscamos
promover la resolucién de ecuaciones irracionales, a través de la reinterpretacion del concepto de
ecuacion y por medio del uso de gréficas, "ya que se considera como una herramienta muy Util
que permite poner los conocimientos en juego a un nivel funcional” (Morales, Alarcon, Pérez &
Bautista, 2010, p. 11), entendiendo funcional como un conocimiento incorporado organicamente
en el humano que lo transforma y que le transforma su realidad. En ese sentido, creemos que los
docentes de matematica, en general, no promueven la argumentacion ni la resolucion de
ecuaciones en base a graficas de funciones, probablemente porque consideran que su uso estd
desvinculado del concepto de ecuacién, el cual posee una carga semidtica mas algebraica que
geométrica.

ANTECEDENTES

Ecuaciones irracionales en textos escolares
Con respecto a la resolucién de este tipo de ecuaciones, Zafartu y Darrigrandi (2012) indican que
“siempre, al resolver una ecuacidon que posea alguna incognita en la cantidad subradical, debe
comprobarse que la o las soluciones encontradas realmente satisfacen la ecuacion” (p. 37). Por
otro lado, Wisniewski (2002) sefiala que: "al resolver la ecuacion radical L(x) = P(x) se puede
aplicar el siguiente método:

L(x) = P(x) & L*(x) = P%(x)

En este método siempre se debe verificar si las soluciones cumplen con la ecuacion y eliminar
raices falsas” (p. 168). Resulta interesante notar que en general, dicha equivalencia no es cierta.

De Gisper (2008) introduce las ecuaciones irracionales de la siguiente manera:
Se designan como ecuaciones irracionales aquellas en las que aparece alguna raiz cuadrada
que contiene en el radicando la incdgnita de la ecuacion como, por ejemplo: vx + 2 = 3.
Para resolver esta ecuacion, hay que elevar al cuadrado. La operacién de elevar al cuadrado
se realiza debido a que es la operacion inversa a la extraccion de la raiz cuadrada (si se
realiza una operacion sobre su inversa ambas desaparecen). Se elevan los dos miembros de
la igualdad; al desaparecer la raiz se obtiene una ecuacién que se sabe resolver. Asi,

(Vx+ 2)2 = (3)? queda comox+2=29. Agrupando a continuacién los términos
semejantes se obtiene finalmente x = 9 — 2. Haciendo la cuenta 9 — 2 se obtiene la solucién
de la ecuacion, que en este caso es x = 7 (p. 233)
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Zanartu et al (2012), establece que “en una ecuacion con radicales, las soluciones encontradas
algebraicamente deben ser siempre comprobadas, de modo que la ecuacion original esté definida
para valores reales” (p. 39).

Asimismo, Saiz y Blumenthal (2012) sugieren que “las ecuaciones irracionales, al igual que las
demas ecuaciones, siempre hay que comprobarlas. Para ello, se debe verificar que se cumpla la
igualdad planteada en la ecuacién irracional al reemplazar la incdgnita, por el valor encontrado”

(p. 49)

Podemos notar que, en general, estos textos escolares dan énfasis a la verificacion de la solucion,
pero no dan un argumento mayor del por qué es necesario hacerlo. En pocas palabras, se acentla
lo procedimental, mas no se justifica el método.

Algunas resoluciones de docentes y estudiantes chilenos en la resolucion de una determinada
ecuacion irracional

La presente investigacion se centrd en estudiantes de la carrera de Ingenieria Comercial de una
determinada universidad chilena junto con un grupo de profesores de matematica que actualmente
trabajan en el sistema escolar chileno.

Chevallard, Marianna y Gascon (1997) mencionan un problema didactico importante: sobre la
dificultad de hallar o construir una situacion en la que el alumno actle, ademas de como alumno,
como un verdadero matematico, responsabilizandose de las respuestas que da a las cuestiones que
se le plantean.

La formulacion de este problema didéctico parte de la constatacion de un hecho que se repite en
todos los niveles educativos: los alumnos tienden a delegar al profesor la responsabilidad de la
validez de sus respuestas, como si no les importara el que éstas sean verdaderas o falsas; como si
el Unico objetivo de su actuacion fuera contestar a las preguntas del profesor y en nada les
comprometiera la coherencia o validez de su respuesta.

Se les presenta a los estudiantes y profesores, la tarea de resolver la siguiente ecuacion irracional:

Vx—3=+vVx+3

Al enfrentarse a esta tarea, tanto estudiantes como profesores llegan, en su mayoria y de manera
algebraica, a la solucién x = [J (ver figuras 1 y 2). Un simple reemplazo da cuenta que ésta no es
efectivamente la solucion de esta ecuacion. Es més, esta ecuacion no tiene solucién. El uso de
graficas asociadas a esta ecuacidn, podria dar paso a una justificacién sobre por qué el conjunto
solucion es vacio (ver figura 3).
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Figura 1: Resoluciones de la ecuacion irracional hecha por estudiantes

Los estudiantes y profesores consultados encuentran, en un proceso algebraico, lo que consideran
una solucién. Sin embargo, al surgir de ellos la necesidad de reemplazar dicha solucion en la
ecuacion, se dan cuenta que no satisface la igualdad, pero no son capaces de explicar lo sucedido.

Chevallard et al (1997) sefialan como irresponsabilidad matematica por parte de los alumnos, el

hecho de no verificar que la solucion que obtuvieron, sea efectivamente, la solucién de la
ecuacion irracional.
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Figura 2: Resoluciones de la ecuacién irracional hecha por profesores

La forma tradicional como se ha venido estudiando la resolucion de ecuaciones irracionales no
permite en el desempefio del estudiante un desarrollo del pensamiento critico que dé paso a
cuestionar los procedimientos e indagar, reflexivamente, en lo que efectivamente se esta haciendo
a modo de justificacion de la técnica empleada, entendiendo ese procedimiento como algo
adicional y superfluo. En base a esto, resulta importante abordar la resolucion de este tipo de
ecuaciones desde otro enfoque.

Existen evidencias que hacen referencia al hecho de que construir el concepto de raiz cuadrada
representa una dificultad de tipo cognitivo (Gamboa, 2013). En nuestro caso, y ligado a este tipo
de dificultad, en la posible “pérdida” de soluciones en una ecuacion irracional, hay de fondo un
andlisis de la raiz cuadrada, como funcién, y no como un mero operador.
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Figura 3: Graficas de las funciones f(x) = vx+ [ y g(x) = vx— 3

A partir de esto, levantamos una propuesta que apunte a cambiar la forma en la que es abordada
una ecuacion irracional, dejando de lado la tan utilizada técnica algebraica y otorgando una
herramienta que permita, tanto a profesores como alumnos, resolver una ecuacién. Para esto,
recurriremos al estudio del dominio, recorrido y gréafica de funciones de la forma f(x) = a +

vbx + c, para ciertos valores de a, b, c € R.

Sin embargo, esta forma de resolver ecuaciones irracionales, requiere una reinterpretacion del
concepto de ecuacion que sea acorde a este enfoque.

Sobre la definicién del concepto de ecuacion
Se les pidié6 a profesores de diferentes niveles educativosl, que definieran el concepto de
ecuacion. A continuacién, se adjuntan algunas respuestas (ver figura 4):
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Figura 4: Definiciones del concepto de ecuacion dadas por diferentes
profesores de matematica del sistema escolar chileno

Las definiciones del concepto de ecuacion, de la figura 4, no hacen referencia alguna del concepto
de funcién. Mas bien, ecuacion es relacionado a conceptos tales como igualdad, términos e
incdgnitas. Tampoco lo hacen algunas definiciones dadas en textos escolares. (ver tabla 1)

Fuente

Definicion de ecuacion

Fesumen

Feal Academia
Espaficla (2014)

"igualdad que contiens una o mas ncognitas”

igualdad con
mcognitas

Baldor (2007)

"una ecuacion es una igualdad en la que hay una o vanas
cantidades desconocidas lamadas incognitas, v que solo se
verifica o es verdadera para determinados valores de las
ncognitas" (p.122

igualdad entre
cantidades

Spiegel (2007)

"una ecuacion es una igualdad entre dos expresionss que se

igualdad entre

denorminan miembros de la misma." (p.67) expresiones
Aryva v Lardner "una ecuacion esuna proposicion que expresa la ignaldad de proposicion
(2009 dos expresiones algebraicas. Por lo regular involucra una o

mas vanables v el simbolo de igualdad, =" (p.60).
Cntiz (2012) "cuando tensmosuna igualdad donde una letra representa un valor

valor desconocide que hay que dilucidar, cual es, se habla de desconocido

ecuacion v cuando despejamos la letra que represemta el
valor desconocido, que lamamos incognita, decimos que
estamos resolviendo esa ecuacion” (p.72).

Tabla 1: Definiciones del concepto ecuacidn en diversos textos escolares.

SOBRE LA NECESIDAD DE REINTERPRETAR EL CONCEPTO DE ECUACION

La funcidn raiz cuadrada se estudia en segundo afio de ensefianza media, en la tercera unidad,
llamada Algebra, donde se analiza su dominio, recorrido y gréfica, segin los programas
establecidos en Chile, por el Ministerio de Educacion (2011) y se proponen determinadas
actividades (ver figuras 5y 6).
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A pesar de que el curriculum escolar chileno se preocupa de estudiar conceptos relativos al
analisis gréafico de la funcion raiz cuadrada, tanto de forma manual como tecnoldgica, resulta
interesante notar que la resolucion de ecuaciones irracionales sigue apegada, tanto en textos
escolares, como en las propias practicas de estudiantes y profesores, a estrategias meramente
algebraicas. Posiblemente, una de las mayores dificultades a la hora de resolver una ecuacion
irracional, se encuentre en la propia definicion que comlinmente otorgan profesores y textos
escolares. Como pudimos ver anteriormente, las definiciones del concepto ecuacién no se
relacionan al de funcion, lo que limita su resolucién a técnicas algebraicas y verificaciones sin
mayor fundamento. La definicién del concepto de ecuacion que se reviso, entabla una normativa
implicita en el tratamiento de las mismas, lo cual se acopla al uso del algebra, desvinculado de lo
grafico.

Analizar graficamente la fun- 1
cion raiz cuadrada, en forma Estudian la funcion raiz cuadrada f(x)= avbx, con bxeIR3 y a<IR.
manual y con herramientas
tecnoldgicas. Construyen tablas de valores para distintos valores de a y b. Por ejemplo,
para:
>a=b-=1
> a=-2yb=1
>a=1yb=-2
> A=- iy b=-5
2

O Observaciones al docente: Se sugiere observa

Analizar graficamente la fun-

v

Representan graficamente la funcién raiz cuadrada f(x )= vX, conxe
cion raiz cuadrada, en forma [Rgen forma manual y usando herramientas tecnoldgicas.
manual y con herramientas

v

Identifican las caracteristicas graficas de una funcion raiz cuadrada, inclu-
tecnolégicas. yendo dominio y recorrido.
Argumentan acerca de las variaciones que se producen en la grafica al

v

modificar los parametros de |a funcion raiz cuadrada. Por ejemplo, carac-
terizan la funcion f(x)= Vx-a con x - a >0, observando en el gréfico la
traslacién horizontal que resulta al variar el parametro a.

Figura 5: Actividad de aprendizaje propuesta por el Ministerio de Educacién (p. 62)

Revista Premisa (2017), 19 (72) 11



Analizan la grafica de las funciones y responden para cada uno de los
casos estudiados:

> ¢cudl es el dominio?

> ¢cudl es el recorrido?

Describen los cambios producidos en los graficos al variar los valores de
los parametrosay b.

4
Sea la funcién raiz cuadrada f(x) = vx-h + k, con h, k € IR. Responden:
> ¢cudl es sudominio?
> ¢cudl es el recorrido?

Describen los cambios producidos en los graficos al variar los valores de
los parametros hy k.

Observaciones al docente: Se

Figura 6: Ejemplos de actividades propuestas por el Ministerio de Educacion (p. 69)

Con la finalidad de comenzar a generar herramientas para la resolucién de ecuaciones
irracionales, reinterpretaremos el concepto de ecuacién y solucién de una ecuacién, como sigue:
Sean f y g funciones reales de variable real. Entenderemos por ecuacion de incdgnita x, a una
expresion de la forma f(x) = g(x). Una solucion de dicha ecuacion, es un ndmero real cuya
imagen es la misma bajo la accién de f y g. En términos gréaficos, entenderemos por solucion de
una ecuacion, a todos aquellos puntos de la abscisa, o eje X, en donde las graficas de dichas
funciones se intersecan. Note que esta reinterpretacion, implicitamente pide que Domf N
Domg # @. En caso contrario, la ecuacién no tendria solucion (o bien, el conjunto solucién es
vacio).

Deseamos otorgar a estudiantes y profesores, herramientas que permitan mejorar la comprension
del por qué se generan las soluciones espurias al resolver ecuaciones irracionales. Para esto
Gltimo, el uso de procesadores graficos resulta Gtil para complementar la ensefianza relacionada a
la resolucidn de este tipo de ecuaciones, por medio del analisis grafico. Por ejemplo, en GeoGebra
se puede visualizar, mediante un deslizador, que estas funciones no se intersecan y por lo tanto, la

ecuacion vx + 3 = v/x — 3 no tiene solucion (ver figura 6).

Figura 7: Visualizacion dinamica de la ecuacion vx + 3 = vx — 3 en términos gréaficos.
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RECURSO GEOMETRICO

Para resolver vx + 3 = +/x — 3, consideramos dos funciones f(x) = Vx+3 y g(x) = Vx — 3.
Ambas funciones en el plano cartesiano tienen una Gnica representacion grafica, en que si existe
alguna interseccion, entonces habra una preimagen para la cual se tengan iguales imagenes. Si
existe aquella preimagen, entonces diremos que la ecuacion irracional tiene solucién.

Recordemos las traslaciones horizontales y verticales en las gréficas:
f,(x) = fo(x) + k k € R, es decir, que la grafica de f;es la gréfica de fytrasladada verticalmente
en k unidades. Si k > 0, entonces sera hacia arriba, en caso contrario, excluyendo el cero, sera
hacia abajo.
fi(x) =fo(x—Kk),KeER, es decir, que la gréfica de fies la gréfica de fytrasladada
horizontalmente enk unidades. Si k > 0, entonces serd hacia derecha, en caso contrario,
excluyendo el cero, seré hacia la izquierda.

PROPUESTA DE FESOLUCION PARA LA ECUACION IRRACIONAL X+ 3=+x—3

Constuccidn dzla prificada f(x) =+/x+3  Constucciin dela erifica g(x) =/x — 3

Partimos con f£:[04+00] = [040[ f(x) = vx Partimos con f:[0400] = [0+ £ (x) = /x

Fzalizamos la transformacidén isométrica d= Raalizamos la transformacion isométrica de
traslacion en £}, semin el vector (—3,0) traslacicm en £, semin el vactor (0,—3)

La prafica obtanida corrasponde a: La prafica obtenida corrasponds a:
fi[—38+0w[= [0+l fix)=x+3 g0+ = [ —34m[ig(x)=x—3

Porlo nto, Graf nGrafg = O, vals dacir, no sxiste nngin punto an cormim antre las praficss.
Sa conelnveque no axista solicion que satisfaga la isnaldad en la acuacion irracional dada.

Figura 8: Resolucion de la ecuacion irracional vx + 3 = vx — 3 a partir de un analisis grafico
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CONCLUSIONES

Las dificultades y deficiencias en la resolucion de ecuaciones irracionales es un tema actual en el
sistema educativo chileno. Su tratamiento, apoyado de textos escolares y del discurso de
profesores, actualmente se limita a técnicas algebraicas, en donde se obtiene un candidato a
solucion, seguida de una comprobacion de esta, para verificar si efectivamente es la solucién. El
curriculum escolar, actualmente otorga conceptos interesantes para enfocar de manera distinta la
resolucion de este tipo de ecuaciones y sin embargo, dichos enfoques no se han incorporado del
todo en la ensefianza del concepto de ecuacién irracional y su resolucién.

El presente trabajo evidencié falencias en el tratamiento que se le da a este tipo de ecuaciones, a
la hora de encontrar una posible solucion, tanto en textos escolares como en los propios
profesores. Sin duda, esto debe ser considerado como un obstaculo didéctico en Chile.

Los motivos que causan las dificultades y falencias en la resolucién de ecuaciones irracionales,
segun nuestra perspectiva, son dos: la manipulacion algebraica a la hora de encontrar una solucién
que invisibiliza la transformacioén que sufre la ecuacion irracional, pudiendo desvirtuar a las
soluciones que emergen a partir de ello, llegando en algunos casos a soluciones espurias.

Por otro lado, la propia definicién de ecuacion, que actualmente predomina en nuestro sistema
escolar, da un marco de tratamiento a las ecuaciones irracionales en donde domina el uso de
técnicas algebraicas, dejando en un estado tacito las técnicas graficas para determinar el conjunto
solucién de una determinada ecuacion irracional. Al reinterpretar el concepto de ecuacién, en
términos ligados al concepto de funcion y gréfica, el tratamiento de este tipo de ecuaciones
adquiere un predominio por sobre la manipulacion algebraica, presentando niveles de
comprension méas profundos.
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