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RESUMEN

En este articulo se introduce el concepto de compatibilidad parcial a un sistema incompatible de
ecuaciones lineales a partir de la visualizacion grafica. Se explicitan las condiciones para la
clasificacion en sistemas compatibles (determinados e indeterminados) e incompatibles haciendo
hincapié en las implicancias gréaficas de las mismas, en especial para el caso de incompatibilidad.
Se introduce la nocién de compatibilidad parcial y se detallan los métodos para alcanzar la
solucién mas cercana a la esperada u 6ptima. Por Ultimo, se presenta un ejemplo de aplicacion. La
propuesta intenta, con la inclusion de la nocion de compatibilidad parcial y de inversa
generalizada, contribuir a una mayor comprension del tema Sistemas de ecuaciones lineales y, en
particular, al fortalecimiento del concepto “solucion’. Consideramos que este enfoque es adecuado
para la ensefianza de la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales en los primeros cursos
universitarios de Algebra. Creemos ademas, que constituye una motivacion para el alumno el
poder hallar, frente un problema real, la solucion més cercana a la esperada u optima.

INTRODUCCION

La resolucion de problemas no s6lo implica la aplicacion de pasos estructurados y reglas sino la
utilizacion de la capacidad de analisis, sintesis, correlacion y la observacion-intuicion.

Se debe considerar la visualizacion como apoyo al algebra lineal, no sélo para volcar sus
resultados de manera grafica, sino para afianzar conceptos y métodos matematicos.

Hillel (1997) en un trabajo sobre nivel de descripcién y nivel de representacion en Algebra Lineal
realizado con alumnos universitarios marca que las dificultades en el aprendizaje se centran en el
contenido del tema teodrico en si mismo y en las caracteristicas del algebra lineal. Sefiala ademas,
la dificultad que tienen los alumnos en el manejo del lenguaje de la teoria general (espacios
vectoriales, subespacios, dimension, operadores), del lenguaje de la teoria especifica en R" (n-
uplas, matices, determinantes, soluciones de sistemas de ecuaciones) y del lenguaje geométrico en
dos o tres dimensiones (vectores, rectas, planos, hiperplanos, proyecciones).
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Segun Alsina Catala (1987) el referente geométrico en dos y tres dimensiones contribuye a la
formacion del pensamiento visual. Por su parte, Guzman (2002) afirma que existe una
correspondencia entre la representacion visual y los significados matematicos (representacion
isomorfica).

Observamos que en las escuelas de nivel primario y secundario, y en los primeros cursos
universitarios los alumnos poseen y adquieren conocimientos algebraicos pero prescinden del
empleo de la geometria para analizar y correlacionar conceptos y resolucion de problemas. En
particular, con referencia a sistemas de ecuaciones lineales, los alumnos alcanzan a dominar las
técnicas de resolucion pero presentan serias falencias en la comprension del concepto “solucion’ y
en la visualizacion del conjunto solucién, ain en R?y R®,

Algunos autores, entre ellos Mallet (2007), proponen métodos de ensefianza de sistemas de
ecuaciones lineales a partir del uso de programas tales como Maple que permiten graficar las
ecuaciones de manera de facilitar la visualizacion del sistema propuesto y su correspondiente
conjunto solucion.

Cabe destacar que, en general, en los primeros cursos de Algebra Lineal a nivel universitario, se
introduce el tema Sistemas de ecuaciones lineales detallando las condiciones para que exista 0 no
solucidn, los métodos para alcanzar el conjunto solucién y la representacién grafica. En el caso de
sistemas compatibles indeterminados, si bien se hallan las infinitas soluciones generalmente no se
enfatiza que la forma de expresarlas no es Unica. En el caso de sistemas incompatibles sélo se
hace referencia a que no existe solucidn, sin tener en cuenta que se puede buscar una solucion
aproximada que compatibilice en forma parcial el sistema de ecuaciones. Dichas soluciones
presentan error que es necesario minimizar para optimizar la solucién aproximada.

Una revision de los textos utilizados en cursos preliminares de Algebra permite afirmar que el
tema se desarrolla prescindiendo de la nocion de compatibilidad parcial.

En este articulo se pretende introducir el concepto de compatibilidad parcial a un sistema
incompatible de ecuaciones lineales a partir de la visualizacion gréfica. Se dan las condiciones
para la clasificacion en sistemas compatibles (determinados e indeterminados) e incompatibles,
haciendo hincapié en las implicancias graficas de las mismas, en especial para el caso de
incompatibilidad, introduciéndose la nocion de compatibilidad parcial. Se detallan los métodos
para alcanzar la solucion més cercana a la esperada u 6ptima, y por altimo, se presenta un ejemplo
de aplicacion.

Nuestra propuesta intenta, con la inclusion de la nocion de compatibilidad parcial y de inversa
generalizada, contribuir a una mayor comprension del tema Sistemas de ecuaciones lineales y, en
particular, al fortalecimiento del concepto “solucion’. Consideramos que este enfoque es adecuado
para la ensefianza de la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales en los primeros cursos
universitarios de Algebra.
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CLASIFICACION DE LOS SISTEMAS LINEALES - COMPATIBILIDAD PARCIAL

Las diferentes técnicas empleadas para la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales permiten
encontrar por lo general tres tipos de soluciones, respecto de las cuales dichos sistemas se
clasifican como compatibles determinados, compatibles indeterminados e incompatibles.

Al desarrollar tales técnicas, suele ocurrir que en la mayoria de los casos no se exige una
interpretacion geométrica mas amplia y adecuada del problema a resolver, y por tal motivo, se
pierde informacion lo suficientemente relevante, que impide compatibilizar las ecuaciones en
forma parcial o total, para lograr una solucion deterministica.

Al escribir un sistema de ecuaciones en su forma matricial se obtiene una ecuacion del tipo:
Ax=b ,AeR™" ,xeR"™, beR™ (1)

El sistema tendra solucion siempre que el vector b pertenezca al subespacio col(A) generado
por vectores columna {Wl, WZ, ....... , Wk} linealmente independientes de la matriz original A ,
siendo rg(4)=k, k<n.

Si x, es solucién Unica de (1) el vector b puede expresarse como una combinacion lineal de la

k
forma b = ZijWj ,siendo k =n 'y x,, cadaunade las componentes del vector x, .
j=1

Si el sistema es compatible indeterminado, con infinitas soluciones del tipo x, + AD, la
combinacion lineal se reduce a:

k k
b:Z[xojo +/1(¢‘in)], conk<ny® :Z(DJ.W]. =0.
j=1 J=1

De esta forma la solucion se puede expresar como una solucion particular x, mas la solucion del

homogéneo AD .

Por el contrario, si el sistema es incompatible, el vector b no podra estar completamente
generado por col(A), y en cuyo caso el rango de su matriz ampliada A4’ sera mayor que la
dimension del subespacio col(A). Sin embargo, a menos que el vector b se encuentre

integramente generado por el subespacio ortogonal al col(A), existira una compatibilidad
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parcial debido a la proyeccién de dicho vector sobre el hiperplano generado por los vectores base

de col(A), como se muestra en el esquema de la Fig.1:
o]

Figura 1: Proyeccion del vector b sobre el subespacio generado por el COZ(A), que compatibiliza en

forma parcial el sistema Ax = b

Esta proyeccion permite definir el vector & como

e=b—Ax © Ax=b—-¢ < b=Ax+¢ (2)
Dicho vector es el vector diferencia o residuo cuya norma se quiere anular o en el peor de los
casos minimizar.

Al extender la base de col(A) a W, W, ,.......W,, W,.,, W, p.......V, }, de manera de generar

todo el espacio, el vector b se puede escribir como:
k m
b=2ajo + Zajo 3)
j=1

J=k+1

donde la primera sumatoria es la combinacién lineal de vectores que generan la proyeccion del
vector b sobre col(A) y la segunda sumatoria corresponde a la proyeccion del vector b sobre

Nul (A).
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Comparando (2) y (3), se deduce que el vector diferencia o residuo & esta generado por Nul (A)
de dimension m—k .

Cabe destacar quesi m—k =0 es € =0, el vector b resulta estar integramente generado por
col(4) y por ende el sistema planteado en (1) sera compatible. En cambio, si m—k >0
(¢ #0), el sistema (1) sera incompatible, pero a menos que la proyeccion del vector b sobre
col(A) sea nula serd posible encontrar una solucion aproximada que compatibiliza, al menos
parcialmente, al sistema dado en (1). Dicha compatibilidad parcial se optimiza proyectando el
vector b sobre col(A) en forma ortogonal pues dicha proyeccion es la que minimiza al vector
diferencia o residuo & definido en (2).

Interesa pues encontrar la proyeccion ortogonal del vector b sobre col(A) de modo de
compatibilizar parcialmente el sistema optimizando la solucién aproximada. Multiplicando a
izquierda en (2, expresion central) por la traspuesta de A se obtiene

A'Ax=A'(b-¢) (4)

donde A’A resulta inversible (siempre que el vector b no sea ortogonal al col(A)) y
A'e =0, por ser el producto A'¢ la proyeccion ortogonal del vector residuo & sobre el
subespacio generado por col(A). Por altimo, multiplicando a izquierda en (4) por la inversa de
A"A | se llega a la siguiente expresion para la solucién x mas cercana a la esperada u éptima

del sistema planteado en (1):
x=(aa)"a b 5)

. AT , . . .
La matriz (A A) A", que puede no ser Unica, se conoce como inversa generalizada de 4 o
inversa de Moore-Penrose o pseudoinversa.

Existe también otra manera de optimizar la solucion en base al analisis estadistico, minimizando
la suma de los cuadrados de los errores SSE.

En efecto, a partir de (2), se calcula la suma de los cuadrados de las componentes del vector
residuo (SSE):

(b—Ax) (b-Ax)=¢'e=) &’ =SSE (6)

Luego de distribuir y agrupar convenientemente, la (6) se puede expresar como:
xX'A"Ax-b'Ax—x"A'b+b'b=SSE 7)
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Al desarrollar los productos matriciales en (7), se obtiene una expresion escalar que puede
derivarse respecto de las componentes x; del vector solucion x . Teniendo en cuenta que la

4
matriz A’ A es siempre simétrica y que (b’Ax) =x"A'b , derivando la (7) respecto de cada
componente x; e igualando a cero, se obtiene la siguiente expresion:
0

a(SSE):O = 24'Ax-24'b=0 = A'Ax=A'(b—¢) ®)
‘xi

Dado que A'A resulta inversible, despejando de (8) se obtiene la expresién (5). Esta solucion es

la que optimiza el vector solucién x debido a que da un valor estacionario de &'& que
corresponde al minimo de la norma del vector residuo & .

EJEMPLO DE APLICACION

Al analizar los sistemas incompatibles se debera trabajar con la proyeccion ortogonal 7z, , del

vector b sobre col(A), de manera de minimizar la norma del vector & .
Supongamos el siguiente sistema lineal:

X, +2x,=0 12 0 12 [0
) X, ©)
xt+x,=1 = |2 1 =1 = (2 1 1L
X +x, =1 1 1)V 11 h

Al triangular dicho sistema, se obtiene un sistema incompatible de acuerdo con la matriz ampliada
equivalente, dada por:
10 |23
01 |-y3
00 |23
El vector %) no se puede escribir como combinacién lineal de los vectores !
b=|1 W, =|2
1 1

, vectores linealmente independientes que generan col(A).

Extendamos la base a R® de forma tal que el nuevo vector W, sea ortogonal a col(A), con la

finalidad de optimizar la solucién.
47



Planteando la condicion de ortogonalidad W3.[aW1’+,BW2’]=O y considerando que dicha

condicion se debe verificar V «, # no simultdneamente nulos, se obtiene 7 — 5 11 1]
3 1

. . . 1
Elijamos, sin perder generalidad, w | 1 para completar la base de R,
L=

-3

Escribiendo b como combinacion lineal de los vectores W, ,W, y W, , la expresion (3) se
reduce a

0 1 2 1 %1 _%1
1 1 1 -3 Y 8

Como resultado de la proyeccion ortogonal, y de acuerdo a la Fig.1, b se puede escribir como

suma de los vectores proyeccion 211 'y residuo -2/11).
7, =|13/11 e=|-211

511 6/11

En consecuencia, el sistema incompatible Ax = b se podra expresar como
Ax=rx, ,+¢& (10)

Debido a que 7, , es combinacion lineal de los vectores W,y W,, que generan col(A), el

sistema
1 2 2/11
X
2 1 ( )= 13/11
X2
11 511
resulta compatible.
Al triangular la matriz ampliada 2 |21 se obtiene Lo len x = 811
g p 2 1 |13/11 0 1 |—3/11 = X =_3/11
1 1 |511 0 0] O ’
El vector | ™ |_ 8/11 es la solucion del sistema Ax =7, .
X, -3/11 '
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Dicha solucién, por ser la que deriva de la proyeccion ortogonal de b sobre col(A), determina la
compatibilidad parcial éptima del sistema incompatible en cuestion. La solucién mas aproximada

u optima del sistema dado es pues | *1 | _ 8/11 , ¥ el vector residuo resulta ~ 211 :
x,) \-311 £=|-21
6/11

Es posible llegar en forma mas directa al mismo resultado empleando el método matricial referido
a la inversa generalizada empleado en la (5), de acuerdo con:

12 0
121 x) (121

21 = 1
211 x,) 211

11 1

0
de manera queresulta (6 5)(x)_(1 21},
5 6)(x,) 211

Al multiplicar a izquierda la expresion anterior por la matriz inversa, resulta

MR P e B
o (b

donde { /1 /1 yl] AA 4 eslainversa generalizada de la matriz A .

‘T

Finalmente, el vector residuo se puede obtener de acuerdo a (2) mediante:
0) (12 0) (211 (-2411
8/11
g=b—Ax=|1]-[21 311)° 1|-]1311|=|-211
1) (11 1) (511 6/11
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CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

En el area de Ciencias Econdmicas e Ingenieria, entre otras, se cuenta con datos experimentales y
es altamente probable que al plasmar un problema o disefio en lenguaje algebraico y proceder a su
resolucion resulte un sistema incompatible. No debemos quedarnos en la ensefianza de que dicho
sistema no admite solucion —lo cual puede comprobarse graficamente en dos o tres dimensiones o
bien en forma analitica con la utilizacion de sistemas matriciales— sino en visualizar si existiere un
camino de resolucion que haga factible el problema.

En el presente trabajo empleamos la visualizacion geométrica como herramienta para introducir la
nocion de compatibilidad parcial y de inversa generalizada con la finalidad de buscar soluciones
aproximadas en los sistemas de ecuaciones lineales incompatibles. Dichas soluciones presentan
error. Este debe ser el menor posible, lo cual se consigue mediante la aplicacion del método de
cuadrados minimos —o equivalentemente, mediante la proyeccion ortogonal- siendo el mejor
ajuste aquel que se adecue al contenido que la solucién exige.

Consideramos que este enfoque es adecuado para la ensefianza de la resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales en los primeros cursos universitarios de Algebra ya que la propuesta intenta
contribuir a una mayor comprension de los sistemas de ecuaciones lineales y, en particular, al
fortalecimiento del concepto ‘soluciéon’. Creemos ademas, que constituye una motivacion para el
alumno el poder hallar, frente un problema real, la solucion mas cercana a la esperada u ptima.
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