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RESUMEN

El trabajo en el aula y sus resultados, nos lleva a reflexionar sobre lo complejo que resulta, por
una parte, ensefiar y, por otra, comprender y apropiarse del concepto de limite a alumnos de
carreras universitarias no matematicas, en nuestro caso, Ciencias Agrarias. Queremos, que
nuestros alumnos, lleguen a la construccion del concepto de limite. Para ello llevamos a cabo
nuestra experiencia, teniendo en cuenta que si pretendemos ensefiar, debemos crear las
condiciones que produciran la apropiacion del conocimiento por parte del alumno. Realizamos en
primer lugar una reflexién acerca de las dificultades con las que se pueden encontrar los alumnos,
asumiendo que si hay construccion, hay proceso y en este camino surge la posibilidad de
enfrentarnos a errores. En este contexto nuestro interés se enfocd en efectuar una serie de
actividades, trabajadas en forma grupal, para salvar esas dificultades de aprendizaje y procesos de
construccion o reconstruccién del concepto de limite. Finalmente, a través del analisis de sus
producciones y de encuestas realizadas a los estudiantes, nos posibilitd constatar algunas de las
causas que explican por qué no tienen un rendimiento aceptable en el aprendizaje de los
conceptos fundamentales del calculo, las mismas las encontramos tanto en el terreno
epistemoldgico como en el didactico y en el cognitivo.

INTRODUCCION

El trabajo en el aula y sus resultados, nos lleva a reflexionar sobre lo complejo que resulta, por
una parte, ensefiar y, por otra, comprender y apropiarse del concepto de limite a alumnos de
carreras universitarias no matematicas, en nuestro caso, Ingenieria Agronémica.

Por lo general, la ensefianza del calculo a nivel universitario se lleva a cabo con métodos
tradicionales, donde lo que se exige del alumno es s6lo el “dominio” algoritmico repetitivo y
algebraico. En particular en el caso del limite, se desarrolla a partir de las habituales y rigurosas
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definiciones del mismo, con guias de ejercicios similares, que van complejizando su dificultad,
pero que responden al mismo esquema de pensamiento, tarea que termina siendo rutinaria.

Fijamos como objetivo abordar el tema limite no desde una dptica convencional sino tratando de
construir su concepto desde la intuicion para luego llegar a una formalizacion del mismo, a traves
de actividades constructivistas y participativas.

El aprendizaje de la matematica implica aprender y utilizar el “lenguaje matematico”. Es esencial
para esta actividad que los alumnos puedan movilizarse entre varios registros en el curso de una
misma accion, o bien elegir un registro en vez de otro. Existe pues la necesidad de cambiar de
sistema de representacion ya que como afirma Duval (1998) la formacién de conceptos implica
una coordinacion de sistemas de representaciones, esta se logra articulando entre diferentes
registros. Entendemos por representaciones, diferentes notaciones, ya sean gréaficas, simbdlicas,
asi como expresiones verbales. Estas representaciones se agrupan en registros. Por ejemplo, el
registro grafico o el registro numérico. Entonces un reto importante en el aprendizaje de la
matematica no puede ser, solamente, la automatizacion de ciertas técnicas operatorias sino que
debe ser también, la coordinacion de los diferentes sistemas de representacion.

En el concepto de limite, el registro numérico se ve mediante tablas de valores, la posibilidad de
acercarse a un determinado valor utilizando aproximaciones mayores por un lado y menores por
el otro. El registro grafico mediante utilizacion de los ejes cartesianos. El registro simbolico
cuando es posible definir el limite de una funcion utilizando la simbologia adecuada. Y el registro
verbal cuando es posible definir el concepto utilizando palabras de nuestro vocabulario.

Ademés, entendiendo la construccion de los conocimientos, como una actividad reflexiva
individual, cargada de subjetividad, tenemos que prever que los errores son una posibilidad y una
realidad en el trabajo con nuestros alumnos, por lo que es necesario hacer un estudio especial de
ellos, no como obstaculo para la apropiacion del conocimiento sino como parte de la construccion
del mismo.

Los errores siempre han ayudado al avance de las distintas ciencias. Muchas veces una teoria se
considera cierta hasta que alguien demuestra que no es valida. El desarrollo cientifico a lo largo
de los afios ha estado plagado de errores. Por lo que no debemos desechar los errores que cometen
nuestros alumnos, porque en ellos puede haber “algo de cierto”, que ayude a que busquen nuevas
herramientas para resolver una situacion, o indagar otros conceptos o teorias que expliquen en qué
estdn equivocados o como pueden solucionarlo. Esto nos dice que debemos tomarlos como
fuentes de informacién, como parte componente de la adquisicién de conocimiento, ya que
pueden ser el motor que provoque un cambio en el aprendizaje del alumno, transformandose asi,
en un elemento constructivo e innovador dentro del proceso de ensefianza y aprendizaje.

Analicemos lo gue significa “error”, esto nos ayudara a llevar a cabo un trabajo de diagnostico,
de deteccion, correccion y superacién de los mismos.
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Godino, Batanero y Font (2003) citados por Abrate et al, (2006, p14), expresan ‘“hablamos de
error cuando el alumno realiza una préctica (accién, argumentacion, etc.) que no es valida desde
el punto de vista de la institucion matematica escolar”. Ademas sefialan que “si bien el error
puede tener procedencias diferentes, generalmente tiende a ser considerado como la presencia de
un esquema cognitivo inadecuado en el alumno y no solamente como consecuencia de una falta
especifica de conocimientos”.

Para Rico (1995) el error se produce cuando un alumno proporciona una respuesta incorrecta a
una cuestion matematica, esta respuesta es erronea, la solucion proporcionada es un error en
relacion a la cuestion planteada.

Podemos aseverar que los errores de nuestros estudiantes no son casuales, ya que, en algunos
casos estan basados en experiencias, conocimientos previos y también en preconceptos. En otros
casos presentan patrones, o regularidades en sus equivocaciones, atribuibles a concepciones
erroneas o simplemente distracciones. Muchas veces los alumnos no son siquiera capaces de
brindar una respuesta.

La causa y origenes de los errores son diversos, decidimos analizar aquellos basados en
dificultades de tipo: epistemoldgicas, didacticas, cognitivas y actitudinales.

Las dificultades epistemolégicas son las relacionadas esencialmente con el propio concepto. Los
alumnos mantienen concepciones y creencias propias sobre la naturaleza de la ciencia y del
conocimiento cientifico y, ademas, sobre sus propios procesos y productos del aprendizaje, lo que
ocasiona  limitaciones o impedimentos que afectan sus capacidades para construir el
conocimiento real o empirico.

Con respecto a las dificultades didacticas, es decir las originadas por el sistema de ensefianza,
podemos destacar dos aspectos de los que nos ocupamos en nuestra propuesta de trabajo. No
realizamos un mero recuento de soluciones incorrectas, ni tampoco brindamos todos los medios
necesarios para salvar el error. De ser asi, segun dice Pochulu et al. sobre lo escrito por Cury
(1994), estariamos apuntando solo a la “eficiencia”, a solucionar el error, pero atentando contra la
“comprension”.

Con respecto a las dificultades cognitivas, muchas veces asociamos el error a falta de
conocimiento, pero como expresa Brousseau (1983, c.p. Batanero et al., 1994, p.2), el mismo
manifiesta que “es un conocimiento, no una falta de conocimiento”.

El alumno utiliza lo que conoce para dar respuestas a situaciones dadas en un cierto contexto,
cuando lo utiliza fuera de ese contexto produce respuestas incorrectas.
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Si analizamos como se manifiesta en los alumnos, podemos observar que al trabajar un concepto
y explicarlo, elaboran construcciones personales con base a lo que adquirieron anteriormente y/o
en su interaccion con sus comparfieros y forman asi construcciones que no son correctas desde el
punto de vista cientifico, pero que debemos revisar y reacomodar para volver a usar en una nueva
construccion.

La actitud del alumno, predisposicion o forma en la que enfrenta la tarea, es otro factor importante
a la hora de analizar las dificultades en el aprendizaje. Al encontrarse con temas totalmente
desconocidos para él, puede generar que s6lo tengan actitud de escuchas, y no se predispongan
como protagonistas de la clase.

Todo lo manifestado anteriormente tiene su incidencia en el aprendizaje y lo tuvimos en cuenta en
la elaboracion de nuestra propuesta para la ensefianza del limite.

DESARROLLO DE LA PROPUESTA

Nuestra propuesta de trabajo constd, en primer lugar, de dos guias de trabajos previos al
desarrollo de los contenidos teoricos. Los alumnos las resolvieron en forma grupal sin la
intervencion del docente. Se corrigieron, marcando donde habia error. Se hizo la devolucion de
las mismas para que ellos lograran argumentarlos y corregirlos, de esta forma se generd el debate.
Al finalizar cada uno de los trabajos practicos se desarrollaron las clases teoricas y practicas sobre
los temas trabajados en las guias. Luego se dio un cierre con el trabajo final, realizado también en
forma grupal. Por Gltimo realizamos entrevistas a los alumnos.

Los alumnos eran cursantes de Matematica Il de la carrera durante en el afio 2006. Los trabajos
fueron en total, ciento sesenta, los cuales se dividieron en setenta y seis grupos.

Los objetivos principales de la propuesta fueron:

- El trabajo cooperativo de los alumnos, en pequefios grupos.

- Aprender a confrontar ideas que en muchos casos son muy disimiles entre
compaferos, y consensuar cual serd la postura tomada, para la resolucion a
entregar.

- Poder defender su postura.

- Analizar enunciados, observar, comparar, discriminar, interpretar datos o
informacion ofrecida por representaciones algebraicas, numéricas, tabulares y
graficas. En la resolucion de las guias estaban obligados, por el tipo de actividades
planteadas, a realizar procesos de conversion entre los distintos tipos de
representacion antes mencionados.
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- Llegar a escribir y hacer transferencia en distintos registros de representaciones de

limite.

- Lograr justificar, corregir y consensuar entre los integrantes del grupo, sobre los
errores cometidos, a traves de la autorreflexion de su trabajo, para luego confrontar
con la totalidad de clase.

Para las actividades tuvimos en cuenta los diferentes sistemas de representacion, utilizados en
matematica: las figuras, las graficas, la escritura simbdlica y el lenguaje natural.

Comentamos los aspectos que abarcan cada guia y realizamos un andlisis del trabajo final.
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Primer Guia de Trabajo: Limite Finito

En este trabajo se incluyeron siete ejercicios que, en forma gradual, incorporaban estrategias
para lograr familiarizar a los alumnos con nuevas nociones que seran necesarias para la
adquisicion del concepto de limite. En ellos se trabajan distintas representaciones (tabla,
grafica, formula). Aqui se introduce la idea intuitiva de aproximacién del limite por derecha
y por izquierda. Luego las palabras “tiende a...”. En ejercicios posteriores se acerca al alumno
a una mirada més formal hacia la definicion de limite, también aparecen a través de distintas
gréficas e intervalos la idea del Epsilon y Delta.

Se propone una actividad cuya intencién es ver lo que sucede cuando los limites laterales son
distintos. Para luego presentar una definicion de limite efectuada con los datos que los
alumnos manejan hasta éste momento, a decir:
O aproximarse x a a por izquierda y por derecha,
o0 podemos hacer que f(x) esté tan proximo al limite L como queramos eligiendo x
lo suficientemente cerca de a, pero X #a.
o lanotacion de limites por izquierda y por derecha,
o las aclaraciones de que para que haya limite de una funcion deben existir estos
limites laterales y ser iguales y que la funcion puede tener limite en un punto y
no estar definida en ese punto.

Por altimo deben hacer una interpretacion de la definicion de limite realizando graficas que
deben cumplir una serie de consignas pautadas.

Segunda Guia de Trabajo: Limite Infinito y en el Infinito

La guia consta de tres actividades, subdivididas en items donde debian interpretar, que a
medida que la variable independiente crece, la funcién crece indefinidamente. En ellas surge
la idea de crecimiento indefinido de la funcion hacia lo positivo y lo negativo dependiendo si
la funcion se acerca a un punto por izquierda o por derecha. Y de crecimiento indefinido de la
funcion hacia lo positivo cuando se acerca al punto tanto por derecha o por izquierda. La
tercera actividad es una aplicacion.



El Trabajo Final: Limite de Funciones.
El trabajo constd0 de nueve actividades,

cuya resolucion exigia el

uso de

las

diferentes representaciones (graficas, simbdlicas, analiticas, coloquial) y realizar procesos de

conversion entre ellas.

e En las primeras tres actividades, se trato de propiciar el analisis de graficos y simbologia
en forma conjunta, ya que a través de ellos, debian completar los limites que se les pedian,
los mismos eran finitos en algunos casos, infinitos y en el infinito, en otros. Se pretendia con
esto analizar si los alumnos comprenden el concepto de limite a partir de una funcion

definida graficamente.

Veamos como ejemplo algunas producciones de los alumnos.
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Actividad 3

En cada cass, calcule los limites.
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Un alto porcentaje de alumnos ha resuelto satisfactoriamente estas actividades, y un 21 %
cometio errores, la mayoria de ellos se han presentado cuando no hay existencia de limites.
e A partir de la cuarta hasta la séptima actividad, debian graficar una funcion a partir de
una serie de condiciones, a cumplirse en forma simultanea. Se pretendia evaluar la capacidad

de ilustrar su idea de limite.
Se muestran algunas actividades planteadas y los errores cometidos por los alumnos.

Actividad 4:
Represente gréficamente una funcion cuyo dominio sean todos los numeros reales, que

verifique las siguientes condiciones:
a) limf(x)=4, Ilim f(x)=+0, lim f(x)=f(x) b) limf(x)=-2,
x—-1" x—1*

X—-1" X—>-1"

limf(x) =, (1) =3

3




a)

Actividad 5: Grafique una funcién, lo méas sencilla posible, que cumpla simultaneamente las
siguientes caracteristicas:

lim g(x)=2, lim g(x)=—w0, limg(x)=0, lim g(x) =+, lim g(x) =-3,
X—>—00 Xx——1" Xx—3 Xx—-1" x—0
lim g(x)=2
X—>+00
r i)
: \ - | -

e
X e -4 L]

indiqua e dominio: ... B h /
A

Actividad 6: Representa graficamente dos funciones distintas par las cuales el limite cuando
x tiende a + oo sea distinto del limite cuando x tiende a - 00

b)

i | A\ i'. | i
u | 1
lim f(x)=2, 3¢Ds  lim f(X) =—© |imf(X):+loo, limf(x) =+ , limf(x)=0
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21



En las actividades 4, 6 y 7 la mitad de los alumnos grafico correctamente, y en la actividad
5 un 64% cumplié con todos los requisitos pedidos. S6lo cuatro grupos no realizan los
ejercicios. En los demas trabajos se evidencia que confunden las variables independiente y
dependiente, no marcan el valor de la funcién en el punto dado, colocan mal el dominio de
definicion. Cuando x tiende a un valor toman como asintota el eje x o el eje y.

También grafican mal la funcion sobre la asintota, lo que hace que un valor tenga infinitas
imagenes, dejando de ser funcion. En otros casos realizan una grafica para cada condicion
dada en el enunciado.

Cabe destacar que las mayores dificultades fueron en la “traduccion” de los distintos tipos de
representaciones. Les ha costado mas graficar que el calculo. Comparando las actividades 2
y 6 que consistian en limites cuando la variable tiende a infinito, un 47 % del total de
alumnos resuelve bien la segunda actividad y mal la sexta. Lo mismo se presenta si
comparamos las actividades uno y siete, teniendo un porcentaje de respuesta similar.

e En la actividad 8 la resolucién consta de la evaluacién de unos limites establecidos y a
partir de ellos calcular los propuestos. En estos ejercicios las mayores dificultades se
presentan en la factorizacion de las expresiones, o para salvar las indeterminaciones,
cometiendo muchos errores algebraicos y de célculos. En la dltima actividad, muchos
realizan solamente las sustituciones, y no intentan otra cosa.

En cuanto a las entrevistas, si tenemos en cuenta los objetivos que perseguimos con este trabajo
pudimos visualizar:

- Para los alumnos que no tenian conocimientos previos de limite, ante la pregunta ¢Qué
tipo de dificultades tuviste para resolver las guias? la gran mayoria coincidié en sus
respuestas manifestando que al enfrentarse a las guias todo parecia complicado pero
luego al intentar resolver las consignas, las respuestas iban fluyendo.

- Para los alumnos que tenian conocimientos previos de limite ya sea por ser recursantes,
ya sea por haber visto Limite en el Polimodal, expresaron en su gran mayoria, que
algunas cosas se saben y otras no, y que le resultaron simples de realizar.

REFLEXIONES
De lo expuesto, nos resulta inmediato extraer algunas reflexiones en el plano educativo. Bajo este
enfoque, la construccion del conocimiento no es una empresa nada facil ya que requiere de

condiciones de trabajo muy bien determinadas, herramientas que favorezcan los procesos y un
seguimiento continuo.
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Primero buscamos impulsar la participacion activa de los estudiantes a través de pequefios grupos,
para la resolucion de las actividades disefiadas. En segundo término, logramos que los miembros
del grupo participaran generando debate, para revisar y analizar errores desde los enfoques de los
distintos equipos de trabajo. Pudimos aqui apreciar la capacidad real del alumno cuando tiene que
enfrentarse a dificultades y a nosotros nos permitié rever nuestras estrategias.

Y en tercer lugar, se pretendio que el estudiante, una vez terminados estos trabajos y dictadas las
correspondientes clases tedricas, dedicara tiempo fuera del horario de clase para llevar a cabo las
actividades del libro de estudio, previa reflexion de las tareas desarrolladas en el aula.

Por ualtimo, resolvieron de manera grupal el trabajo final que fue integrador de las actividades
desarrolladas.

En cuanto a nuestro objetivo de trabajo cooperativo creemos que fue una estrategia acertada, ya
que nos permiti6 como educadores darnos cuenta de la importancia de la interaccién que se
establece entre el alumno con las personas que lo rodean, por lo cual no se puede dejar de lado el
analisis de la influencia educativa que ejercemos como docentes, sino que tenemos que tomar en
cuenta la que ejercen también los comparfieros de clases o estudios. Esta forma ayudo6 a que los
alumnos construyan su propio aprendizaje, estimulando la tarea de confrontar, discutir y defender
ideas, ademas de lograr que cuando den una respuesta a los docentes o al grupo en general,
comiencen a familiarizarse en el uso del vocabulario especifico del area.

En el desarrollo de la propuesta encontramos por un lado alumnos que tenian buen desempefio en
los practicos y que supieron confrontar y defender sus posturas. Por otro, los que lograron
resolver las actividades pero en las que contenian errores se presentaban contradicciones con las
que habian resuelto bien. Se observaron grupos que ante la inseguridad y el miedo a equivocarse
no resolvian las situaciones y los que no han querido trabajar, que fueron muy pocos.

En las entrevistas, un alto porcentaje manifestd que antes de resolver las actividades conjugaban
sentimientos de ansiedad por lo desconocido del tema, por las actitudes que esperan de los
profesores, por el estilo de ensefianza, y miedo a no saber cémo resolverlos, al fracaso, a los
errores, pero que al final del tema la estrategia de trabajo habia sido positiva.

Como el resultado de esta propuesta didactica fue favorable, continuamos trabajando con esta
metodologia durante el afio 2007.

Quedan en nuestros deseos que los alumnos reconozcan que experimentar, observar, buscar
pautas y regularidades en los razonamientos, realizar procesos inductivos, la verificacion o
refutacion de sus propios argumentos y conjeturas ademas del trabajo cooperativo, resulta una
poderosa y esencial parte de las matematicas.
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