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INTRODUCCION

Fue Pitdgoras de Samos quién descubrio la inconmensurabilidad de la hipotenusa de un
triangulo rectangulo, introduciendo asi el primer nimero “irracional”, esto es, que no se
puede escribir como una razéon de dos nimeros enteros. Matematicamente, el conjunto de los
racionales junto con el de los irracionales forma el conjunto de nimeros reales, que posee la
propiedad de ser denso (esto es, no posee ningun agujero). Y los nimeros irracionales se
definen mediante las cortaduras de Dedekind manifestando que un nimero sobre el eje real
lo divide en dos conjuntos disjuntos: el de los nimeros reales mayores que él y el de los
nameros reales menores que él. Por lo tanto, si el nimero elegido no es un entero o un
racional, entonces queda definido el irracional. Pero esta definicion no permite cuantificar el
grado de irracionalidad o sea el grado de aproximacion de las aproximantes racionales al
namero irracional. Este grado de irracionalidad resulta ser de importancia en las
experiencias que se disefian buscando las fronteras entre un sistema fisico que se comporta
periodicamente y su transformacion en un sistema caotico, donde es imposible predecir el
comportamiento ya que condiciones iniciales muy semejantes originan resultados totalmente
dispares. Para detectar este grado de irracionalidad, usaremos la descomposicién en
fracciones continuas.

SUCESIONES DE FIBONACCI

Una sucesion secundaria de Fibonacci es una sucesion de nameros enteros tal que cada
numero es la suma de los dos precedentes. Comenzando con F(0) = 1 ; F(1) = 1, tenemos:

(2.1) 1,1,2,3,5,8, 13,21, 34, 55, 89, 144, ...
donde F(n+1)=F() + F(n-1).

! Texto de una conferencia organizada por SOAREM, dirigida a profesores de secundaria. La autora se pone a
disposicion de los lectores.
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Estas sucesiones pueden generalizarse, originando las llamadas “sucesiones secundarias
generalizadas de Fibonacci” SSGF:
a, b, pb + ga, p(pb + ga) + gb, ...

donde cada término es una combinacion lineal de los dos precedentes. Las SSGF satisfacen
relaciones del tipo

(2.2) G(n+1)= pG(n) +qG(n-1),

donde p y g son nimeros naturales. A partir de (2.2) obtenemos

G(n+1) _ +qG(n—l) _p+ q
G(n) G(n) G(n)
G(n-1)
. _ _ . G(n+1) _
Tomando limites en ambos miembros y suponiendo que el lim W existe y es igual
n—oo n

a un namero real x, resultado que ha sido probado por Spinadel en (Spinadel, 1998),
tendremos  x = p + 9 o bien x2- px — g =0, cuya solucion positiva es
X

P++P°+44  Estoimplica que

2

2
2.3) IimG(n +1) _ p+yp°+4q

n—w G(n) 2

X =

LA FAMILIA DE NUMEROS METALICOS

Consideremos un conjunto de numeros irracionales positivos, obtenido tomando G(0) =
G(1) =1 en la ecuacion (2.3) y considerando diferentes valores de los parametros p y q.

Definicion:
La familia de NUmeros Metalicos (FNM) es el conjunto de autovalores positivos de la
ecuacion matricial

M
G(n) 1 0)\G(n-1)
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para diferentes valores de p y g (nUmeros naturales).

Dicho de modo més simple, los miembros de esta familia son ndmeros irracionales
cuadraticos positivos que son las soluciones positivas de ecuaciones cuadraticas del tipo:

(3.2) x> —px—q=0.

2 ;- .
Comencemos con X~ — pX—1=0. En este caso es muy facil hallar los miembros de la
FNM que satisfacen esta ecuacion, desarrollandolos en fracciones continuas. En efecto, si

1
p=0g=1, resulta X* =Xx+1, que puede escribirse X =1+—. Reemplazando
X

1
1 i)
1+ —
1+ -.
esto es, X = [1,1,1, .. ] = [1] , una fraccion continua periddica pura que define el Numero de
Oro

iterativamente el valor de x (no nulo) del segundo término, obtenemos X =1+

X = l+2*/§ ~[]=¢=1618...

Anélogamente si p =2y q = 1 obtenemos el Numero de Plata

oy =m0 _[l=14 V222414,
" G(n)

que es otra fraccion continua periddica pura.

Sip =3y qg=1obtenemos el Nimero de Bronce

[g] = 3+ V13 5300..

&, = Iim G(n+1) _
2

r n—oo G (n)

, T .. 1 a1 3
Para p = 4; q = 1, el NUmero Metélico que indicaremos o, =2++/5 :[4]: @>, un
sorprendente resultado relacionado con el desarrollo en fracciones continuas de las potencias
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impares del Numero de Oro. Tanto las potencias impares como las potencias pares del
Numero de Oro, al desarrollarlas en fracciones continuas. muestran propiedades sumamente
interesantes en términos de los Ilamados numeros de Lucas, que fueran introducidos en 1877
por el matematico francés Edouard Lucas (1842-1891).

Es sencillo verificar que los siguientes Nimeros Metalicos tienen los valores:
05:5% V2l o, —34 410 :[51071:“7 V53 _ 7]
boa+ V17 =8l oyt = 9+” - o} ot =5+ 26 = 10]

Obviamente, todos ellos son de la forma [n] esto es, su desarrollo en fracciones continuas

es periodico puro. EI mas lentamente convergente de todos ellos es el Numero de Oro ya que
todos los denominadores en las fracciones son los mas pequefios posibles (unos). Un
enunciado elegante para este resultado es el siguiente:

El Nimero de Oro ¢ es el mas irracional de todos los nimeros irracionales.

Si, en cambio, consideramos la ecuacion cuadratica X° — X — g =0, tendremos para q =
1, nuevamente el NUmero de Oro. Si p = 1y q = 2, obtenemos el Numero de Cobre

Oc, =2= [2,(_)], que es una fraccion continua periodica. Si p = 1y g = 3, obtenemos el

S

Numero de Niquel o = . Analogamente:

ot = 2,113} o, [2 13} o,° = =[ 0}o,” = .5} 0.’ = 32125}
o, =115} 0 [312,2,15} - .15} o,"

y todos estos miembros de la FNM son de la forma [m, n, nz,---]. Por otra parte, es muy

facil verificar que en este subconjunto, los NUmeros Metélicos enteros tales como 2, 3, 4,...
aparecen de manera sumamente regular.
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El primero aparece para q = 2 (1+ (1) = 2), el segundo para q =6 (3+(3) =6), el

tercero para ¢ =12 (7+<5>=12)y asi siguiendo, donde < > indica el numero de

ecuaciones que separa dos soluciones enteras consecutivas. El primer digito del NUmero
Metalico que no es un ndmero entero es m = 2 para los primeros tres; m = 3 para los
segundos cinco; m = 4 para los terceros siete; etc. Los desarrollos en fracciones continuas de
los Nimeros Metalicos no enteros son ademas “palindromicos”, esto es, sus periodos son
simétricos con respecto a sus centros, con excepcion del dltimo digito del periodo que es
igual a 2m - 1.

No existe ninguna regla simple que prediga la longitud de los periodos, ya que algunos son
muy cortos como por ejemplo, el primero después de una solucién entera tiene periodo igual
a 1y los altimos antes de una solucion entera tienen periodos de longitud 2. Otros periodos
son extremadamente largos y con excepcion de los casos q = 3, 7, 13, 21, 31,..., los restantes
desarrollos en fracciones continuas presentan “ciclos estables” de diferentes longitudes
(Spinadel, 1998).

NUMEROS DE PISOT Y DE SALEM

Consideremos el conjunto U de nimeros algebraicos (un nimero es algebraico si satisface
una ecuacion algebraica con coeficientes enteros) mayores que 1 cuyos conjugados tienen

1+\/§
2

algebraico, siendo su conjugado 1-+5 . Este conjunto se divide en dos conjuntos disjuntos
2

un modulo a lo sumo igual a 1. Por ejemplo, el Nimero de Oro ¢ = es un numero

SyT.

El conjunto S estd integrado por los llamados “nimeros de Pisot”, que fueran
simultaneamente definidos por Charles Pisot (1910-1984) en su famosa tesis publicada en
1938 (Pisot, 1838) y por T.Vijayaraghavan (Vijayaraghavan, 1941, 1942). Por ello. dichos
nameros son llamados “numeros de Pisot- Vijayaraghavan” o mas brevemente, “numeros
PV”. Asi, el conjunto de nimeros PV es el conjunto de los nimeros algebraicos reales
6 > 1 cuyos conjugados tienen modulo estrictamente menor que 1. El conjunto T es el de
los “numeros de Salem”, descubiertos por Raphael Salem (1898-1963) y se define como el
conjunto de los nimeros algebraicos reales I > 1cuyos conjugados tienen médulo mayor
que 1, existiendo uno con médulo igual a 1 (Salem, 1945, 1963).

Los conjuntos S y T definen una particién de U. Todos los nUmeros racionales mayores que
1 pertenecen a S. Los nimeros cuadraticos en S son las soluciones de ecuaciones cuadraticas
y resulta facil probar que S es un conjunto cerrado sobre la recta real. El conjunto de puntos,
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limite de S es llamado “conjunto derivado de S” y se indica mediante S". Ademas, si & es

un nimero de PV; entonces las potencias &" € S’ para todo entero N > 2. Esto implica

que todos los nimeros de PV de grado 2 € S’ siendo el menor de ellos el Nimero de Oro,
que al mismo tiempo es el menor elemento de S”.

Es evidente que los nimeros de PV son un subconjunto de la FNM, ya que los NUmeros
Metalicos cuyo desarrollo en fracciones continuas es periddico puro son numeros de PV
cuadraticos, al ser las soluciones positivas de ecuaciones cuadraticas de la forma
x? — px —1 = 0, donde p es un nimero natural. Por otra parte, las soluciones positivas de

ecuaciones cuadraticas del tipo x? — px +1 = 0, donde p > 3 son también nimeros de

PV que admiten un desarrollo en fracciones continuas periodico puro, siempre que se omita
la condicion que los términos de la fraccidén continua tengan que ser positivos (Spinadel,
2001). Por ejemplo:

x° —3x+1=0:>x=3—3_;1=[3__]'

3"

Por el contrario, no existen ejemplos de nUmeros de Salem tan simples como los
mencionados para los nimeros de PV, ya que se puede demostrar que no existen nimeros de
Salem de grado inferior a 4. Ello no obstante, ambos conjuntos de nimeros de PV y de
Salem poseen numerosas aplicaciones importantes no solamente en el contexto cuasi-
cristalino sino tambiéen en el estudio formal de series de potencias y andlisis armonico.

CUASI-CRISTALES: SIMETRIAS PROHIBIDAS

Los cuasi-cristales son sustancias que poseen esquemas de difraccion que evidencian una
simetria rotatoria de orden n = 5, 8, 10, 12, prohibida en Cristalografia. Fueron descubiertos
por D. Shechtman et al. en 1984, enfriando rapidamente una aleacion de aluminio-
manganeso. Esta simetria se presenta combinada con la auto-semejanza. En este contexto,
las cuasi-redes pueden concebirse como conjuntos matematicos discretos que pueden
modelizar los picos de Bragg que aparecen en los esquemas de difraccion de los cuasi-
cristales. Estas cuasi-redes desempefian el mismo papel que las redes para los cristales.

Recientemente (Barache et al., 1998; Gazeay, 1997, 2000; Burdik, 1998), se han propuesto
conjuntos discretos de niimeros, los “enteros /3 ”, indicados con la notacién Z 5+ COMO

herramientas de numeracién para coordinar los nodos cuasi-cristalinos en 1, 2 o 3
dimensiones como asimismo los picos de Bragg en los esquemas de difraccion (Elser, 1985;
Gazeau & Lipinski, 1997).
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En los casos observados se tiene:

L=¢= 1+4/5 —2cos™ Numero de Oro (cuasi-redes penta- o decagonales)
2 5

B=0, =1+ V2 =142 cos% NuUmero de Plata (cuasi-redes octogonales)

L=¢>=2+ J3=2+2 cos% Numero Sutil (cuasi-redes dodecagonales)
12

La denominacion de NUmero Sutil se debe a EI Naschie (EI Naschie, 1998). Es interesante
notar que ademas de aparecer en redes cuasi-periddicas, este nimero juega un papel
significativo en la teoria del micro-espacio-tiempo de tipo fractal Cantoriano. También
aparece en diversas ecuaciones de la teoria de nudos, en geometria no conmutativa y en la
teoria de variedades tetra-dimensionales (El Naschie, 1999).

Los desarrollos en fracciones continuas de estos tres numeros irracionales son periddicos
puros. En efecto:

o-Bho ~Eo -l

El factor de escala relevante £ es un ndmero de PV cuadratico. Como hemos visto, son
nimeros algebraicos reales # > 1 que son solucion de ecuaciones cuadraticas del tipo:

x?=ax £1 (ae{l,2,4})

tal que todas las respectivas segundas raices £~ (llamadas “conjugadas de Galois de £ ™)
poseen un modulo estrictamente menor que 1.

Consideremos el papel desempefiado en la teoria clasica de redes por el anillo de enteros Z y
la condicion de compatibilidad rotatoria planar:

p:ZCosz—”e Z.
n

Las redes son generadas por sucesivas adiciones 0 sustracciones de un numero finito de
vectores y son cerradas ante la ley interna: para VX, Yy €red, mX+ny € red para todo
mne Z
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y, obviamente, Z , se reduce a Z cuando [ es un nimero natural.

En términos de los miembros de la FNM, los nimeros cuadraticos de Pisot poseen las
siguientes equivalencias:

% Yij ik
5 2cos 2z 15=1/¢ 1+cos 27 /5=¢ 1-¢
8 |2cos 27 /8=0p -1 1+2c0s 27 /18=0 pg 1- /2 =20,

12 2cos 27 /12 =-/3 I42c0s 27112 =1+ /3 =[2,1,2] 1_I=[1ﬁ]

12 | 2cos 27 /12 =~/3 |2+ 2cos 27 /12 =2+ /3 =[3,1,2]| 2--/3=[1,1,2]

El descubrimiento de los cuasi-cristales con sus simetrias cristalograficamente prohibidas es
uno de los ejemplos mas notables en el cual un analisis de simetria matematica pura
determina simetrias prohibidas que aparecen en un nuevo estado sélido de la materia.

Lo més notable es que experimentalmente (Ikezawa & Kohmoto, 1994; Smith el al., 1998;
Chih-Kang) se han obtenido films de Plata que poseen una estructura modulada por una
sucesion cuasi-periodica basada en el Numero de Plata. Estas sustancias constituyen un
nuevo tipo de cuasi-cristal que es fundamentalmente diferente de los conocidos cuasi-
cristales que hemos mencionado.
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