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RESUMEN

Los nameros metélicos aparecen tanto en los sistemas usados en el disefio de las
construcciones por la civilizacion romana hasta los méas recientes trabajos de caracterizacion
de caminos universales al caos (Spinadel, 1995).

El més famoso de la familia es el nimero de oro que ha sido utilizado ampliamente en
muchas culturas antiguas como base de proporciones. Otros familiares son el nimero de
plata, el nimero de bronce, el nimero de cobre, el nimero de niquel y otros muchos mas.

En el presente trabajo se muestran diversas aproximaciones a esta familia de numeros
utilizando algunas de sus caracteristicas comunes: son irracionales cuadraticos, son limites
de sucesiones de Fibonacci, se pueden descomponer en fracciones continuas.

Asimismo se proponen actividades tanto para nivel medio como para nivel terciario.

INTRODUCCION

Los numeros metélicos aparecen tanto en los sistemas usados en el disefio de las
construcciones por la civilizacién romana hasta los mas recientes trabajos de caracterizacion
de caminos universales al caos (Spinadel, 1995).

El mas famoso de la familia es el numero de oro que ha sido utilizado ampliamente en
muchas culturas antiguas como base de proporciones. Otros familiares son el niamero de
plata, el nimero de bronce, el niUmero de cobre, el niUmero de niquel y otros muchos mas.
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¢ Cudles son algunas de las caracteristicas de estos nimeros?
1. Sontodos irracionales cuadraticos

Lo que implica ser solucion de una ecuacion cuadréatica
2. Son todos limites de sucesiones de Fibonacci

Si consideramos la sucesion de Fibonacci
1,1,2,3,5,8,13,21, oo,

a =1
Enlacual ya, =1
a, =a, ., +a.,, sin>3
, 1445 lim
Puede demostrarse que el nimero de oro ¢ = T = now

3. Se pueden descomponer en fracciones continuas

Teniendo en cuenta estas caracteristicas, nuestro propdsito es acercarnos a los nimeros
metalicos en los distintos niveles de ensefianza. Este acercamiento se busca a través de
distintos caminos: mediante conceptos algebraicos, calculo combinatorio, conceptos

geomeétricos y andlisis de funciones.

DESARROLLO

Desde un punto estrictamente matematico, podemos definir niamero irracional utilizando el
concepto de fraccidn continua simple. Pero, ¢qué es una fraccion continua? Es una expresion

de la forma:
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En general los & y b; pueden ser nimeros reales o complejos. Sin embargo si cada b; =1y
cada a; es un entero positivo para i>1 ; entonces la fraccién continua se denomina fraccion

continua simple:

que en forma abreviada se representa [ a, a, as, -.... ,an |

Los a; son los términos de la fraccion continua simple. Si el nimero de términos es finito, la
fraccion continua simple se denomina finita; y se denomina infinita si lo es el nimero de

términos.

Todo numero real puede expresarse como una fraccion continua simple. Si el nimero es
racional, se expresa mediante una fraccion continua simple finita; si el nimero es irracional,
se representa mediante una fraccion continua simple infinita.

Tomemos algunos ejemplos.

En primer lugar, expresemos el numero 95/43 como una fraccion continua simple. Sera
finita pues se trata de un ndmero racional. Efectuamos el cociente indicado y trabajando

algebraicamente, obtenemos

%:2+%:2+413:2+ 17:2+ 11:2+ 11 =2+ 11
) 4+§ 4+§ 4+—2 4+—1
— 1+— 1+ =
7 7 7
2
%:2+ 11
4+ 1
1+
3+=
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Quedando escrito en forma abreviada 2—2 = [2, 413, 2]

Si el nimero es irracional, la descomposicion es basicamente la misma, pero expresando el
namero irracional X,

1
X=a, +— siendo a; el menor de los enteros entre los que esta comprendido x

y O<i<1
X

Por ejemplo, sea x = \/g ;como 2 < \/§ <3

J8=2+(B8-2)=2+ 1 1 L, 1
1 J8+2 1+J§—2 1. L
V8-2 4 4 4

J8=2+ L :2+;:2+ 1
RN S VU S P
4(\/8 +2) J8+2 4+(8-2)
4

Si observamos atentamente hemos obtenido la misma expresion, lo que nos indica que
deberiamos repetir el proceso en forma indefinida

\/g = [2,1, 414,14, ] 0 \/g = [2,]?] es una fraccion continua periddica

Si procediéramos de manera similar, obtendriamos

E27] =[]
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Puede probarse que todo irracional cuadratico, es decir que es solucion de la ecuacion
cuadratica ax? +bx +c=0 con a,b, ¢ € Z, puede expresarse mediante una fraccién continua
periddica y que toda fraccion continua periodica representa un irracional cuadratico.

Pero, ¢y nuestra familia de los metélicos? Bueno, todos los nimeros metélicos son
irracionales cuadraticos, y eso nos permitira acercarnos a ellos de diferentes maneras segun
el nivel en el que nos encontremos.

Si planteamos la ecuacion cuadratica x* -bx - 1=0 para distintos valores enteros de b, un
alumno de nivel medio encontrara en su solucion algunos nimeros metalicos.

1+V1+4 1++/5
T, N

es el nimero de oro

Asi,sib=1x"-x-1=0 X_, =

Sib=2x"-2x-1=0 X_, = X =1+ \/E es el nimero de plata

2+N4+4
— =

es el numero de bronce

3+./9+4 3+4/13
T, NI

Sib=3x"-3x-1=0 X_, = 5

Un alumno de nivel terciario podra expresarlo como fracciones continuas. Si tomamos la
expresion general
x* —bx-1=0 donde b>0 Operando algebraicamente

x2=hx+1

x=b+E donde x =0
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Por lo tanto, una de las soluciones de la ecuacion cuadratica puede ser expresada como la
fraccion continua simple infinita que depende Unicamente del valor de b. Es decir,

x=|b]|

Asi, el nimero de oro ¢ = [Z_l]

1++/5 1
@)= =1+—— parax—w
2 1
14—
1
L+
1+—
X

el nimero de plata 1+\/§ = [E]
1+42=2+ 11 para X—»oo
2+———
2+ !
1

2+~
X

el nUmero de bronce

I3 =
5[]

3+4/13 1
=3+ para x—»oo

2 34—
1

3+—1

3+—

X

Si pensamos en alumnos de los ultimos afios de la escuela secundaria basica o en los
primeros afios del polimodal, podremos presentar a algunos de los nimeros irracionales, sin
recurrir a la formalizacion, a través del calculo combinatorio o geométrico.
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Poseemos varias estampillas de $1 y de $2. Encuentra todas las formas posibles de ubicar
las estampillas en el sobre (siempre alineadas) en el caso que el franqueo correspondiente
sea de: $3, $4; $5; $6; $7 y $8. ( Te animas a indicar (sin escribirlas) cuantas posibilidades
hay en el caso de un franqueo de $9 y de $10?. Arma el cociente de a dos términos
consecutivos de la sucesion, observas alguna particularidad?

Resolviendo el problema, se obtiene para los distintos franqueos, las siguientes
posibilidades:

1 1 1
33 1 p 3 formas
2 1
1 1 1 1
2 2
$4 1 1 2 5 formas
1 2 1
2 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 2 1 1 2 1
E E 1 2 1 1
$5 2 1 1 1
1 2 2 \ 2 1 2
2 2 1
8 formas
1 1 1 1 1 1
2 2 2
2 1 1 1 1 1 2 1 1 1
1 1 2 1 1
1 1 1 2 1
i 1 1 1 1 2

13 formas
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Una aplicacion geomeétrica para alumnos del nivel medio, consiste en la manipulacion
de tangramas distintos al tangram chino tradicional. Esta opcion esta basada en la
construccion del tangram a partir de un pentdgono regular al que se le trazan dos
diagonales, un segmento de una tercera diagonal y segmentos paralelos a los lados y a
esta Ultima diagonal. Al cortar por los segmentos trazados en el pentdgono se obtienen
siete tridngulos.

El problema consiste con cinco de esos triangulos formar el pentagono original con un
hueco, también de forma pentagonal, ubicado en el centro; y establecer la relacion entre la
diagonal del pentagono hueco y el lado y la diagonal del pentagono original.

De la manipulacion de las figuras es posible establecer la relacion d” =d — 1 (siendod y d’
las diagonales del pentagono original y del hueco, respectivamente, y | el lado del pentagono
original) y, por semejanza de triangulos:
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d_1_d_ 1 L g@-n=r=d-d-r-o
| d 1 d-

Siendo la solucion positiva de la ecuacion:

1P 441 . 1+5
B 2

d d=I
2

Un alumno de nivel terciario con conocimientos de analisis puede acercarse al Numero de
Oro a través del estudio de funciones.

McMullin y Weeks (2005) proponen una interesante relacion entre el namero de oro y los
polinomios de cuarto grado.

Muchos polinomios de cuarto grado tienen tres “ondas” y por lo tanto dos puntos de
inflexion. Si consideramos la recta que pasa por los puntos de inflexion, esta recta determina
tres regiones en la curva. El area de estas regiones, si las consideramos de izquierda a
derecha, estaenrelacion1:2:1

Si buscamos las otras intersecciones entre la recta y la curva estas tienen como abscisas

_ (1+2«/§)a+ (1—2«/§)b

1)
_ (1+2«/§)b N (1—2x/§)a

D

Siendo a y b las abscisas de los puntos de inflexion.
Como vemos el nimero de oro y su conjugado nuevamente hacen su aparicion.

Tomemos un ejemplo:
sealafuncion f(x)=x*—-2x®-36x*+5x—-1
Sus derivadas primera y segunda son:

f7(x) = 4x® —6x° —72x+5

f7(x) =12x* —12x - 72
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Los puntos de inflexion son | = (-2, - 123) y D = ( 3, - 283) . La recta determinada por
estos puntos tiene como ecuaciony = - 32 x - 187

Los puntos de interseccién entre la curva y la recta (que no son puntos de inflexion) tienen
como abscisa

Aplicando las relaciones vistas anteriormente, recordando que a = -2 y b = 3 resulta:

e R L R RIS BN L

1+«/_*3(1\/_)(2)33\/—1\/—_1+i(3)

d

Si comparamos (2) y (3) observamos que se cumplen las relaciones planteadas en (1)
600
400

208

L
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CONCLUSION

Hemos tratado de recoger algunos aportes con respecto a La Familia de los NUmeros
Metalicos. No podemos dejar de mencionar que dichos aportes son parciales, ya que son
tantas las aplicaciones en las que encontramos al nimero de oro y sus familiares, que seria
imposible abarcarlas a todas en este trabajo.

Pero, a través de las actividades y ejemplos propuestos hemos intentado relacionar nuevos
conocimientos con conceptos ya existentes en la estructura cognitiva, realizando
aprendizajes a partir de la motivacion.
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