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La “ensefianza para la comprension” (David Perkins, 1995) propone y recomienda atender a todos
los aspectos que faciliten el desarrollo y enriquecen el aprendizaje de los alumnos. El autor sefiala
que una ensefianza para la comprension requiere tanto una buena seleccion de temas generadores
como el uso de imagenes, la sintesis, la resolucion de problemas, la integracion y adecuacion de los
contenidos y un abundante y rico juego de extrapolaciones y conexiones.

Basandonos en este marco tedrico, mostraremos una propuesta de integracion de contenidos propios
de la matematica discreta, como son las relaciones de recurrencia, con el algebra matricial,
atendiendo inicialmente a los conocimientos previos y manipulativos usados habitualmente en el
desarrollo del tema.

RELACIONES DE RECURRENCIA

Una sucesion es una funcion cuyo dominio es el conjunto de los enteros positivos y cuyo conjunto
de llegada es R. Una sucesion cuyo conjunto de llegada es Z se Ilama una sucesion entera.

Representamos la sucesion S: ay, a,, as, ....., @y, «.... como una lista de las respectivas iméagenes de los
enteros 1, 2,3, ..., N, ......

Ocasionalmente se puede extender el dominio de la sucesion e incluir el cero. En estos casos a, sera
el primer elemento de la sucesion.

Si observamos la sucesion de enteros by, by, by, bs, ..., by, ... donde b, = 2n para todo n € Ny
tenemos que by = 0, by = 2, b, = 4. Si necesitamos determinar el valor de bs simplemente calculamos
2.6 =12, sin necesidad de calcular el valor de b, para cualquier otro n € No.

Podemos realizar estos calculos ya que tenemos una formula explicita para b, es decir, b, = 2n, que
nos dice como determinar b, conociendo n.



Sucesiones muy comunes son:
$1:1,2,3,4,5,6, .........
$::1,3,5,7,9,11, ...
S::1,4,9,16, 25, 36, ...

En estas tres sucesiones no es dificil conseguir el termino enésimo.

Sin embargo, existen muchas situaciones donde la formula para hallar el enésimo término suele ser
muy dificil de encontrar y a veces imposible.

La sucesion:
S.:2,3,5,7,11, 13,17, 19, 23, ...

no tiene una formula para el enésimo término. (¢Por qué? (A qué sucesion estamos haciendo
referencia?)

Si examinamos la sucesion:
S:1,1,2, 3,5, 8,13, 21, ...

que designaremos como fy, f,, f3, ...... oy e donde
f1:1,f2:1, fn=fn_1+fn_2‘v’n eN yn23

Observemos que no tenemos una formula explicita que defina cada f, en términos de n, ¥ n € N. Si
queremos conocer el valor de fg necesitamos los valores de fs y f;. Y estos valores requieren que
necesitemos conocer también los valores de f; y f, y asi sucesivamente. En general para conocer f;,
necesitamos los términos anteriores.

De esta manera se establece una dependencia entre los elementos de una sucesion
S: 8.0, al) aZ! """ ' an, """

de tal manera que cada a, se pueda escribir en funcién de algunos de los términos anteriores
An_1, An—2; crenenes , di, dg.

Cuando hacemos esto, decimos que el concepto esta dado en forma recursiva, usando el método o
proceso de recursion.

Los conceptos introducidos merecen las siguientes definiciones formales:

Si en unasucesion S: ay, a,,....., an,...., €l enésimo término a, puede ser expresado como una funcién
de los términos previos a,_1, an_2, ...., a1, €scribimos
an = F(an—l, an—Z! anny al)



y la igualdad recibe el nombre de relacion de recurrencia. Ademas, podemos decir que la sucesion
S: aj, ay,.., a,,.., Satisface la relacién de recurrencia.

La dependencia de a, con a,_;, a,», ...., &, puede significar tanto una dependencia con alguna
entrada previa o con todos los términos anteriores.

Sea k el menor entero para el cual tenemos asignados valores para ay, a,, ...., a.
Luego a, = F(ay1, an», ..., a1) permite calcular Gnicos valores para a, si n > k.
Los valores de a;, ay, ...., &, son llamados condiciones iniciales o condiciones de frontera de la

relacion de recurrencia. Decimos que la relacion de recurrencia junto con las condiciones iniciales
generan univocamente a la sucesion S: ay, @, s, ..., an, ..

Generalmente, la relacién de recurrencia sera dada como:

an = F(an_1, an_2, ..., 81) paran >k, donde k es algun entero fijo. @
Las condiciones iniciales son valores asignados a ay, ay, ...., a. 2
La sucesion S: aj, ay, as, ..., 8y ... satisface la relacion (1) con condiciones (2).

La expresion de una formula explicita para a, que permita calcularlo para cada valor de n, sin
necesidad de tener los términos previos, se denomina solucion general de la relacion a, = F(a,_,
an_2, ..., 41) para n >k, donde k es algun entero fijo con condiciones iniciales ay, ay, ..., ax.

Las relaciones de recurrencia se clasifican segin su tipo: lineales o no lineales, con coeficientes
constantes o coeficientes variables, homogénea o no homogénea (inhomogénea); y segun su orden.
Centraremos nuestro estudio sobre relaciones de recurrencia lineales, con coeficientes constantes,

homogéneas y de orden “k”, k > 1.

Una relacion de recurrencia se dice que es una relacion lineal, homogénea, con coeficientes
constantes de orden k, donde k es un namero natural fijo, si es de la forma
an+ Gl +Crany +...... +cca, k=0 con n=k 3)

donde ¢y, Cy,...., Cx, SON NUMeros reales constantes, ¢, # 0.



Para estas relaciones de recurrencia buscaremos una solucion general del tipo a,=ao r", conag=0 y
r=0.

Al sustituir la expresion anterior en (3) obtenemos
A+ Crag M+ Coag M2 +.....+Cap =0, conay#0 y r=0

Si extraemos el factor comun a, r"™* la ecuacion se convierte en
Mo+, M2+, +¢=0

que llamaremos ecuacion caracteristica de (3).
Dada una relacion lineal homogénea de orden k, llamamos polinomio caracteristico asociado a (3)
de grado k, a la expresion:
P(X) = XK+ c X+ e XK+t
siendo su ecuacion caracteristica X<+ ¢, X< + ¢, X< 2 +.....+ ¢, = 0.
La terminologia anterior permite unificar definiciones respecto de las relaciones de recurrencia. Las

distintas formas de encontrar la solucion general para las relaciones de recurrencia homogéneas
seran tratadas de acuerdo a la bibliografia citada.

A continuacién estudiaremos un método alternativo para resolver algunas relaciones de recurrencia
homogéneas incorporando el algebra de matrices, basandonos en una propuesta didactica
integradora. Nos proponemos mostrar que la Diagonalizacién de Matrices es importante para
abordar la resolucién de Relaciones de Recurrencia lineales y homogeéneas.

Ejemplos propuestos:

Ejemplo 1:

En el libro de texto “Matematica Discreta” (Alberto, M. y otros, 2005) nos encontramos con el
siguiente ejemplo (pag 204):

VVamos a encontrar la solucion general para la sucesion definida por:
a=1a=3, ay—a,1—6a,,=0 para n=>3.

Como la relacion dada es lineal, homogénea, de orden dos, su ecuacién caracteristica es:
2
X—x-6=0



y las raices son:
X1=3 Yy Xp =-2.

Luego su solucién general es de la forma a,=u 3" +v (-2)".

Reemplazando a n por 1y 2, planteamos el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

3u—-2v=1
9u+4v=3

cuya soluciénes u = 3 y v =0. Asi, la solucidn general de la relacion esta dada por:

Una propuesta alternativa para resolverla es escribiendo la relacién de recurrencia como un sistema
de ecuaciones lineales homogéneo de dos ecuaciones con dos incognitas:

{ ap=apn, +68ln—2
dpg=apy

que matricialmente corresponde a X, = AX,;, Y n e Nyn>3 con condicion inicial X, = 1)
donde:

A

16 . . . a, an_
10 es la matriz asociada al sistema, X,= y Xna= .

n-1 n-2

En X,=AX,1, VneNyn >3 realizando una sustitucion en reversa, obtenemos X, = A"2X,, V' n
eNynx>2

El polinomio caracteristico de la matriz A es p(L) =A%—-A—6 cuyas raicesson Ay =3 y A, =-—
2. Asi cada uno de los valores propios de A, 3y -2, es de multiplicidad algebraica uno.

Los subespacios propios asociados a estos autovalores estan dados por:

ot 5 )



Los autovalores de la matriz A de tamafio 2x2 generan dos vectores linealmente independientes y
por lo tanto A es diagonalizable, por lo que existe una matriz no singular P y una matriz diagonal D

para las que A = PDP™.
3 0 3 -2
D= . P=
0 -2 1 1

Las columnas de la matriz P se forman con los autovectores correspondientes a cada autovalor y los
elementos diagonales de D son los autovalores.

Siendo A = PDP?, por aplicacion de leyes asociativas A" = PD"P™ de donde X, = PD"2PX.

3 -2 n-2 1 2)(3 n-2
Asi X, = 1 . 3 0 . . |33 ,de donde a,=3", vV neN.
5(1 1 0 (-2"%)-1 31 3n-2

Ejemplo 2:
BASES ALORCH AL, FIDMLOGICAS,
., ., EMETEGLOSCAS ¥ CONCIFTLBLES DS LA
Encontremos la solucion general de la sucesion: Didéctica de la Matemitica

=32, =3 ya,-2a,; +a,,=0 para n>3.

BELNG [ AMOEE

La relacion es lineal, homogénea, de orden dos, su ecuacién caracteristica esta
dada por:
X=2x+1=0

y las raices son iguales a 1 (raiz de multiplicidad 2).

Luego, la solucién general en funciondeuyvesa,=ul"+vn1".

Calculamos las constantes u y v resolviendo el sistema de ecuaciones lineales de orden 2x2 dado
por:

u+v=3/2
u+2v=3"'

cuya soluciébnesu=0y v =3/2,
Con los valores determinados para u y v escribimos la solucion general de la relacion:

a, = gn con n=>1.



Como mostramos en el ejemplo anterior, un método alternativo nos permite resolver esta relacion
empleando el algebra de matrices.

Escribimos la relacion de recurrencia como un sistema de ecuaciones lineales homogéneo de dos
an =28p1 -8y

ecuaciones con dos incognitas: { que expresado matricialmente
dpg =ang

a, 2 1) (a,4 . 2 - 3
resulta = . , es decir X, = Xng, VNeNyn>3,y X, = la

ang 1 0)\a,, 1 0 32
condicion inicial.

Asi X,=AX,; Y resolviendo esta recurrencia
X,=A"™X,, ¥VneN yn>2

Calculamos los autovalores de Ay obtenemos que su polinomio caracteristico es:
p(A) =AZ-21+1

con raiz A =1 de multiplicidad algebraica 2.

. L. , X . .
El espacio caracteristico E; esta formado por los vectores ( j , soluciones del sistema

sl

Resolviendo se tiene que E; = gen {[J} . Asi la multiplicidad geometrica del autovalor A =1es1ly

menor que su multiplicidad algebraica, por lo que A no resulta diagonalizable. Por consiguiente

. .. 1 1) . ..
recurrimos a la forma candnica de Jordan, donde J = (O J tiene un unico bloque.

Para el calculo de la matriz P debemos encontrar un vector generalizado para A = 1, que se calcula

resolviendo el sistema
1
y 1



o ) v

: 1 : 11 4 (0 1
Tomando t = 0, el vector generalizado es 0 , lamatriz P = L0 yP~ = L 1)

n-2 _ n-3 1 n=2
Luego A = PJP™ de donde A™* = PJ"?Py J"? = (1 (n-2)1 j: [ j ,

0 12 0 1
. 1 1)(1 n-2)(0 1
Asi X,= . . .
1 0){0 1 1 -1

Ejemplo 3:

[3] :( (3/2)n ] , de donde an:En,VneN.
3/2 (3/2)(n-1) 2

Encontremos la solucién general de la relacion de recurrencia:
ap—an1— 3a-n—2 + 5an—3 - 2an—4 =0

con n >4y condiciones iniciales ag=1, a; = 1, a, = 3, a3 = —1, con esta nueva propuesta.
Planteamos un sistema de ecuaciones lineales homogéneo de cuatro ecuaciones con cuatro

incognitas:
an :an_l + 3an_2 —San_3 + 2an_4

dn1=ap,
an_p = an_p
ap_3 = dn_3
a, 1 3 -5 2\(a,,
. . an_g 1 0 0 O0f|an .
que expresado matricialmente resulta = . , esdecir X, =AX,
an—2 01 0 an—3
an—3 0 0 1 0 an—4
v ne Nyn=>4, concondicion inicial Xs= (-1 3 1 1)\

Asi X, = AX,_ ;= A"*X,. Para calcular las potencias de A estudiamos su diagonalizacion.
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1-» 3 -5 2
g L 1 =& 0 0| ., 5 .
La ecuacion caracteristica es |A — Al| = =0 -A°-30° +5L-2=0.
0 1 -2 0
0 0 1 -A

Resolviendo obtenemos los valores propios A; = 1 de multiplicidad algebraica 3 y A, = -2 de
multiplicidad algebraica 1.

Los espacios caracteristicos son E; = gen{(1 1 1 1)}y E, =gen{(-8 4 -2 1)}, ambos de
dimension 1. Luego la matriz A no es diagonalizable y por lo tanto utilizaremos su forma canonica
de Jordan, la cual posee dos bloques.

Para calcular la matriz P debemos encontrar dos vectores generalizados para A; = 1.

Planteamos el sistema
(A-2l).(xy zw)'=(1111)L

De alli obtenemos la soluciéon (x y z w)' = B3210)+(ssss), VseR.
Tomando s = 0, el primer vector generalizadoes V, =(3 2 1 0)".

Buscamos un segundo vector generalizado planteando (A —24.1). V, =V, .

De alli obtenemos la solucion (x y z w)'=(3 1 0 0)'+(s s s s), VseR.Tomandos=0, el
segundo vector generalizadoes V, =(3 1 0 0)-

1 3 3 -8 110 O
- 121 4 . 011 0
LamatrizP = y la forma canonica de Jordan de AesJ =
110 -2 001 O
100 1 0 00 -2
1 n-3 (n- 3)2(n —4) 0
Luego A = PJP* de donde A™®=py*3pt y 2= (0 1 n-3 0
0 O 1 0
0 O 0 (=2)"3
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Asi X, = A"3X, = PJ"®P1X,, de donde obtenemos de su primer renglon que
a, = i(—2)n e iy +E, v n e N,
27 3 9 27

Este ultimo ejemplo muestra que para casos de relaciones de recurrencia de 6rdenes superiores, el
calculo de las potencias de la matriz no resulta agobiante dado que se trabaja con formas de Jordan
y que pueden ser calculadas utilizando elementos mediadores aportados desde la tecnologia
(Sistemas Algebraicos de Cémputos)

La integracién de los contenidos desarrollados en catedras paralelas a traves de adecuados disefios
de intervenciones y actividades, medios y recursos, desde el inicio mismo de la vida universitaria
brinda una oportunidad para que los alumnos potencien sus capacidades académicas y el
aprendizaje se transforme de tedioso y aburrido hacia el logro de un pensamiento generador.
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