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La “enseñanza para la comprensión” (David Perkins, 1995) propone y recomienda atender a todos 
los aspectos que faciliten el desarrollo y enriquecen el aprendizaje de los alumnos. El autor señala 
que una enseñanza para la comprensión requiere tanto una buena selección de temas generadores 
como el uso de imágenes, la síntesis, la resolución de problemas, la integración y adecuación de los 
contenidos y un abundante y rico juego de extrapolaciones y conexiones.  
 
Basándonos en este marco teórico, mostraremos una propuesta de integración de contenidos propios 
de la matemática discreta, como son las relaciones de recurrencia, con el álgebra matricial, 
atendiendo inicialmente a los conocimientos previos y manipulativos usados habitualmente en el 
desarrollo del tema. 
 

 
RELACIONES DE RECURRENCIA 
 
Una sucesión es una función cuyo dominio es el conjunto de los enteros positivos y cuyo conjunto 
de llegada es R. Una sucesión cuyo conjunto de llegada es Z se llama una sucesión entera.  
 
Representamos la sucesión S: a1, a2, a3, ....., an, ..... como una lista de las respectivas imágenes de los 
enteros 1, 2, 3, .....,  n, ......  
 
Ocasionalmente se puede extender el dominio de la sucesión e incluir el cero. En estos casos a0 será 
el primer elemento de la sucesión. 
 
Si observamos la sucesión de enteros b0, b1, b2, b3, ..., bn, ... donde  bn = 2n  para  todo n ∈ N0, 
tenemos que b0 = 0, b1 = 2, b2 = 4. Si necesitamos determinar el valor de b6 simplemente calculamos 
2 . 6 = 12, sin necesidad de calcular el valor de bn para cualquier otro n ∈ N0. 
 
Podemos realizar estos cálculos ya que tenemos una fórmula explícita para bn, es decir, bn = 2n, que 
nos dice cómo determinar bn conociendo n. 
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Sucesiones muy comunes son: 
 S1: 1, 2, 3, 4, 5, 6, ......... 
 S2: 1, 3, 5, 7, 9, 11, ....... 
 S3: 1, 4, 9, 16, 25, 36, ... 

 
En estas tres sucesiones no es difícil conseguir el término enésimo.  
 
Sin embargo, existen muchas situaciones donde la fórmula para hallar el enésimo término suele ser 
muy difícil de encontrar y a veces imposible.  
 
La sucesión: 

S4: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, ... 
 
no tiene una fórmula para el enésimo término. (¿Por qué? ¿A qué sucesión estamos haciendo 
referencia?) 
 
Si examinamos la sucesión: 

S: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ... 
 

que designaremos como f1, f2, f3, ...... fn, ...... donde 
f1 = 1, f2 = 1,  fn = fn−1 + fn−2 ∀ n ∈ N  y n ≥ 3. 

 
Observemos que no tenemos una fórmula explícita que defina cada fn en términos de n, ∀ n ∈ N. Si 
queremos conocer el valor de f6 necesitamos los valores de f5 y f4. Y estos valores requieren que 
necesitemos conocer también los valores de f3 y f2 y así sucesivamente. En general para conocer fn 
necesitamos los términos anteriores. 

 
De esta manera se establece una dependencia entre los elementos de una sucesión  

S: a0, a1, a2, ..... , an , ..... 
 
de tal manera que cada an se pueda escribir en función de algunos de los términos anteriores  

an−1, an−2, ........, a1, a0. 
 
Cuando hacemos esto, decimos que el concepto está dado en forma recursiva, usando el método o 
proceso de recursión.  
 
Los conceptos introducidos merecen las siguientes definiciones formales: 
 
Si en una sucesión  S: a1, a2,....., an,...., el enésimo término an puede ser expresado como una función 
de los términos previos an−1, an−2, ...., a1, escribimos 

an = F(an−1, an−2, ...., a1) 
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y la igualdad recibe el nombre de relación de recurrencia. Además, podemos decir que la sucesión 
S: a1, a2,.., an,.., satisface la relación de recurrencia. 
 
La dependencia de an con an−1, an−2, ...., a1, puede significar tanto una dependencia con alguna 
entrada previa o con todos los términos anteriores.  
 
Sea k el menor entero para el cual tenemos asignados valores para a1, a2, ...., ak.  
 
Luego an = F(an−1, an−2, ...., a1)  permite calcular únicos valores para an si n > k.  
 
Los valores de a1, a2, ...., ak, son llamados condiciones iniciales o condiciones de frontera de la 
relación de recurrencia. Decimos que la relación de recurrencia junto con las condiciones iniciales 
generan unívocamente a la sucesión S: a1, a2, a3, ...., an, ..... 
 
 
Generalmente, la relación de recurrencia será dada como: 

an = F(an−1, an−2, ...., a1)  para n > k, donde k es algún entero fijo.       (1) 
 
Las condiciones iniciales son valores asignados a a1, a2, ...., ak.      (2) 
 
La sucesión S: a1, a2, a3, ..., an, ..... satisface la relación (1) con condiciones (2). 

 
La expresión de una fórmula explícita para an que permita calcularlo para cada valor de n, sin 
necesidad de tener los términos previos, se denomina solución general de la relación an = F(an−1, 
an−2, ...., a1) para n > k, donde k es algún entero fijo con condiciones iniciales a1, a2, ...., ak. 
 
 
Las relaciones de recurrencia se clasifican según su tipo: lineales o no lineales, con coeficientes 
constantes o coeficientes variables, homogénea o no homogénea (inhomogénea); y según su orden. 
 
Centraremos nuestro estudio sobre relaciones de recurrencia lineales, con coeficientes constantes, 
homogéneas y de orden “k”, k ≥ 1. 
 
 
Una relación de recurrencia se dice que es una relación lineal, homogénea, con coeficientes 
constantes de orden k, donde k es un número natural fijo,  si es de la forma 

  an + c1an−1 + c2 an−2  +...... + ck an−k =  0  con   n ≥ k  (3) 
 
donde c1, c2,...., ck, son números reales constantes, ck ≠ 0. 
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Para estas relaciones de recurrencia buscaremos una solución general del tipo an = a0 rn, con a0 ≠ 0  y  
r ≠ 0.  
 
Al sustituir la expresión anterior en (3) obtenemos 

a0 rn + c1 a0 rn−1 + c2 a0 rn−2 +...... + ck a0 rn−k = 0 ,  con a0 ≠ 0  y  r ≠ 0 
 
Si extraemos  el factor común a0 rn−k la ecuación se convierte en  

rk + c1 rk−1 + c2 rk−2 +......+ ck = 0 
 
que llamaremos ecuación característica de (3). 
 
Dada una relación lineal homogénea de orden k, llamamos polinomio característico asociado a (3) 
de grado k, a la expresión:  

p(x) = xk + c1 xk−1 + c2 xk−2 +......+ ck 
 
siendo su ecuación característica  xk + c1 xk−1 + c2 xk−2 +......+ ck = 0. 
 
La terminología anterior permite unificar definiciones respecto de las relaciones de recurrencia. Las 
distintas formas de encontrar la solución general para las relaciones de recurrencia homogéneas 
serán tratadas de acuerdo a la bibliografía citada.  
 
 
A continuación estudiaremos un método alternativo para resolver algunas relaciones de recurrencia 
homogéneas incorporando el álgebra de matrices, basándonos en una propuesta didáctica 
integradora. Nos proponemos mostrar que la Diagonalización de Matrices es importante para 
abordar la resolución de Relaciones de Recurrencia lineales y homogéneas.  
 
 
Ejemplos propuestos: 
 
Ejemplo 1:  
 
En el libro de texto “Matemática Discreta” (Alberto, M. y otros, 2005) nos encontramos con el 
siguiente ejemplo (pág 204): 
 
Vamos a encontrar la solución general para la sucesión definida por: 

a1 = 1, a2 = 3,  an – an–1 – 6  an–2 = 0  para      n ≥ 3. 
 
Como la relación dada es lineal, homogénea, de orden dos, su ecuación característica es: 

x2 – x – 6 = 0 
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y  las raíces son: 
  x1 = 3  y  x2  = – 2. 

 
Luego su solución general es de la forma an = u 3n + v (–2)n.  
 
Reemplazando a n por 1 y 2, planteamos el siguiente sistema de ecuaciones lineales: 
 

⎩
⎨
⎧

=+
=−

3 4v9u
12v3u

 

 

cuya solución es u = 
3
1  y  v = 0. Así, la solución general de la relación está dada por: 

an = 
3
1 3n  = 3 n−1, n ≥1. 

 
Una propuesta alternativa para resolverla es escribiendo la relación de recurrencia como un sistema 
de ecuaciones lineales homogéneo de dos ecuaciones con dos incógnitas:   
 

⎩
⎨
⎧

=
+=

−−

−−

1n1n

2n1nn

aa
6aaa  

 

que matricialmente corresponde a Xn = AXn–1,  ∀ n ∈ N y n ≥ 3  con condición inicial X2 = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
3

, 

donde: 

A = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
01
61

 es la matriz asociada al sistema, Xn= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−1n

n

a
a

 y  Xn–1= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−

−

2n

1n

a
a

. 

 
En Xn = AXn–1, ∀ n∈N y n ≥ 3  realizando una sustitución en reversa, obtenemos  Xn = An–2X2,  ∀ n 
∈ N  y  n ≥ 2. 
 
El  polinomio  característico  de la matriz A es  p(λ) = λ2 – λ – 6  cuyas raíces son  λ1 = 3  y  λ2 = –
2. Así cada uno de los valores propios de A, 3 y –2, es de multiplicidad algebraica uno.  
 
Los subespacios propios asociados a estos autovalores están dados por:   
 

E3 = gen 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
3

    y    E–2 = gen
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
1
2
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Los autovalores de la matriz A de tamaño 2x2 generan  dos vectores linealmente independientes y 
por lo tanto A es diagonalizable, por lo que existe una matriz no singular P y una matriz diagonal D 
para las que A = PDP–1. 

D = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 20
03

,    P = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
11
23

 

 
Las columnas de la matriz P se forman con los autovectores correspondientes a cada autovalor y los 
elementos diagonales de D son los autovalores. 
 
Siendo A = PDP–1, por aplicación de leyes asociativas  An = PDnP–1  de donde  Xn = PDn–2P–1X2. 
 

Así   Xn = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−

−

1
3

 . 
31
21

 . 
2)(0
03 . 

11
23

5
1

2n

2n
 = ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−

2n

2n

3
3.3  , de donde  an = 3n–1, ∀ n ∈ N. 

 
 
 
Ejemplo 2:  
 
Encontremos  la solución general de la sucesión: 

a1 = 3/2, a2 = 3  y an – 2 an−1  +  an−2 = 0   para   n ≥ 3. 
 
La relación es lineal, homogénea, de orden dos, su ecuación característica está 
dada por: 

x2 – 2x + 1 = 0 
 
y las raíces son iguales a 1 (raíz de multiplicidad 2). 
 
Luego, la solución general  en función de u y v es an = u 1n + v n 1n. 
 
Calculamos las constantes u y v resolviendo el sistema de ecuaciones lineales de orden 2x2 dado 
por:  

⎩
⎨
⎧

3= 2v +u 
3/2 =  v+u 

, 

cuya solución es u = 0  y  v = 3/2. 
Con los valores determinados para u y v escribimos la solución general de la relación:   

an = n
2
3   con  n ≥ 1. 
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Como mostramos en el ejemplo anterior, un método alternativo nos permite resolver esta relación 
empleando el álgebra de matrices. 
 
Escribimos la relación de recurrencia como un sistema de ecuaciones lineales homogéneo de dos 

ecuaciones con dos incógnitas: 
⎩
⎨
⎧

=
−=

−−

−−

1n1n

2n1nn

aa
aa2a  

 que expresado matricialmente 

resulta ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−

−

− 2n

1n

1n

n

a
a

 . 
01
12

a
a

, es decir Xn = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
01
12

 Xn–1,  ∀ n ∈ N y n ≥ 3,  y  X2 = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
3/2
3

 la 

condición inicial. 
 
Así  Xn = AXn–1  y resolviendo esta recurrencia 

Xn = An–2X2, ∀ n ∈ N  y n ≥ 2 
 

Calculamos los autovalores de A y obtenemos que su polinomio característico es:    
p(λ) = λ2 – 2λ + 1 

 
con raíz  λ = 1 de multiplicidad algebraica 2. 
 

El espacio característico E1 está formado por los vectores ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
y
x

, soluciones del sistema  

(A – 1.I) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0
0

y
x

. 

 

Resolviendo se tiene que E1 = gen 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
1

. Así la multiplicidad geométrica del autovalor λ = 1 es 1 y 

menor que su multiplicidad algebraica, por lo que A no resulta diagonalizable. Por consiguiente 

recurrimos a la forma canónica de Jordan, donde J = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
11

  tiene un único bloque. 

 
Para el cálculo de la matriz P debemos encontrar un vector generalizado para λ = 1, que se calcula 
resolviendo el sistema  

(A – 1.I) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
1

y
x

. 
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De allí   t     t,
1
1

0
1

y
x

∈∀⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
R. 

 

Tomando t = 0, el vector generalizado es ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0
1

, la matriz P = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
01
11

 y P–1 = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−11
10

.  

 

Luego A = PJP–1 de donde An–2 = PJn–2P–1 y Jn–2 = ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
−

−−

2n

3n2n

10
2)1(n1 = ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
10

2n1
. 

 

Así   Xn = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
3/2
3

 . 
11

10
 . 

10
2n1

 . 
01
11

 = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−1)(3/2)(n

(3/2)n
 , de donde  an = n

2
3 , ∀ n ∈ N. 

 
 
Ejemplo 3:  
 
Encontremos  la solución general de la relación de recurrencia: 

an – an–1 – 3an–2 + 5an–3 – 2an–4 = 0 
 
con n ≥ 4 y condiciones iniciales a0 = 1, a1 = 1, a2 = 3, a3 = –1, con esta nueva propuesta. 
 
Planteamos un sistema de ecuaciones lineales homogéneo de cuatro ecuaciones con cuatro 
incógnitas:   

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
=
=

+−+=

−−

−−

−−

−−−−

3n3n

2n2n

1n1n

4n3n2n1nn

a                        a
a             a

aa
2a5a3aaa  

 

 
 

que expresado matricialmente resulta 
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

−

−

−

−

−

4n

3n

2n

1n

3n

2n

1n

n

a
a
a
a

 .

0100
0010
0001
2531

a
a
a
a

, es decir  Xn = AXn–1,  

∀ n ∈ N y n ≥ 4,  con condición inicial X3 = (–1  3  1  1)t. 
 
Así  Xn = AXn–1 = An–3X3. Para calcular las potencias de A estudiamos su diagonalización. 
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La ecuación característica es |A – λI| =

λ−
λ−

λ−
−λ−

100
010
001
2531

= λ4 – λ3 – 3λ2  + 5λ – 2 = 0. 

Resolviendo obtenemos los valores propios λ1 = 1 de multiplicidad algebraica 3 y λ2 = –2 de 
multiplicidad algebraica 1. 
 
Los espacios característicos son E1 = gen{(1  1  1  1)t} y  E–2 = gen{(–8  4  –2  1)t}, ambos de 
dimensión 1. Luego la matriz A no es diagonalizable y por lo tanto utilizaremos su forma canónica 
de Jordan, la cual posee dos bloques. 
 
Para calcular la matriz P debemos encontrar dos vectores generalizados para λ1 = 1. 
 
Planteamos el sistema  

(A – λ1.I). (x  y  z  w)t = (1  1  1  1)t. 
 
De allí obtenemos la solución   (x  y  z  w)t  =          (3  2  1  0)t + (s  s  s  s)t,    ∀ s ∈ R.  

 
Tomando s = 0, el primer vector generalizado es  = v1

r
(3  2  1  0)t. 

 
Buscamos un segundo vector generalizado planteando (A – λ1.I). 12 v  v rr

= .  
 
De allí obtenemos la solución  (x  y  z  w)t = (3  1  0  0)t + (s  s  s  s)t,  ∀ s ∈ R. Tomando s = 0, el 
segundo vector generalizado es  = v 2

r
(3  1  0  0)t. 

 

La matriz P =

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

1001
2011

4121
8331

 y la forma canónica de Jordan de A es J = 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

− 2000
0100
0110
0011

. 

 

Luego A = PJP–1 de donde An–3 = PJn–3P–1  y  Jn–3 = 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

−−
−

−3n2)(000
0100
03n10

0
2

4)3)(n(n3n1

. 
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Así   Xn = An–3X3 = PJn–3P–1X3, de donde obtenemos de su primer renglón que 

an = ,
27
19n

9
11n

3
12)(

27
8 2n ++−−   ∀ n ∈ N0. 

 
Este último ejemplo muestra que para casos de relaciones de recurrencia de órdenes superiores, el 
cálculo de las potencias de la matriz no resulta agobiante dado que se trabaja con formas de Jordan 
y que pueden ser calculadas utilizando elementos mediadores aportados desde  la tecnología 
(Sistemas Algebraicos de Cómputos)  
 
La integración de los contenidos desarrollados en cátedras paralelas a través de adecuados diseños 
de intervenciones y actividades, medios y recursos, desde el inicio mismo de la vida universitaria 
brinda una oportunidad para que los alumnos potencien sus capacidades académicas y el 
aprendizaje se transforme de tedioso y aburrido hacia el logro de un pensamiento generador.  
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