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LA ENSENANZA DE LOS NUMEROS REALES.
LOS CONTENIDOS INTERESANTES, LAS DIFICULTADES Y EL ERROR
DE OCULTARLAS.

Maria J. Guasco.

Un relevamiento de programas y planificaciones, guias de T. P. y carpetas de enscflanza media y
polimodal, presenta frecuentemente, bajo el titulo “Numeros reales”, los siguientes contendos:
= Revision de numeros racionales.
- Existencia de niimeros irmacionales. La irracionalidad de v/2 .
« Determinacion de numeros reales por encajes de intervalos.
- Radicales. Simplificacién. Extracciba e introduccién de factores. Radicales semecjantes.
Reduccidn a comun indice. Operaciones con radicales.
- Potencias de exponente racional.
- Racionalizacién de denominadores.
- Representacién de los nimeros reales en la recta pumérica.

Losmmdmenncgﬁusonlalemsq\npmenunnménejctdmoﬂquseaﬂm.
A&Mum&mdmmnmdgebnmqmuoknmonﬂamnmmﬁm
de toda consideracion.

Ejemplosdehcjctduciénmpcaivlabundan.ypnnbmqmelcomcimncmoddoonjumokm
mxluul.pucsquodnmduddoddealgmun&malgebm(mmh«dumnacmnqm
irncionalasinbmmodemlz)ya’cmspmpmdadaypmoedimcnlosmoumpodevnhdczm
siquicra se discute. (*1)

Porompme.emejcwilacién.ap&rdemunpaml,|Icgaainsmnirdosyhasuuuumdc
clase (de un total de ocho del curso lectivo). Un tercio del trabajo del afio dedicado a esta pnmera
unidad!, en un programa donde figuran, y se sacnfican, temas como:

Funcién lincal y cuadritica. Ecuaciones.
Funcion exponencial. Ecuaciones. Logantmos.
Sucesiones. Idea de limite de una sucesion.
Nociones de Geometria analinca.
Nociones de Geometria del espacio.
Nociones de Probabilidades y Estadistica.

Debemos sacnficar estos temas a las operaciones con radicales?. Y a un estudio del numero real”.
Qué relevancia darles?.

Para ayudar a decidir, seleccionar conteidos, clanficar las preguntas antenores, no daremos
respucstas, pero nos aproximaremos a ellas mediante las siguientes preguntas. Aclaremos que la
scparacion de las mismas no es tajante, y se realiza solo para facilitar el anahisis.

1) Con qué problemas o situaciones aparecid histoncamente el numero real?.
2) Qué problemas matermaticos y extra matematicos permute resolver, o simplifica, el numero real?.
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3) Cuiles son las mﬁnjmmmnmedosasdemconjumompeaodcm.

i7a) L
4 dificultades presenta su aprendizaje?. Y su enscflanza , ey
5; gu:mummmahfomiondcmaumn matemdtica en los estud

1) Con qué problemas o situaciones aparecié historicamente el nimero real?.

i s Xpresarse como cociente de
A los pitagonicos se les aparecid este “monstruo deforme : no podia exp
ﬂ'lcmp‘C:: qué probkmasw’: Problemas de medicion de longitudes, 0 de razones entre scgmcmosml.:
razon entre la lupotenusa y los catetos de un tnangulo rectingulo isdsceles no s un numero racio

v2. (%)

i i 2 Y i i alcanza: se necesita ua
Es decir que para medir no alcanza con los nimeros racionales. La densidad no :
conjunto completo. Por ¢llo la Teoria de 1a medida se mnd;mcpm enuna woda del nimero real.
Algunos textos de media mencionan esto, pero no lo ejercitan ni lo enriquecen con abundantes
¢jemplos. Tampoco se evalia. En consccuencia, se aprende? (*3).

2) Qué problemas matemiticos y extra mateméticos permite resolver, o simplifica, el numere
real?,

2.1. Problemas cotidianos, practicos? Quiz4 ninguno. Para medir, en la prictica, en Fisica, Quimica,
Biologia, Economia elementales, etc. bastaria con aproximar mediante niumeros racionales, ain coa
numeros decimales simplemente!

El interes del tema fue, en su origen, matematico, puramente matemdtico podriamos decir. Fue una
inquictud del espintu del hombre por el conocimiento, por su valor como tal, no como instrumento, no
por su utlidad practica. Sedpwmqmsclcapareciéalosgricgosynoampmblosm
pragmaucos.? (*4).
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Sin embargo, el relevamicnto que mencionamos al principio mostrd una absoluta algebrizacion del
conjunto en la escucla media,

3.2. La existencia de solucion en ciertas ecuaciones algebraicas no resolubles en Q, como por ejemplo:
:
x* =2=0
En cfecto, se amplia el espectro de ecuaciones con solucion. Sin embargo, creemos que no es éste el
aspecto mads importante, pucs:
= hay numeros racionales que no son solucion de ecuacioncs algebraicas (por cjemplo x).

- siguen quedando ecuaciones algebraicas sin solucion en R (por cjemplo x! +9=0)

| i ticas serdn_rcalizadas @ la par de 1a_pregunta (4), Qué
dificultades presenta su aprendizae? Y su ensefanzal,

3.3 y 4.1 La completitud. Esta es, creemos, la propicdad mds fuerte ¢ interesante del nucvo conjunto.
(*6).

No son nada sencillos la enseflanza y ¢l aprendizaje de esta propicdad. No parece intuitiva, sucle
confundirse con la densidad, no es facil hallar cjercitacion adecuada. (*7).

La enscfanza - aprendizaje de la completitud de R consutuye un riquisimo campo abicrto a la
investigacion didictica. .

3.4 y 4.2. La imposibilidad de “alcanzar” los nimeros irracionales en cualquicr namero finito de
aproximacioncs decimales o racionales, por enorme que sca. (*3).

Y la imposibilidad de “alcanzar” cicrtos irracionales (los trascendentes) en la recta numérica,
empleando regla y compds, 0 aproximacioncs decimales (aunque scpamos que todos los numeros
reales tiene su propio lugar, o punto, en la recta).

3.5 y 4.3. La expresién complicada de muchos niameros irracionales. No es ficil aceptar que existen
nimeros que no tienen expresiones sencillas y cortas, sino que requicren, para su escritura, de las
operaciones clementales. (*9).

Las calculadoras facilitan obtener aproximaciones decimales del niimero “raro”, pero quizas oscurecen
la comprension de que éste no s ¢l nimero que aparece en el visor de la maquina.

3.6 y 4.4. La potenciacion.
La potenciacion, que aparecié en N como una multiplicacion reitcrada, va estableciendo rupturas y
requiriendo restricciones de la base a medida que se amplia el conjunto numérico al que pertenece el

exponente. (*10).

%) Cuil podria ser su aporte a la formacién de una cultura matemitica en los estudiantes?
Muchos de los desarrollos hasta aqui expuestos escapan a la escuela media, pero no el conocimiento
de la complejidad que presentan.

Es un error ocultar las dificultades (*11), aunque ain no se poscan todas las armas para resolverlas
exhaustivamente.
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Mostrar estas dificultades, como aparccieron y por qué, como reaccionaron algunos matematicos
ante ellas. ? o
- Dejar planteadas preguntas, asi como muchas estudiosos lo hicieron.
= Intentar respuestas, a veces parciales, a ellas.
"hm pres“n ®
s o es parte, y muy imporante, de nuestra labor docente.

Hay mds matemtica en la demostracion (sencilla, por otra parte) de la irracionalidad de V2 ,queen
hcxuwcibndefaaomymhmdonalizacibndcdmommadom Lo que no hay mas, es destrezas

algebraicas, pero éstas no constituyen ni el (nico, ni el mds imponiante de los contenidos a transmitir a

nuestros alumnos. : = :
La Matematica, ain en la escucla media, no es solo cilculo algebraico. Es amplia, tiene partes dificiles

y otras Livianas, algunas poéticas y otras andas, plantea interroganics, s¢ relaciona con las personas,
las épocas y las otras ramas del conocimiento. Estd viva.

Referencias bibliogrificas y citas

(*1) El senudo de un conocimiento matematico se define: for. .
no solo por la coleccion de situaciones donde este conocimiento es realizado como teoria

matematica; no sélo por la coleccion de situaciones donde el sujeto lo ha encontrado como
medio de solucién,
= sino también por el conjunto de concepciones que rechaza, de errores que evita, de
cconomias que procura, de formulaciones que retoma, etc.
G. Brousseau. 1983.
(°2) También son scgmentos inconmensurables la longitud de cualquier circunferencia ¥ Su respectivo
didmetro; y también los lados de los rectingulos de oro. La divina proporcion, reverenciada por los
gricgos, por los renacenuistas, por Le Corbusier, es un nimeros irracional! (Por qué casi nunca la

mencionamos junto a Jio x,ec?).

(*3) La cuesuén esencial de la enseflanza de la Matematica es entonces: como hacer para que los
conocimientos enseflados tengan sentido para el alumno?.

El alumno debe ser capaz no sdlo de repetir o rehacer, sino también de resignificar en situaciones
nuevas, de adaptar, de transferir sus conocimientos para resolver nuevos problemas,

R. Charnay. Aprender por medio de la resolucién de problemas.

(*5) Dificultades de los estudiantes con el campo conceptual del Analisis:
(..) dificultades ligadas a la complejidad matematica de los objetos bacics :
los nimeros reales, ... Jetos basicos de este campo conceptual:
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M. Artigue. Enseflanza y aprendizaje del Andlisis elemental. Qué nos enseflan las investigaciones
didicticas y los cambios curriculares. Equipe DIDIREM Pans 7, [UFM Reims, expucsto en UBA,
2000,

(*6) Rever, al respecto, el andlisis de las preguntas 1y 2 de este trabajo.

Los conjuntos numéricos deberdn quedar claramente caracterizados tanto por sus usos como por las
propicdades que poscen. Un buen trabajo sobre la recta confirmard la intuicion de que para cada punto
de clla existe un numeros real y viceversa, recalcindose las propiedades de completitud y orden de
€ste conjunto numénco.

C.B.C. del Polimodal. Bloque 1.

(*7) Cuando se empieza la enscilanza del Anlisis, los nimeros reales son objetos algebraicos. Los
estudiantes saben bien que su orden es un orden denso, pero, segun ¢l contexto, pueden conciliar esta
propiedad con la existencia de numeros precedente y sucesor de un real dado: por ejemplo, 0.9999... es

percibido a menudo como el predecesor de 1.
(.-.) En la asociacién entre los numeros reales y la recta real falta también, coherencia. Ain cuando a

priori los estudiantes declaran aceptar el principio de una correspondencia biyectiva entre R y la recta,
no estdn sin embargo convencidos de que tal o cual nimero determinado pueda colocarse en la recta.
(Castcla, 1996)

M. Artigue. Op. Cit.

(‘8)Simmalhalculadonz.medaﬂaunnﬁmerosoonvariosdecimalapcmmat.simun
numeros racional cerca. Y si siguiera obteniendo mas y mas decimales, nunca seria x, porque x ¢s
irracional, asi que tiene infinitos decimales, y sin periodo.

Expresado por un alumno de cuarto aflo.

(*9) Por cjemplo: V2 +¥2 + 3 +r+e+ 72, ¢
€s un mimero real, y su expresion no pucde acortarse ni simplificarse .
Elalumnosiemelaneo&daddc“haccralgo"conmasopcmciomindimdas,oomlopnwbad
siguiente didlogo:

= Algjercicio: Decir si 3 x es racional o irracional, qué respondicron?

= Yo contesté que es irracional. Pero no lo hice.

- Si respondiste eso, lo hiciste.

= Pero no lo hice, a 3 x no lo hice.
En una clase de 4° aflo.

(*10) El exponente real urracional requiere apoyarse en la definicion que se haya elegido para numero
real (pares de sucesiones mondlonas, cortaduras, sucesiones regulares), y en las propiedades de
monotonia de la potenciacion con exponente en Q:

Siendo a un nimeros real positivo, cualesquiera sean los racionales x e y:

Sia>], x <y =>a*<a’

Sia<l], x<y =>a*>a’
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(*11) Leopoldo Varela, en Matemitica. Metodologia de su ensefianza. Prociencia. 1986.

(*12) La escucla no estd para competir con ¢l zapping. En la escuela debe darse tiempo a la reflexidn,
a la observacion, a formularse preguntas. :
I.Amemd&deMMOSW&IPN(WDLWV.m
1998. ;
Muchos alumnos nos ayudardn con sus preguntas y sugerencias. No nos hagamos problemas si hay
cucstiones que no podemos resolver. Basta contestar: lo aveniguaremos. Es preferibie al aprendizaje
aburmido y sin parucipacion de los alumnos. Hay que animarse por ¢l bien de la educacion.

J. A Foncuberia. Fasciculo Vectores y aplicaciones. Nueva Escucla, Ministerio de Cultura y
Educacion. 1994.
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