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1. INTRODUCCION

Para Chapman [3], la ensenanza de las matematicas escolares y la resolucion
de problemas estdn estrechamente relacionadas, si bien la relacién se establece de
distintas formas:

1. Ensenar para resolver problemas: el docente selecciona una secuencia de pro-
blemas para que el estudiante aplique los conocimientos que va adquiriendo.

2. Ensenar sobre la resolucién de problemas: se focaliza en modelos determinados
de resolucion de problemas.

3. Ensenar a través de la resolucién de problemas. En este caso, la resolucién de
problemas es el método de ensenanza. La instruccién se organiza seleccionando
los problemas que permiten a los estudiantes reorganizar sus conocimientos y
promover nuevos aprendizajes desde los conceptos y los procedimientos.

Uno de los atributos de los problemas que se presentan en la ensenanza es el
contexto. Este lo consideramos como el aspecto del mundo del individuo en el cual se
encuentran situados los problemas. La eleccion de las estrategias y representaciones
matematicas adecuadas depende normalmente del contexto en el que se presenta el
problema (MECD, [12]).

Para Boaler [1], el uso del contexto en los libros de texto de matematicas escolares
y en los disenos de evaluacion contiene numerosas concepciones erréneas. Una de ellas
es la idea de que los contextos de la tarea influyen en la motivacién de los estudiantes,
pero tienen poco efecto sobre los procedimientos matematicos y el rendimiento. Sin
embargo, el trabajo de Lave [8] ha sugerido que el contexto especifico en el que se
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sitila una tarea es capaz de determinar no solo la resoluciéon general, sino la eleccién
del procedimiento matemaético.

En este trabajo presentamos un enfoque para la ensenanza de los puntos notables
de un triangulo desde este ultimo punto de vista. Inicialmente analizamos algunas
de las propiedades de estos puntos, que tradicionalmente se estudian en secundaria,
mostrando ejemplos de problemas reales que podrian utilizarse en su ensenanza. Es
decir, partiendo de la definicién y sus propiedades, proponemos los problemas que
resuelven.

En la segunda parte, invertimos el orden. Para ello, presentamos una seleccién de
problemas que motivan la utilizacién de los puntos notables a través del estudio de
las propiedades del punto solucién. A continuaciéon, se pretende promover nuestros
aprendizajes a partir de otros problemas reales que impulsan el descubrimiento de
nuevos puntos notables menos conocidos, pero con propiedades tan interesantes como
las de los puntos clasicos.

PUNTOS NOTABLES DE UN TRIANGULO

Definicién del punto

Propiedad

Problema

Circuncentro: es la
intersecciéon de las
tres mediatrices de
un tridngulo (O).

El circuncentro equidista
de los vértices A, By C;
por lo tanto, es el centro
de una circunferencia que
circunscribe al tridngulo.

Se quiere colocar una antena como
repetidor de la senal proveniente de
tres pueblos. El criterio elegido para
la ubicacion es buscar el punto que
equidista de los tres.

Baricentro: es la
intersecciéon de las
tres medianas de un
tridngulo (G).

El baricentro de un trian-
gulo (tomado como re-
gi6én del plano) es el cen-
tro de gravedad del mis-
mo.

Se quiere construir una mesa con
forma triangular, tal que solo se
pueda apoyar sobre una pata. sDon-
de debemos situarla para que la me-
sa permanezca en equilibrio?

Incentro: es la in-
terseccién de las bi-
sectrices de un tridn-

gulo (I).

El incentro es el punto
que equidista de los tres
lados del triangulo.

Queremos ubicar tres gasolineras en
cada una de las carreteras que unen
tres pueblos. Para ello, queremos
colocar un depdsito que esté a la
misma distancia de dichas carrete-
ras. Dénde tendriamos que colocar
el surtidor y las tres gasolineras?

Ortocentro: es la
interseccién de las
tres alturas de un
tridngulo (H).

Las alturas de un tridngu-
lo bisecan los angulos in-
teriores del tridngulo orti-
co. (El tridngulo értico es
el que tiene menor peri-
metro de los inscritos [6].)

Tres pueblos estin ubicados en los
vértices de un tridngulo. En cada
carretera vamos a colocar un alma-
cén. Estos almacenes estardn conec-
tados por carreteras interiores for-
mando un nuevo triangulo, cuyo pe-
rimetro es la trayectoria que recorre
un camion de recogida. ;Donde ubi-
camos los almacenes para que sea
minimo el trayecto?

Tabla 1: Puntos notables de un triangulo.
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2. PUNTOS NOTABLES CLASICOS: DEFINICION. PROPIEDADES. PRO-
BLEMAS

Tradicionalmente, los puntos notables que se estudian en secundaria (y en cursos
universitarios) son el circuncentro, baricentro, incentro y ortocentro. Se definen como
interseccién de unas rectas determinadas y tienen unas propiedades que permiten
utilizarlos para resolver problemas. Un criterio para dar «notabilidad» a estos puntos
clasicos es estudiar sus propiedades y los problemas que resuelven.

En la tabla 1 aparecen elementos relacionados con la definicién, las propiedades
y una situacién real que sugiere la utilizacién de cada punto notable. Sin embargo, el
listado de puntos a destacar en un tridngulo ha dado lugar a infinidad de propuestas.
Valga como ejemplo la Encyclopedia of Triangle Centers, donde se recogen mas de
1000 de estos puntos [7].

Otro resultado parece darle notabilidad a estos puntos, si bien uno de ellos se
queda fuera.

ProOPOSICION 1 ([13]). En todo tridngulo no equildtero se cumple la siguiente pro-
piedad: el ortocentro (H ), el baricentro (G) y el circuncentro (O) estin alineados.
La recta que contiene a estos tres puntos se llama recta de Fuler.

Figura 1: Recta de Euler.

Vemos que el incentro no esta contenido en la recta de Euler y el ortocentro si.
Luego esta propiedad matemaética restaria notabilidad al incentro, del que veremos
otras interesantes propiedades.

Por lo tanto, la importancia de los puntos notables se puede ver reforzada por
dos argumentos: las propiedades matematicas que satisfacen y/o los problemas que
resuelven. Esto da sentido a cuestionar la «notabilidad» de otros puntos a partir de
los problemas de la vida real que resuelven.

3. OTROS PROBLEMAS. PROPIEDAD. DEFINICION

Los puntos notables anteriores resuelven algunos problemas reales en los que
hay que ubicar un punto para satisfacer una determinada propiedad del tridngulo.
Veamos otros problemas que, aparentemente, también estdn relacionados con los



592 MATEMATICAS EN LAS AULAS DE SECUNDARIA

puntos notables. Haremos un anélisis previo sobre el tipo de problema, estudiaremos
las propiedades del punto que lo resuelve y veremos si es necesario definir un nuevo
punto notable.

3.1. PROBLEMA 1

Existen diversas situaciones en la vida real, relacionadas con la idea de querer
minimizar la maxima distancia de un punto con respecto a otros.

Por ejemplo, si queremos colocar un parque de bomberos entre tres ciudades o tres
pueblos de manera que la mdxzima distancia del parque a un pueblo sea lo minima
posible, sddénde debemos colocarlo?

Intuitivamente podriamos pensar en colocarlo en un punto que equidiste de los
tres, es decir, el circuncentro del tridngulo que forman dichos pueblos. Pero realmen-
te, en caso de incendio, lo importante es que no haya un pueblo demasiado lejano.

Podemos decir que, una vez construido el parque de bomberos, habra un pueblo
que esté a mayor distancia del mismo. Esa distancia es la que queremos que sea lo
mas pequena posible. Mateméaticamente, podemos enunciar la propiedad como mini-
mizar la maxima distancia. Para ello, vamos a modelizar el problema suponiendo
que no hay carreteras entre ciudades, y que posteriormente se construirian.

En el caso en el que el tridngulo sea acutangulo o rectangulo, si seria el cir-
cuncentro el mas adecuado. Pero cuando el tridngulo es obtusangulo, el punto que
equidista de los tres pueblos se sitiia demasiado lejos de los tres pueblos, es decir,
la distancia del circuncentro a los tres pueblos no es minima. En este caso, como
el circuncentro no minimiza la méaxima distancia, obtendremos un punto diferente,
que sera el punto medio del lado mayor.

Estudiemos mas detenidamente cada uno de los casos anteriormente citados.

3.1.1. EL TRIANGULO QUE FORMAN LAS CIUDADES O LOS PUEBLOS ES UN TRIAN-
GULO ACUTANGULO

Sera el circuncentro el que dé solucién a este caso. Veamos por qué este punto es
el que minimiza la maxima distancia.

DEMOSTRACION. Sabemos que el circuncentro es el punto que estd en las tres me-
diatrices a la vez, y cumple

dist(A, O) = dist(B, O) = dist(C, 0) = R,

donde R es el radio de la circunferencia circunscrita del tridngulo AABC.
Supongamos que existe otro punto O’ que minimiza, en primer lugar, las distan-
cias a los vértices A y B. Es decir,
dist(4,0") < dist(A, O),
dist(B,0") < dist(B, O).

Como el circuncentro es el punto que equidista de los tres vértices, al movernos de O,
la distancia a uno de ellos serd mas grande que R.
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Figura 2: Problema en tridngulo acutangulo.

Supongamos que existe un punto O’ distinto de O. Estard en una de las regiones
OAC, OBC, OAB.

Figura 3: Demostracién.

Supongamos que estd en la region OBC. Como podemos ver en la figura 3,
O’ estd fuera de la circunferencia de radio R = AO. Luego la distancia de B a O’
disminuye, pero la de A a O’ aumenta.

Por lo tanto, el punto buscado tiene que estar a la vez en las tres mediatrices. El
tnico punto que cumple esta propiedad es el circuncentro. O

3.1.2. EL TRIANGULO QUE FORMAN LAS CIUDADES O LOS PUEBLOS ES UN TRIAN-
GULO RECTANGULO

Siguiendo el mismo razonamiento que en el caso en el que el tridngulo que forman
los pueblos es acutiangulo, obtenemos que para el tridngulo rectangulo también es
el circuncentro el que determinaria el mejor lugar para colocar el parque de bombe-
ros. En este caso, el circuncentro coincide con el punto medio de la hipotenusa del
tridngulo.
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Torredelcampo Mancha Real

Pegalajar

Los Villares
Figura 4: Problema en tridngulo rectdngulo.
3.1.3. EL TRIANGULO QUE FORMAN LAS CIUDADES O LOS PUEBLOS ES UN TRIAN-

GULO OBTUSANGULO

En este caso, el circuncentro se encuentra fuera de la regién del triangulo. Por
ello y porque no haria minima la distancia a los vértices, no seria la solucién mas
acertada.

Fuerte del Rey o
]

Villardompardo
L ]

Torredelcampo Mancha Real

Torredonjimeno orres

Pegalajar

Figura 5: Problema en tridangulo obtusangulo.

Estudiemos el punto que cumpliria que la méaxima distancia a los vértices sea
minima. Un parque de bomberos necesita estar lo més cerca posible de los tres
pueblos.

PUNTO DISTINTO DEL CIRCUNCENTRO QUE MINIMIZA LA MAXIMA DISTANCIA

Sea un triangulo AABC tal que uno de sus angulos sea obtuso. Veamos que
existe un punto que minimiza la maxima distancia a los tres vértices del triangulo y
que es distinto del circuncentro.

El punto que minimizard la méxima distancia a dos puntos, A y B, serd su
punto medio. Es decir, si nos movemos por la mediatriz, consideramos los puntos
que equidistan de ambos, mientras que si nos situamos en uno de los semiplanos que
determina la mediatriz, una de las distancias se hara mayor.
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Ahora construimos una circunferencia con radio R, la mitad del lado mayor, y
sobre esta circunferencia construimos el tridngulo rectangulo que tiene como hipo-
tenusa el lado AB.

Figura 6: Procedimiento para minimizar la maxima distancia.

Como hemos visto en la figura 4, en un tridngulo rectangulo, el circuncentro, que
se encuentra sobre el lado mayor, es el que minimiza la maxima distancia. Concre-
tamente, es el punto medio del lado AB, O’. Sea O el circuncentro del tridngulo
tridngulo AABC'. Entonces,

R =dist(A,O") < dist(4, 0),
R = dist(B,0’) < dist(B, O).

Ademds, dist(C,0") < dist(C’,0") = R < dist(C, O).

Luego el punto que minimiza la distancia a los vértices del tridngulo AABC es
el punto medio del lado mayor de dicho tridngulo, O’.

En este problema, la distincién de casos en el tipo de tridngulo (segiin sus dngulos)
permite al estudiante reflexionar sobre las propiedades de uno de los puntos notables,
el circuncentro. En el caso obtusangulo, el punto solucién es diferente, lo que permite
contrastar la propiedad de equidistancia con la de minimizar la maxima distancia.

3.2. PROBLEMA 2

Otro tipo de problemas de gran interés que se plantea en este trabajo, es el caso
en el que se quiera bisecar el perimetro de un tridngulo.

Si un autobus sale, por ejemplo, de Torredonjimeno, pasa por los otros dos pue-
blos y vuelve (figura 8), jcémo calcularfamos el punto de la mitad de este recorrido?

Sabemos de antemano que la mediana es la ceviana que biseca el area de un
triangulo. Pero, ;desde qué punto se biseca el perimetro? Ninguno de los
puntos notables anteriores cumple esta propiedad, por lo que investigaremos otros
puntos que puedan dar respuesta a este problema.
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Figura 7: El parque de bomberos en el tridngulo obtusangulo.
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Figura 8: Problema 2.

3.2.1. PUNTO DE NAGEL

Para definir el punto de Nagel, necesitamos definir conceptos previos.

DEFINICION 1. Una circunferencia no inscrita, tangente a los tres lados de un tridn-
gulo, se llama circunferencia exinscrita y su centro exincentro.

En una circunferencia exinscrita (hay 3), el centro es el punto de corte de una
bisectriz interior y dos bisectrices exteriores.

DEFINICION 2. Dado un tridngulo AABC, el tridngulo antimedial es el tridngulo
NAA'B'C’" que se forma al hacer paralelas a los lados por los vértices opuestos del
tridngulo inicial.

DEFINICION 3. Llamamos ceviana de Nagel al segmento de recta que une un
vértice del tridngulo con el punto de contacto del lado opuesto a dicho vértice y la
circunferencia exinscrita relativa a dicho lado [5].
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Figura 9: Tridngulo antimedial.

Figura 10: Cevianas de Nagel.

PROPOSICION 2. Las cevianas de Nagel concurren en un punto, que se demomina
punto de Nagel (N en la figura 10), y ese punto es el incentro del tridngulo
antimedial.

ProPOSICION 3 ([11]). Las cevianas de Nagel bisecan el perimetro del tridngulo,
es decir, las dos partes del perimetro del tridngulo situadas a uno y otro lado de cada
ceviana de Nagel tienen igual longitud.

DEMOSTRACION. Consideramos la notacién utilizada en [10] sobre circulos tritan-
gentes. Queremos demostrar que cada ceviana de Nagel biseca el perimetro del tridan-
gulo.

Sean

CL:BC, b:AC, C:AB, Sa:ABO :ACO, Sb:BA():BCO,
a+b+c

SC:CA():CBo, S = 2
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Tomamos
t=AB; = ACy, u=CA; =CB;, v=BA;=BC.
Se cumple
t=AB; = AC+CB; =b+u, (1)
t=AC, = AB+ BCy =c+w. (2)

Sumamos ambas ecuaciones y tenemos
2t=b+c+(u+v)=a+b+c=2s, osea, s=1.

En (1) y (2) despejamos u y v, y sustituimos ¢ por s:

u=t—b=s—b=u=s,=|CB =CA = BCy = BA| (3)

v:t—c:s—cév:scélBC&:BA1:C’A0:C’BO‘ (4)

1. La ceviana AA; biseca el perimetro del triangulo: A;C+CA =s= AB+BA;.
Esta es la prueba:

@)

» 41C+CA = (CB-AB)+CA=a+b— A B =a+b—CAy
a+b—s.=a+b—(s—c)=a+b+c—s=2s—s=s.
(3)

» AB+ BA, = AB+ (BC — CA,) = c+a— CA " =c+a— BCy =

a+c—sp=a+c—(s—b)=a+b+c—s=2s—s=s.

2. Con las cevianas BBy y CC3 se razona de manera analoga.

Por lo tanto, hemos demostrado que las cevianas de Nagel bisecan el perimetro
de un triangulo. O

Volviendo al anélisis del problema que queremos resolver en este caso, el proposito
era conseguir bisecar el perimetro de un tridngulo.

Hemos conseguido demostrar que el punto que permite trazar las lineas para
encontrar el punto que biseca es el punto de Nagel.

Estamos en condiciones de poder darle solucion al problema que se planteaba al
comienzo de esta seccién.

PROBLEMA. Un autobus hace una ruta entre tres pueblos que forman un triangulo.
;Dénde debemos situar un surtidor de gasolina de manera que el autobts recorra la
mitad de la ruta antes de repostar?

Si analizamos el problema, el autobuis puede realizar tres rutas diferentes, de-
pendiendo del pueblo en el que salga, por lo tanto, el punto donde se tendria que
colocar el surtidor cambiaria. Esto es, dependiendo del pueblo en el que inicie la ruta,
el punto que biseca el perimetro del triAngulo que forman los tres pueblos cambiaria.
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Figura 11: Mapa del problema 2.

En este caso queremos que el autobiis siga la ruta: Torredonjimeno—Jaén—Villardom-
pardo.

El procedimiento grafico mas sencillo para hallar el punto donde situar el surtidor
es construir en primer lugar el punto de Nagel como hemos visto en la figura 10. A
partir de esto, se traza la ceviana de Nagel, uniendo Torredonjimeno con el punto
de Nagel y donde corte esta a la carretera que une Jaén con Villardompardo, seria
el punto A; donde situariamos el surtidor.

Razonando de forma analoga para los otros dos pueblos, obtendriamos que los
surtidores serfan los puntos By y C3 (figura 11).

Por lo tanto, el punto A; bisecarfa el perimetro de ABC' partiendo desde Torre-
donjimeno, By biseca el perimetro partiendo desde Jaén, y por tltimo, C'5 bisecaria
el perimetro de ABC' partiendo desde Villardompardo.

3.3. PROBLEMA 3

Normalmente, en los problemas de los libros de texto, se asocia el baricentro con
el centro de gravedad del triangulo. Si bien para la definicion de baricentro como
punto de corte de las medianas no es necesario diferenciar entre puntos, poligonales
o regién, para el concepto fisico de centro de gravedad es necesario matizar esta
distincioén.

1. El baricentro de tres puntos, A, B, C, se define analiticamente como G =

(A4+B+C)/3. Por ser la media aritmética, se cumple que GA+GB+GC = 0.

2. Cada mediana divide al tridngulo en dos partes de igual drea (en relacién a su
equilibrio). Podemos observar en la figura 13 que, como bien hemos indicado
antes, el baricentro se encuentra en el punto donde se intersecan sus medianas.
Este punto es también el centroide de la superficie del tridngulo.

3. Pero si consideramos un tridngulo solo como linea poligonal cerrada, es decir,
sin tomar 4rea, algo parecido a un tridngulo (musical) sin grosor, para obtener
el centro de gravedad se halla la media ponderada de los puntos medios de los
segmentos:

, E-a F-b D-c
= + + .
a+b+c a+b+c a+b+c
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A 9
c = +§+C
® 3

Figura 12: Centro de gravedad de tres puntos.

_A+B+C
=2t

C G

Figura 14: Centro de gravedad del tridngulo como perimetro.

Como era de esperar, el centro de gravedad de un triangulo tomado como li-
nea poligonal cerrada, no coincide con el del triAngulo entendido como puntos no
alineados o superficie.

Este nuevo punto recibe el nombre de punto de Spieker. Veamos como se define
y qué propiedades tiene.

DEFINICION 4. Consideramos un tridngulo AABC'y los puntos medios de cada lado
de dicho triangulo, D, E' y F'. Llamaremos triangulo medial respecto a otro tridngulo
al que tiene como vértices los puntos medios del tridngulo de partida.
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Figura 15: Tridngulo medial.

DEFINICION 5. Sea un tridngulo AABC (teniendo en cuenta solo la masa distribuida
en los lados). El punto de Spieker de dicho tridngulo es el centro del circulo inscrito
en el tridngulo medial o circulo de Spieker.

Figura 16: Punto de Spieker: G es el baricentro de ABC| I el incentro y S el punto
de Spieker.

PrOPOSICION 4 ([11]). Las lineas que unen el punto medio de cada lado con el
punto de Spieker, es decir, las bisectrices del tridangulo medial, bisecan el perimetro
del triangulo, como las cevianas de Nagel, y, ademds, el punto de Spieker es el centro
de gravedad del poligono.

DEMOSTRACION. En la figura 17, M¢ es el punto medio de AB. Adem4s, si prolon-
gamos el lado BC hasta FE de forma que CE = CA, P¢ es el punto medio de BE.
Entonces F'A es paralela a McPc y se tiene que Mg A+ AC+CPs = McB+ BPg.
Como AF es perpendicular a CH, y C'H es la bisectriz exterior de ZACB, M¢ P
es paralela a la bisectriz interior de ZACB, y, por lo tanto, es una bisectriz del
tridngulo medial AM s MpMec.

Veamos ahora que S es el centro de gravedad del perimetro del tridngulo. Si
PoK = PoC, entonces los segmentos Po K, KB, BM¢ son respectivamente iguales
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Figura 17: Demostracion de la proposicién 4.

a PcC, AC, AM¢, v los puntos medios de esos segmentos iguales estan situados a
la misma distancia de la recta Mo Pe. Entonces el centro de gravedad de una masa
distribuida uniformemente por el perimetro del tridngulo esta en la linea Mo Po. 0O

Veamos otra propiedad que le confiere mas notabilidad. Y retomamos el incentro,
que parecia abandonado en la recta de Euler.

PROPOSICION 5. El incentro I, el baricentro G, el punto de Spieker S y el
punto de Nagel N estin alineados. Ademds, S es el punto medio del segmento
IN, y se tiene que GN = 2IG.

Figura 18: Resultado de la proposicién 5.

Haciendo una comparativa de este resultado con el de la recta de Euler vista
anteriormente, observamos que en este caso es el incentro el que esta contenido en
la recta, y el ortocentro no. De esto, se podria obtener una propiedad interesante:
s Como ha de ser un tridngulo para que estas dos rectas coincidan?

Hemos visto dos nuevos puntos (Nagel y Spieker) que merecen notabilidad por
resolver problemas por sus propiedades interesantes y por estar en una recta con el
incentro y el baricentro.
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3.4. PROBLEMA 4

El ultimo tipo de problemas a analizar trata sobre encontrar un punto desde el
cual la suma de las distancias a los extremos del tridngulo sea minima.

Asi, cuando queremos construir una carretera que conecte tres o mas ciudades,
aplicaremos este teorema para encontrar el trazado ideal.

La propiedad que se busca en el problema es la de minimizar la suma de las
distancias a los vértices de un triangulo.

PROBLEMA. Imaginemos que hay que construir una autopista que una entre si tres
ciudades, de manera que el niimero de kilémetros construidos sea el menor posible.
En términos matematicos, este problema se enuncia asi: dado un tridngulo, jcudl es
el punto en el que la suma de las distancias a sus vértices es menor?

Benarroya-
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Sl \ )
N 0E ARACEn, | Y o Tordos

Valverde
49 del Camina

CADIZ 7
Jérgz de la
Tontera Y, et
Puerto de
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Figura 19: Problema del punto de Fermat.

Se podrian plantear otros problemas, como dénde instalar un depésito de agua
que abastezca a tres pueblos de manera que la longitud total de tuberia utilizada
fuese la minima.

Ninguno de los puntos notables (circuncentro, incentro, baricentro u ortocentro)
satisface lo que queremos, por lo que tenemos que encontrar el adecuado.

DEFINICION 6. Se llama punto de Fermat al punto del plano para el cual la suma,
de las distancias a los vértices de un tridngulo dado es minima [2].

PROPOSICION 6. Para un tridngulo con dngulos menores de 120°, el punto de Fer-
mat coincide con el punto interior al triangulo con el que los lados del tridngulo
subtienden dngulos de 120°.

Dicho punto se puede construir como interseccién de las circunferencias circuns-
critas a los tridngulos equildteros construidos sobre los lados del tridngulo original
(véase [2]). Son los tridngulos equildteros de la figura 21.

DEMOSTRACION. Para realizar esta demostracién, nos basaremos en la realizada en
la revista digital matemética Educacién e Internet [4].
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Figura 20: Punto de Fermat.

Sea el tridngulo AABC'y sea P el punto del enunciado. Sean t; = PA, t, = PB
yts = PCen A, By C, respectivamente. Entonces podemos afirmar que el tridngulo
A LM N formado por las perpendiculares a PA, PBy PC' es un tridngulo equilétero.

Para probar este resultado basta ver que los angulos internos de ALM N miden
60°. Sin pérdida de generalidad, lo haremos para el dngulo ZMNL. Sea N la in-
terseccion de la perpendicular a PA con la perpendicular a PB. Consideramos el
cuadrilatero NAPB. Entonces

/MNL+ /PAN + /APB + /PBN = 360°. (5)

De la definicién del punto P, se tiene que ZAPB = 120°. Adem&s, /PBN =
ZPAN = 90° por construccién. Sustituyendo en (5),

ZMNL+90° 4+ 120° 4+ 90° = 360° = LM NL = 60°.

De donde se sigue que el tridngulo ALMN es equildtero. Entonces, el teorema de
Viviani dice que
t1+ta+1t3=h,

donde h es la altura de dicho triangulo.
Sea ahora P’ # P y sean P'A’, P'B’ y P'C’ las perpendiculares a los lados del
tridngulo ALM N. Se tiene que

P'¢ PA, P' ¢ PB, P ¢PC.

Sean P'A’ = ¢, P’B’ = ¢co y P'C' = c¢3, y sean ademds i; = P'A, io = P'By
i3 = P'C las distancias de P’ a los vértices del tridngulo AABC.
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Se considera, sin pérdida de generalidad, el tridngulo AP’AA’. Entonces, por
construccién, AP’ AA’ es rectdngulo en A’, de donde P’A > P'A’. Esto es,

1> C
19 > Co = d1+ig+i3>c1+co+c3=h=1t +1ts+ts.
i3 > C3

Lo que dice que P es el punto que minimiza la distancia tal y como queriamos
demostrar.
Si P’ = P, el resultado es evidente. O
El proceso de construccién, que aparece en la figura 21, es el siguiente [2]:
1. Construir dos tridngulos equilateros en dos lados cualesquiera del triangulo.

2. Para cada nuevo vértice de los tridngulos equilateros, trazar una recta desde
ahi hasta el vértice opuesto del tridngulo dado.

3. La interseccion de dos de estas rectas es el punto de Fermat.

A

Figura 21: Proceso de construccién del punto de Fermat.

Un resultado conocido para los tridngulos obtusangulos no considerados en la
proposicién 6 es el siguiente.

PROPOSICION 7 ([9]). Cuando el tridngulo es obtusdngulo con algin dngulo mayor
o igual a 120°, el punto de Fermat coincide con el vértice correspondiente a dicho
dangulo.

Si bien el punto de Fermat es notable por sus propiedades y por resolver ciertos
problemas, veamos su pertenencia a las rectas notables anteriores.

En el ejemplo propuesto, vemos que el punto de Fermat no pertenece a ninguna
de las dos rectas notables vistas hasta ahora. Sin embargo, cuando ambas rectas
coinciden, el punto de Fermat pertenece a dicha recta, conteniendo al incentro, ba-
ricentro, punto de Spieker, punto de Nagel, ortocentro y circuncentro.
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Figura 22: El punto de Fermat en las rectas notables.

4. (CONCLUSIONES

Tomar los problemas como punto de partida para comprender el significado de
los puntos notables exige seleccionar unas situaciones que, en su solucién, permitan
al estudiante reflexionar sobre sus propiedades.

Como hemos visto, hay problemas de la vida real que permiten una modelizacién
para obtener estos puntos. No obstante, el presentar al estudiante problemas reales
que exijan en su soluciéon unas propiedades concretas favorece que este conozca
propiedades interesantes de otros puntos notables, enriqueciendo las ya conocidas de
los puntos notables clasicos.

En este articulo nos hemos centrado en el punto de Nagel, el punto de Spieker, el
punto de Fermat y la existencia de un punto que desde el cual la maxima distancia de
ese punto a los vértices de un tridngulo sea lo minima posible. Aunque este estudio se
ha realizado sobre triangulos, se podria extender a poligonos de mas lados y estudiar
si ocurre lo mismo o existen otros puntos interesantes diferentes a los vistos hasta
ahora.

A continuacién se enuncian los problemas para un poligono de 4 lados:

1. ;Qué punto minimiza la méxima distancia a un conjunto de puntos?
2. ;Qué punto biseca el perimetro de un poligono?

3. {Qué relacion existe entre el centro de gravedad de un conjunto de puntos, de
una poligonal o de una regién?

4. ;Qué punto minimiza la suma de las distancias a un conjunto de puntos?
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