- LAS TORRES DE HANOI: <SOLO UN SIMPLE PASATIEMPOS?
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Por pnmera vez en un articulo publicado en 1884, y

firmado con ¢l scudommo de N. Claus’.
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“Lucas d’Amiens™. Recordemos que Lucas habia

nacido ¢l 4 de abnl de 1842 en la ciudad de Amicns.

En su postuma “L'antmectique amusantc™ podemos loer: “Uno de muestros amigos, el profesor N,
Claus (de Siam), mandarin de la untversidad Li-Sow-Snan, ha publicado en 1554 un juego inedito y
patentado, que ¢! liamo la Torre de Hanot, un emigma real anamita de Tordin . ",
Escmgzmmmchm.ukmqnnClau(de&sn)ul.nmd‘l\myh
universidad (¢l colegio) Li-Sou-Suan es ¢l colegio de Samt-Louss.
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avatarcs franceses en Hano duranic los afos 1882-83. Esta cs la ¢poca en que Lucas estaba enfrascado
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conflictiva situacion de la capital de la Indochina Francesa.
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En 1884, of cscritor francés Henni de Panville (1838-1909) invento” la siguicnte fabula, asocuada of
Problema de las Torres de lanot:

“En el gran tempio de Benares, debayo de la boveda que marca el centro del mundo,
descansa una placa de bronce en la que se colocan tres agwjas de diamante, cada
wna de un codo” de alto, v tan anchas como el cuerpo de una abeja En una de estas
agwyas, Dios, en la Creacion, colocd 64 discos de oro puro, el disco mds grande
descansaba sobre la placa de bronce. y los demas, por orden decreciente de
diametro, se colocaban sucesivamente hasta liegar al de mas arriba. Fsta es la torre
de Brahma.

Dia y moche, los sacerdotes. transfieren los discos de wna agwa de diamante a otra,
sin cesar, seyun las leyes fijas e inmutables de Brahma. que exigen que el sacerdote
A cargo mo deba mover maés de un disco por ves y que deba colocar este disco en
una agura de modo que Gili no hava ningun disco mas pequeno por debajo de el.
Cuando los 64 discos hayan sido transferidos a una de las otras agwas desde la
agufa en la cual Dios, en la Creacion, los colocd, entances la torre, ¢l templo, y los
Brahmanes. por igual, se desinicgraran en el poivo, y con wn trueno el mundo
desaparecera”,
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solucion y mostrar que ésta, estd vinculada con vanadas ramas dc la Matematica

SOLUCIONES RECURSIVAS
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importantcs que son discutidos despuds.

o  Funcioncs recursivas v pilas.
e Reclaciones de recurrencia
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* Antigus medada de longtud que equinale a 41 8 cm.
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A que considcraremos en nucstro trabajo, es
aquella vanante de tres “tomres” y un nGmero pequetio de discos. Llamaremos a las tres torres, In
(lmxml(mw)yba(m);WMmmmmmbdm
de In hayan sido transportados a Des. NmmmmmMN&Mdm
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2. Mover el disco del fondo de In a Des. ’
3. MomhsN-lMckAnana(Mlnmmauihx}

Asumamos que hymfmnh&kmhmdn’mde&mymm(m
Auxihar y Destino- en esic orden). Entonces ¢l cuerpo de la funcién podria aparccer como

Solve (N, In, Axx, Des)
. N is 0 exit
Solve (N-1, In, Des, Aux)
Move from In 1o Des
Solve (N-1, Aux, In, Des)

Emmlmﬁ:wmhdd‘MdchfnndbnSdnhMemm\tm clla se
llama repcidamente a si misma, para valores decrocientes de N hasta que sc ha obicnido una
mammu(nmmu-oyumwmahmmnm
Para N=3 lo antcrior sc traduce en

Mucva dec Ina Des

Mucva dc In a Aux

Mucva de Des a Aux

Mucva de Ina Des

Mucva de Aux a In

Mucva de Aux a Des

Mucva de Ina Des

Por supuesto "Movimicnto® significa que sc mucve el disco mas alto. Para N=4 nosotros obtencmos la
SUCesIOn siguicnte
1. Muecvade Ina Aux
Mucva de Ina Des
Mucva de Aux a Des
Mucva de In a Aux
Mucva de Desa In
Mucva de Des a Aux
Mucva de Ina Aux
Mucva dc In a Des

NowawN -
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9. Mucva de Aux a Des
10. Mucva de Auxa In
11. Mucvade Desaln
12. Mucva de Aux a Des
13. Mucva de Ina Aux
14, Muevade Ina Des
15. Mucva de Auxa Des

RELACIONES DE RECURRENCIA.

Sca Ty ¢l niimcro de movimicntos necesanos para resolver el enigma con N discos. De la seccidn
antenior Ty=7 y Te=15. Es facil ver que T3 y T,=1. Un matcmatico especializado tambicn notaria
que To~0. Denvemos una formula general.

La solucién recursiva imvolucra mover dos veces (N-1) discos de una torre a otra ¥ hacicndo ue
movinuento adicronal entre cllos. De aqui tenemos enfonces
T s Taa=l+Ty, = 2Tws+l.

La desigualdad sugiere que sea posible mover N discos con menos que 2Ty ~1 movimcentos
Veremos que esic no ¢s ¢l caso. De hecho, cuando corresponde mover ¢l disco del fondo, s¢ habran
movido N-1 discos de In a Aux en Ty, movimuentos. A menos que uno mueve ¢l disco mas grande de
un lado a otro, toma simpicmente un movimicnto para moverlo de In a Des. Uno neccsita entonces a
lo sumo Ty, mxis pasos para tcrmunar la tarca. Por consighuente

Ty 2Twat1+Twy = 2T+l

de donde
To=Toa*1+Twy = 2T *1.

Asi, podemos definir la cantudad Ty como :
Te=0, Ty=2Tx.,~1 para N>0.

Llamada. ocasionalmente, Correspondencia de Lucas. De aqui que podamos computar T,=2To+1~1,
T#2T 41=3, Ty=2T;+1=7y asi succsivamente.

ucmmmmawmammmm&mmqum.cm notar, ¢s
también una funcidn recursiva, pucs Ty se define en Wérmunos de sus valores anteniores. Otras
relaciones de recurrencia pucden scr mis complicadas, por ¢jemplo, f(N)=2f(N-1)+3f{N-2).



lasnlxmademmmmcnhphsuﬁs‘mrmmmmdch
Matematica y sus aplicaciones.

Volviendo a la definicion de Ty, definamos Sy=Ty+1.
Entonces Sg=l y S\=Ty+l= @Tx + 1) 1=2Ty +2=2(Ty +1)=2Sx.:.

Es decir, Sy puede definirse como
&.l- &.zs\'-l m »o'

Lo ilumo sc resuetve facilmente en la forma (no-recurrente) Sy=2" De aqui que Tv=2"-1 para N20.

UN POCO MAS SOBRE LAS TORRES DE HANOP.

Como vimos, ¢l Problema de las Torres de Hanoi, tiene una bucna solucion recursiva.

Trabajcmos sobre ésta.

Para resolver problemas de este tipo. ©s necesano preguntarse: “usi yo hubiera resucito el
caso N-1, podria resolver el caso N7,

Si la respucsta a esta pregunta ¢s posiiva, se procede bajo la consideracion que el N-l caso se ha
resuelto. Entonces, ,0omo mover N discos de la torre In a la torre Des?

Si usted sabe mover N-1 discos de una torre a otra, resta solo un disco en la torre In, smplemente
muévalo al destino, entonces transporte ¢l resto de los discos de la torre Aux hacia 1a torre Des.

Por cjemplo, consideremos ¢l caso N=4.

* Recomendamon consultar Bogomolny, A.<"Towers of Hanor™, bop www ot the-
kot semrecursons hapoyheml, Dutwoviky, V-"Nestmg Pursdes”, Part | Moving Orweetal Towers, (hamnum 6, 1996, 33.57
(Ene) y 49-81 (Feb), Kolar, M.-“Towers of Hano™, Iip ‘www panges ca hodar javasrpt Vanes Llancs byl Ruskey, Fo
“Towers of Hanot™, Bip www mig oo 4his o8 S0 10f comb Sybactingy oyl laooy ¥ Kraitctah, M -“The Tower of Hanoi™,
$3 12,4 m Mathematical Recreations, New York. W W, Norton, 1942, 9193



Primero mucva tres discos, hacia la torre Aux (tenga cuidado de como hacer esto).

Aha:mm:uumwosd:hmmxahmdcbmmo(dcmv.debammmm sobre
©omo hacer ¢s10).

Asi, ;Hcmos termunado!.

Mas sucintamente.

Para mover N discos de In a Des, usando Aux como torre “de repucsto”, se tendrd
¢ si N=|, simplemente hagalo,

siN>1 ...
¢ mucva N-| discos de In a Aux usando Des como repucsio,

¢ mucva ¢l n¢sumo disco de In a Des,
¢ mucva los N-1 discos de Aux a Des, usando In como torre de repuesto.



{COMO HACERLO EN C?

/® La torre de Hanoi - la respucsta ® /

/ * Como mover cuatro discos de la torre | a 3, wsando 2 como suplente ® /
#include vood move(n, A.C.B)

int n, A B.C,
:‘dm&dmmm.hﬁo.hmdedmoyhmd:wmm”
if (r==1){ prinef ("Mover de %d 3 %d \ el n".A.C):)

c;he {move(n-1,A.B,C).move(1,A.C,B). move(n-1,B.C.A),)

mam ()

' o
move(4,1.3.2),
)

SOBRE EL FIN DEL. MUNDO.

Volvamos a la solucion enunciada anicriormente, que podemos resumirla, cuantitativamente, en la
siguicnte tabla

N 1 2 3 4
Ty 1 3 7 15

Como sabemos que Ty=2"-1, la demostracion hay que complctaria por induccidn
Ahora bicn, la pregunta cs (cudnto tiempo falta para el Fin del Mundo, scgun la kcyenda?

Si consideramos que para mover un disco de una (orTe 8 otra, los monjes necesitan | segundo (bempo
gencroso considerando la estructura y peso de los discos) y que la cvilizacion humana disfruta de
unos 10 mil anos (cantidad tambsén penerosa 8 los cfecios de nucstro problema, pucs las avilizacones
hindi y chuna, aparccicron mucho después de la egipcia y la sumena), tendremos que, como La keyenda
habla de tres torres y 64 discos, se tendrd, que ¢l tcmpo total es

Te=2"-1 scgundos.
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i dia 86400, un ano (de 365 dias)
Repasemos, | minuto ticne 60 segundos, una hora 3600 scgundos, un
31536000, y un milemo 3153600000000 Dc-qd.ymnuadmdolam‘maeamm(:
numcros redondos, 2500), ¢l tiempo imvertido en estos 10 mil anos es muy infenor a la cantidad
tiempo necesana para mover los 64 discos de la torre de 1icio & la de destino. Asi que, i podemos

dormur tranquilos!! 11!, ¢l Fin del Mundo ¢std leyos todavia.

OBSERVACIONES FINALES

El problema de obtener ¢l numero minimo de movimientos requendos para mover n discos de La torre
Innhmhamfmnoummmwmlmmmucmww'.
Por otra paric, en la solucion Ty=2"-1, ¢l numcro de discos que sc han movido después del k-csimo
paso ¢s ol mismo que ¢l clemento que es necesano anadir 0 borrar en ¢l k-<¢simo sumando de b
Formula de Ryser®.
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