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1. INTRODUCCION

Hablar del tema de funciones en nuestro contexto, es hablar de un contenido
relacionado con el dltimo grado de bachillerato y el primero de universidad. Es un curso
limitrofe entre el colegio y la universidad que causa opiniones encontradas entre los
profesores de colegio, aludiendo de que no se cuenta con el tiempo necesario para
profundizarlo y profesores universitarios, que manifiestan que los estudiantes de primer
ingreso, carecen de competencias béasicas.

Pero mientras nuestro sistema y curriculo siguen evolucionando, es pertinente mejorar
desde nuestra condicion actual, nuestras propuestas educativas.

La intencion de esta UD es inducir la innovacién en el curso de precalculo en el 12°
grado. Se facilitan actividades que pretenden construir el concepto de funcion,
determinar tanto el dominio como el codominio desde el plano gréfico y visualizar la
correspondencia entre el grafico-ecuacion, en una manera secuencial-amigable para

nuestros estudiantes.

2. PROBLEMATICA

Las dificultades que presenta el curso de precalculo, especificamente el subtema de
funciones, trascienden el nivel medio de educacién y el contexto nacional. Lo que
evidencia que la ensefianza del objeto matemético, es un genuino tema de investigacion
dentro de la Educacion Matematica, confirmado por autores como:

Cuevas y Delgado (2016): Las funciones no hablan, pero los profesores si lo hacen. De
ahi que en The National Council of Teachers of Mathematics de Estados Unidos, se
remarcara la importancia del concepto de funcion. Queda patente que se trata de un
“concepto unificador en Matematicas” y que “el lenguaje del cambio y la causalidad es
expresado por el simbolismo de las funciones” (NCTM 1989). (p. 109)

Quintero y Cadavid (2009): El concepto de funcion, fundamental en el desarrollo de las
matematicas y de otras ciencias, ha presentado diversas dificultades en los procesos de
aprendizaje y de ensefianza, dada su complejidad, lo cual ha sido identificado en la
investigacion matematica escolar. (p.1)

Parte de las conclusiones de Garcia et al. (2004) en un contexto universitario, fue el
siguiente:

Se ha documentado a través de un test aplicado a estudiantes de ingenieria que las
mayores dificultades de aprendizaje del concepto de funcion estan asociadas a tareas de
transferencia entre registros semiéticos. Especificamente, son las tareas de pasaje del
registro gréafico al algebraico las que presentan el mayor reto para los estudiantes. (p.33)
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Con relacion a la problemética en el contexto dominicano, Terrero y Pérez (2010)
comparten:

...la experiencia de este autor y la opiniéon de mas del 70 % de los docentes encuestados
coincide en que la gran mayoria de los escolares no dominan los graficos de las funciones
elementales, que no pueden realizar el trazado del gréfico de una funcion y que justifica el
hecho de que en las tareas que se les encomiendan existen dificultades cuando tratan de
representarlas o de analizar sus propiedades, a pesar de que estos contenidos son
abordados en funcion del desarrollo de estas habilidades en el Colegio APEC Minetta
Roques. (p.94)

Por su parte Diaz (2013) determino:

La variedad de concepciones erroneas Yy dificultades que se reportan en la
literatura revelan las siguientes cuatro grandes areas de problemas esenciales
en el aprendizaje de las funciones:

No considerar el dominio y el rango de las funciones

Una tendencia por la regularidad

Un enfoque puntual (en las gréficas); y

Una separacion entre el contexto grafico y el algebraico. (p. 20)

3. Contextualizacion

Laboro en el Instituto Profesional y Técnico de Azuero (IPTA), ubicado en el Distrito de
Los Santos, Provincia de Los Santos. Es uno de los colegios del pais que brinda una
formacion académica, técnica e industrial. La motivacion principal de sus estudiantes de
forma general se concentra en conocer el funcionamiento de los sistemas mecanicos
de los motores, aparatos eléctricos, la chapisteria, la construccién, la informatica, etc.

Un estudio de campo, basado en los resultados de una encuesta, aplicada a tres
profesores del departamento de matematica, arrojé lo siguiente:

» Los estudiantes no cuentan con los conocimientos previos para el curso.

“En lugar de dar inicio al tema de funciones, hay que tomar horas de clase para
recordar temas como plano cartesiano, variable,...”

“Deficiencia en las operaciones basicas en la aritmética (cuando se evalua la
funcién)”

= Eltema no despierta el interés debido, por su grado de complejidad.

“El mayor obstéaculo es el desinterés por aprender temas que requieren su atencion
y empefio”
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Situacién confirmada por investigadores como Gascén (como se cité en Farfan, 2013) que:
Toma como problemética didactica, una ampliacion limitada de la problematica
espontanea del profesor. Menciona como ejemplos de esto, los conocimientos previos de
los alumnos, el problema de la motivacion de los alumnos para el aprendizaje, los
instrumentos tecnoldgicos de la ensefianza, la diversidad, como ensefiar a resolver
problemas, como evaluar, etc. (p.15)

El célculo dentro del contexto educativo panamefio, es un tema fundamental en los
primeros afios de carreras técnicas a nivel universitario y en el nivel medio de bachillerato,
se facilita en el 12° grado por sugerencia del curriculo nacional de educacion estatal.

CONTENIDOS
INDICADORES DE ACTIVIDADES
L OGRO SUGERIDAS DE
CONCEPTUALES PROCEDIMENTALES ACTITUDINALES EVALUACION

1. FUNCIONES
REALES
s Concepto
e Dominioy
codominio
= Clases de funciones
v sus graficas.
= Funciones
algebraicas
- Constante
Idéntica
Lineal
Cuadratica
Racionales
Irracionales
Trazos
Grificas
Aplicaciones
= Trascendentes

s (lasificacidn de las
funciones algebraicas y
trascendentes segdn su
definicidn y representacidn
grafica.

=  Construccion de la
grafica de las funciones

algebraicas y trascendentes.

s Determinacién del

dominio y codominio, segin
la caracteristica de la funcidn

s  Resolucién de las

aperaciones fundamentales

con funciones reales y

determinacién del dominio

de la funcidn resultante.
= Determinacién  de
compuesta de
reales y el dominio de

Ia

funciones

la

s  Valoracién de la
utilidad de las funciones
reales en situaciones de
su entorno.

®  Seguridad al
identificar los distintos
tipos de funciones y
establecer su dominio y
codominio.

s |niciativa y
creatividad para la
construccion de la
gréfica de los diferentes
tipos de funciones.

= Determina si una
curva en ¢l plano
cartesiano corresponde
a una funcién o no,
aplicando
adecuadamente la
definicién y el criterio de
la recta vertical.

s Realiza con
precisidn y creatividad la
grafica de una funcidn
determinando el
dominio y codominio.

s Resuelve
situaciones del contexto
aplicando los procesos
de las funciones reales,
correctamente.

=« Demuestra seguridad

s Participa en un
conversatorio sobre
funcidn y establece
diferencia y semejanza
con una relacidén.

s Presenta
situaciones del entorno
donde se ejemplifiquen
relaciones o funciones.

s Realiza practicas
grupales sobre
funciones para graficary
determinar su dominio y
codominio.

= Resuelve ejercicios
de operaciones con
funciones ¥ Ia
compuesta para

desarrollar destrezas y

Nota. Recuperado de “PROGRAMA CURRICULAR DE MATEMATICA 12° GRADO”, MEDUCA, 2014, p. 34.
http://www.educapanama.edu.pa/sites/default/files/documentos/Prog-Educ-MEDIA-matematica-12-2014.pdf

A partir de esta realidad, el problema consiste en facilitar un curso de precalculo de
calidad y accesible para todos los estudiantes de 12° del IPTA.

4. Justificacion

Como mencioné anteriormente, varios estudiantes del centro, no presentan la mejor
actitud ante las matematicas por su inclinacion natural a la formacion técnica que reciben.
Es por ello que es mas que necesario, la utilizacion de los recursos graficos para la
ensefianza del objeto matemético. Existe una cantidad considerable se autores que
concuerdan que tanto las representaciones semiodticas como la visualizacibn son
importantes para la comprensién de los objetos matematicos, entre ellos el de funcién.
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http://www.educapanama.edu.pa/sites/default/files/documentos/Prog-Educ-MEDIA-matematica-12-2014.pdf

La visualizacion ha estado generalmente considerada s6lo como un soporte que ayuda a
la intuicion y formacion del concepto en el aprendizaje matematico, pero desde hace pocos
afos, muchos mateméaticos han reconocido la importancia del razonamiento visual no solo
en el descubrimiento, sino también en la descripcion y justificacion de resultados. (Fabra
y Deulofeu, 2000, p. 209)

Por su parte Farfan (2013) nos comparte: En nuestras experiencias con profesores y
estudiantes hemos constatado que si logran incorporar elementos visuales como parte de
su actividad matematica al enfrentar problemas, no sélo manejan la funcién como objeto
sino que ademas transitan entre los contextos algebraico, geométrico y numérico
versatiimente, es decir, si se tiene dominio del contexto geométrico/visual tanto en la
algoritmia y la intuicibn como en la argumentacion es posible el transito entre las diversas
representaciones. (p. 26)

Duval (como se citd en Prada et al, 2017) sostiene: “Las diferentes representaciones
semioticas de un objeto matematico son absolutamente necesarias, ya que los objetos
matematicos no son directamente accesibles por la percepcion o por una experiencia
intuitiva inmediata como lo son los objetos comunmente llamados fisicos” (p. 16).

Entiéndase por representaciones semiotticas “todas aquellas construcciones de sistemas
de expresion y representacion que pueden incluir diferentes sistemas de escritura, como
nameros, notaciones simbdlicas, representaciones tridimensionales, graficas, redes,
diagramas, esquemas, etc. Cumplen funciones de comunicacion, expresion, objetivacion
y tratamiento” (Tamayo,2006, p.41).

Segun Delgado (2015): Cuando un docente trata de ensefiar el concepto de funcion debe
clarificar a sus estudiantes el conjunto de signos, la sintaxis empleada con esos signos y
la semantica relativa a dicha sintaxis. Ahora bien, hacerlo desde una perspectiva de
lenguaje formal, sin hacer uso de algun tipo de representacion visual, podria acarrear en
la necesidad de un sobreesfuerzo del discente para lograr adquirir el conocimiento. (p. 3)

Desde mi experiencia he verificado que, a partir de los recursos graficos, los estudiantes
reflejan mejores actitudes, confianza y una expectativa positiva ante el concepto
presentado. Los profesores en matematicas debemos reconocer las representaciones
semidticas como equivalencias de los signos matematicos y procurar facilitar estas
equivalencias de forma efectiva a la hora de ensefar. Existe una relacion directa entre el
equivalente grafico y la accesibilidad de la clase. Mientras mas equivalencias graficas
facilitemos, mayor sera la accesibilidad de la clase. En definitiva ¢ COmo no aprovechar los
recursos graficos al contar con un estudiantado que necesita ser motivado en
matematicas?

Desde el plano grafico, aplicando el criterio de la recta vertical, se puede verificar si una
curva o recta en el plano cartesiano corresponde a una funcién o no. También, desde su
representacion gréfica, se pude determinar tanto el dominio como el codomino de una
funcién. La aplicabilidad de estos métodos por parte del estudiantado, se verifico en las
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investigaciones realizadas por Prada et al (2017): En las graficas en el plano cartesiano
se observa la masiva utilizacion del criterio de la recta vertical paralela al eje de las
ordenadas. Al proporcionarles funciones en diversos registros de representacion, se
observa buenos resultados para identificar sus caracteristicas (dominio, rango, intervalos
de crecimiento, asintotas, entre otros), ofreciendo mejores resultados a partir del registro
grafico. (p. 21)

De las ideas pedagdgicas de Diaz (2013) consecuentes al estudio del concepto de funcion,
a partir de su historia e investigaciones, confirman la relevancia de tres métodos
aplicados en nuestra propuesta didactica, cuando expone lo siguiente: En la literatura
revisada existe un consenso general en relacion sobre qué aspectos son cruciales para
una profunda comprensién del concepto de funcion. Las areas identificadas incluyen:

* Interpretacion de funciones representadas por graficas.
* Analisis de los efectos de cambio en los parametros de las graficas de las funciones.
* Aplicacion de la tecnologia para representar las funciones. (p. 20)

A parte de esto se aplican actividades mencionadas en Leinhardt et al., (1990) como:

» |Interpretacion: “Dependiendo de lo que representa el grafico, el significado adquirido
por la interpretacion puede residir dentro del espacio simbdlico del grafico, o puede
cambiar a un espacio diferente (el espacio de situacion o el espacio algebraico)” (p. 8).

= Construccién de ecuaciones a partir de graficas: Trazar puntos de una tabla de pares
ordenados, una vez que se configuran los ejes y las escalas, es bastante sencillo. La
construccion de una ecuacién que representa un grafico dado, puede ser muy dificil,
principalmente porque no es obvio el procedimiento para determinar la ecuacion. (p. 13)

» Traslacién: “Por traslacion nos referimos principalmente a el acto de reconocer la
misma funcién en diferentes formas de representaciones” (p. 16).

5. Fases de la Unidad Didactica

Expuesto esto, facilito las 5 fases en que se compone la propuesta didactica:
Fase 1: Aplicacion de actividades para construccion del concepto de funcion, adaptados de:

= Libro: El lenguaje de funciones y gréaficas. Traducido y adaptado por Alayo (1990)
» Libro: Aprender a ensefiar matemadticas en la educacion secundaria. Calvo et al. (2016)

Fase 2: Determinar si una grafica corresponde o no, a una funcién. Determinar a partir
de la grafica de una funcion el dominio y el codominio.

Adaptados del sitio web Khan Academy:



= Determinar si una grafica representa una funcibn o  no.
https://es.khanacademy.org/math/algebra/x2f8bb11595b61c86:functions/x2f8bb11595b61c86:recognizin
g-functions/e/recog-func-2

= Determinar el dominio y codominio a partr de la grafica.

https://es.khanacademy.org/math/algebra/x2f8bb11595b61c86:functions/x2f8bb11595b61c86:introductio
n-to-the-domain-and-range-of-a-function/e/domain_and range 0.5

Fase 3: La funcion lineal desde su forma algebraica y = mx + b, siendo m la pendiente y b
la ordenada en el origen.

Actividades:

= Graficar manualmente, una funcién lineal con m =1 sin efectuar céalculos.
=  Graficar manualmente, una funcién lineal con m # 1 determinando solo el corte en
el eje de las abscisas x.

Fase 4: La funcién cuadrética desde su forma general y = ax? + bx + ¢, y su forma
canonica y = a(x — h)? + k.
Actividades:

= Verificacion de la correspondencia algebraica—gréfica al variar los parametros
de la funcion (Anchura, concavidad, ordenada en el origen, traslacion vertical y
horizontal)

Ejercicios adaptados del blog MatematicasCercanas.com

https://matematicascercanas.com/2017/05/26/funcion-cuadratica-parabola/

y verificados con la aplicacion GeoGebra https://www.geogebra.org/m/tnfMxTqV.

= A partir graficas impresas de rectas y parabolas, determinar la ecuacion de la
funcion.

Fase 5: Ejercicios de argumentacion, a partir de informaciones gréficas.

Adaptado del sitio web ;Which One Doesn’t Belong? http://wodb.ca/graphs.html



https://es.khanacademy.org/math/algebra/x2f8bb11595b61c86:functions/x2f8bb11595b61c86:recognizing-functions/e/recog-func-2
https://es.khanacademy.org/math/algebra/x2f8bb11595b61c86:functions/x2f8bb11595b61c86:recognizing-functions/e/recog-func-2
https://es.khanacademy.org/math/algebra/x2f8bb11595b61c86:functions/x2f8bb11595b61c86:introduction-to-the-domain-and-range-of-a-function/e/domain_and_range_0.5
https://es.khanacademy.org/math/algebra/x2f8bb11595b61c86:functions/x2f8bb11595b61c86:introduction-to-the-domain-and-range-of-a-function/e/domain_and_range_0.5
https://matematicascercanas.com/2017/05/26/funcion-cuadratica-parabola/
https://www.geogebra.org/m/tnfMxTqV
http://wodb.ca/graphs.html

4. Innovacion aplicada

4.1 Construccion del objeto matematico — Fase 1

Por lo general existe una desconexion entre lo cotidiano y el concepto de funcién, a la
hora de definir dicho concepto. Es pertinente valerse de situaciones del contorno que
ilustren la correspondencia entre dos conjuntos o0 magnitudes, para inducir una
definicion mas contextual desde la perspectiva discente. De esta manera, aceptaran
con naturalidad, que las funciones son herramientas matematicas que sirven para
resolver e interpretar diversas situaciones.

Duracion: 8 dias

Objetivo

Observaciones

e Diferenciar y reconocer tanto la
variable independiente como
dependiente de una funcién.

e Reconocer el concepto de funcién.

Recomiendo:

Que las tres primeras actividades
sean desarrolladas por el profesor,
valiéndose de la indagacion, como
método para generar el razonamiento
l6gico y la comprension.

Que las actividades subsiguientes, se
desarrollen en grupo de 2 o 3
estudiantes, como estrategia para
fomentar la  construccion  del
conocimiento entre estudiantes.

De existir la necesidad de obtener una
calificacion, considérese de
apreciacion.




1. La siguiente imagen, representa la cola de una parada de autobus y el
diagrama de la parte inferior, se relaciona con cada una de las personas que
presenta la imagen.

Alicia Marta Pili Daniel Carlos Lola Javi
AN\
Metros
Se 29
3e
4 o 1.
e
?'

S~
~ /

Anos

A partir de esta informacion, responde lo siguiente:

o De las unidades que presentan los ejes vertical y horizontal ¢ Qué aspectos de las

personas, crees que se estan relacionando?

o Cada punto esta enumerado. Por lo tanto, determina a quien representa cada uno:

~9~



Punto 7: Punto 6:

Punto 4: Punto 3:
Punto 1: Punto 2:
Punto 5:

o ¢Qué otros aspectos podriamos relacionar en este grupo de persona?

2. Llamadas telefénicas

Un fin de semana. Cinco personas hicieron llamadas
telefénicas a varias partes del pais. Anotaron el precio
de sus llamadas y el tiempo que estuvieron en el teléfono

en la siguiente grafica:

Precio de la llamada ® Jon ® Barbara

e Clara

® David ® Jaime

>

Duracion de la llamada



o ¢Quién realizé la llamada de mayor distancia? Explica con cuidado tu razonamiento.
o ¢Quién realizo una llamada de menor distancia? Explicalo.
o ¢Quiénes hicieron llamadas a la misma distancia aproximadamente? Explicalo de

nuevo.

3. Observa la siguiente gréafica. Cada uno de los puntos corresponde a un ticket de
parking distinto.

Coste/\
3 D
L3 @
C
L J
A B
-] @

N\
rd
Tiempo

o ¢Cual de los tickets corresponde a la estancia en el parking mas larga? ¢ Cual
corresponde al coste mas elevado?

o ¢Todos los tickets corresponden a un mismo parking y con una misma tarifa?
¢, Cuadles si y cuales no?

o Explica la informacion que se puede obtener al interpretar la grafica.



4. En una estacion de combustible de la localidad, el litro de gasolina tiene un precio
de B/. 0.74. A partir de esta informacion, determine los valores de las siguientes
compras:

Litros de Valor de la
gasolina compra

2

5,5

9

7,5

6

Como observas, existe una correspondencia entre dos conjuntos, el del litro de
gasolina y el del valor de la compra. ¢ Cudl conjunto es dependiente del otro? ¢ El del
litro de gasolina del valor de la compra, o viceversa?

Localiza los puntos que corresponda a cada pareja de valores, en un sistema de ejes
como los mostrados en las actividades anteriores.

Utiliza el eje horizontal para los valores del conjunto independiente y el eje vertical para
los del dependiente.

Valores dependientes

Valores independientes

¢, Qué relacion encuentras entre los puntos localizados?



5. Relacién entre la longitud del lado de un cuadrado y su area.

Observa las figuras y completa la tabla:

a b C. d e
Numero de Area del
unidades en el cuadrado
lado
1
2
3
4
5

Una vez completada la tabla, localiza los puntos y Unelos a través de una linea
utilizando tu pulso. Recuerda colocar los valores dependientes e independientes en
los ejes recomendados.

¢Al unir los puntos, que forma obtiene la grafica? Explica su significado.



6. Con la contratacion de 15 obreros, se construy6 un pequeiio edificio en 20 meses.
¢, Cuantos obreros tenian que haberse contratado, para construir el edificio en 15, 10,
5y 4 meses, respectivamente?

NUmero de
obreros

NUmero de
meses

15

20

15
10

Una vez completada la tabla, localiza los puntos y Unelos a través de una linea
utilizando tu pulso. Recuerda colocar los valores dependientes e independientes en
los ejes recomendados.

¢ Qué forma tiene la grafica? Explica su significado.

7. Tenemos cuatro situaciones expresadas verbalmente y cuatro gréficas. Relaciona
cada frase con una gréfica, explicando el porqué de tu eleccion.

A. ¢ Como varia la altura de una pelota desde que la lanzamos al aire verticalmente
hasta que llega al suelo?

B. ¢ Coémo varia la temperatura durante un dia en la cima de una montafia,
empezando a las 12 de la noche?

C. ¢Cbmo varia el coste de la gasolina segun la cantidad de litros que ponemos?

D. ¢ Como varia la altura de una vela a medida que va consumiéndose?

Coloca en el recuadro debajo de cada gréfica, la letra que corresponda a cada
situacion:




8. Llenando botellas.

A. Tenemos tres botellas de forma cilindrica, todas con la misma altura pero distinta
base. Empezamos a llenar las botellas con agua y queremos representar en un mismo
gréfico la variacién de la altura de acuerdo con la cantidad de agua (volumen)
introducido en cada una de las botellas. Dibuja en unos mismos ejes de coordenadas
el gréafico que corresponde a cada botella.

Altura

~
-

Volumen




B. Aqui hay 6 frascos y 9 graficas. Elige la grafica correcta para cada frasco, escribiendo en el
recuadro la letra correspondiente. Dibuja cémo deberian se los frascos que corresponden a las tres
graficas sobrantes.

-
-
-
|/-d-'-d-

' O
WETRY:
-

. , 4

Volumen Volumen Volumen
* b, F Y
Altura Altura e /
]
Volumen Volumen Volumen



h) 4 .
Altura T [ Altura 1)

Volumen ' Volumen Volumen

Como haz visto, las relaciones entre dos conjuntos son variadas y generan diversas
representaciones graficas. Lineas rectas, curvas y demas formas.

Estas relaciones también generan modelos matematicos (Ecuaciones) y dieron origen,
a uno de los conceptos y herramienta mas fundamentales, el cual tiene aplicacion en
diferentes contextos, como el cientifico y el comercial. Este concepto se conoce como
Funcién.

En los siguientes apartados, conoceras sobre los modelos matematicos, la definicion
formal de este concepto-herramienta llamada funcién, otras formas graficas y demas
aspectos que se generan de estas relaciones.



6.1 Modelos matematicos

Determinemos el modelo matematico de algunas de las actividades que hemos desarrollado:

A) La venta y compra de gasolina en una determinada estacion.

El valor de la compra depende de los litros de gasolina. Lo que implicé que le correspondiera el
eje vertical a los valores de compray al eje horizontal a los litros de gasolina.

Consecuente con esto, designemos por la letra y < Los valores de compra

X & Los litros de gasolina

Lo siguiente es escribir en forma algebraica la operacién pertinente para obtener el valor de la
compra. Compra = 0,74 - Litros

Sustituyendo y =0,74 x

Si utilizamos la aplicacién GeoGerba, para localizar los puntos y graficar la ecuacion,
obtendremos una representacion como esta:

10

-2 2 4 6 3
Y =’00‘742x

2

De esta manera, verificamos que los puntos pertenecen a la grafica de la ecuacion.



B) La relacion entre el area de un cuadrado y la longitud de su lado
La férmula de area para un cuadrado es A = |2,

El &rea depende de la longitud del lado. Por lo tanto, el modelo matematico en
términos de x e y es:

y=x

EaS

26
24
22
20
13
16
14
12

lo

Y B %2




C) La relacion en el tiempo de construcciéon y el nUmero de obreros.

De lo que haz observado hasta hora.

Ndmero de Numero de
obreros meses
15 20
20 15
30 10
60 5
75 4

woll

120

1loo

20

60

40

20

Como se observa, existe una relacion
inversamente proporcional entre el tiempo de
construccion y el niumero de obreros.

La constante de proporcionalidad es 300 y se
obtiene multiplicando cualquiera de las parejas
de nameros.

El tiempo de construccion depende del nimero
de obreros y por presentarse una relacion
inversa el modelo matematico es:

¢, Qué entiendes por funcion?

40 60 30



6.2 Definicion

Una funcién v = f(x), es una relacién entre dos conjuntos de forma que a cada
elemento del conjunto inicial (variable independiente x) le corresponda un Unico
elemento del conjunto final (variable dependiente ).

Conjunto inicial Conjunto final
o dominio (Dx) o codominio (Cy)



7. Dominio y codominio a partir de la grafica

Toda funcién consta de un dominio y un codominio, cuyos elementos se generan del
modelo matematico, que representa la relacion entre las variables independiente y
dependiente. La determinacion tanto del dominio como el codominio, puede considerarse
como una competencia basica en cualquier curso de precalculo. Por lo tanto, determinarlos
desde el plano grafico, convierte el curso mas accesible y amigable para nuestros
estudiantes, produciendo mejores experiencias de aprendizaje.

Duracion: 5 dias

Objetivo Observaciones
e Determina si una grafica corresponde o | Para  determinar si  una gréfica
no, a una funcion. corresponde a wuna funcibn o no,

aplicamos el criterio de la recta vertical.
e Determina a partir de la grafica de una
funcién el dominio y el codominio.

Representacion gréfica

Tomando los valores x como abscisas y los correspondientes valores y como
ordenadas se obtienen una serie de puntos en el plano cartesiano. El conjunto

formado por todos estos puntos originara una linea recta o curva, que recibe el
nombre de gréfica de la funcion.
¢,Como determinamos el dominio y codominio de una funcion a partir de su gréfica?

Ejemplo 1: Una funcion f(x) es graficada y se obtiene la siguiente representacion:




¢, Como determinar el dominio y codominio a partir de la grafica?

Tracemos segmentos perpendiculares 6
del eje x a un punto de la grafica como 5
se observa en la Fig. 3.

¢ Cuantos valores del eje x guardan
relacion con la gréafica?

La gréfica corresponde a una recta y las

rectas se extienden hacia el infinito en
ambos sentidos.

Por lo tanto, Dx = R.

De igual forma apliguemos la misma técnica
para determinar el codominio.

¢,Cuantos valores del eje y guardan relaciéon 3
con la grafica?

Nuevamente podemos observar que todos sus

valores. Por lo tanto, Cy = R.

n
i
[
[N}
o
[N}
w
ES

/

Ejemplo 2: Una funcién f(x) es graficada y se obtiene la siguiente representacion:




La gréfica en este caso resulta una parabola con vértice (2, 1). Aplicando la técnica

anterior tenemos lo siguiente:

Como toda parabola se abre hacia
el infinito, todos los valores de eje

X se relacionan con la gréfica. Por

lo tanto, Dx = R.

V(21)

Como podemos observar en la Fig. 7,
los valores del eje y que se
relacionan con la gréafica, van de 1
hacia arriba. Por lo tanto, Cy=[1, o).

Lo otro que se observa, es que los
valores del eje y > 1 se relacionan
con dos puntos de la gréfica, lo que
implicaque alosy>1les
corresponden dos valores del gje X,
relacién que cumple con la definiciéon
de funcion.

¢Por que -

=

«w

Observacion: La finalidad de compatrtir esta técnica, no es para que se
apligue de igual forma, sino mas bien es una orientacion para determinar
tanto el dominio como el codominio a través de la visualizacion.



Ejercicios resueltos

A. Identifica cuales de las siguientes graficas corresponden a una funcién. Escribe si
0 no en el respectivo recuadro:

I

Si

D= R D«=R

Cy=[0, ) c,=R
~ )5~



Dx =[2, )
Cy=10, )

sz
c,=R

o = N w n w

5
V(0 4)
3
.
- 2 1 4} 1 3 4 5
-1
-2
D,=R
Cy= (-0, 4]
3
Dy=R
Cy=[0, x)
¥
A
5 -+
_:5 .O + 5 > X
Dx = (-0, -3] U [3, o)
Cy=[0, x)
5
4
2
1
0
1 0 1 2 3 4
-
2
Dy =1[-3, 3]
Cy=10, 3]

'
4

D,=R
Cy= {4}
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D, =
X Cy: (_oo’ 4]
Cy= (-, 2) U {5} U (7, =)
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AY c
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2 2
X
B L=t I A L
i1 1 I T J__;x _.8 _6._4_2 ]
-4 2 | 2 4 St
21 —af
P > i
-4+ &
b _8 =
Dx = R Dx :R
Cy=1{3,-1, 2} Cy= (-0, -2) U [0, 5]

Dy = R
c,= R* =[0,00)



Actividad de afianzamiento 1

A. Identifica cuales de las siguientes gréficas corresponden a una funcién. Escribe
sio
no en el respectivo recuadro:

y ¥
B 9 ot
5 8 sl
4 P M
5 61
3 1 L
g 31+
2 2 sl
1 1 14+
t+ + —t—t—t>
0 9 € 1 -3 -2 1 3 4 6 7 9 9 6 4 -3 -2 4+ 1 2 3 4 6 X9
-2 1 0 1 2 4 5 [ ol
-1 3 ol
-2 4 4t
5 54
-3 5 st
-4 s eyl
9 o4
y
94
54
2 oy s
64
0 54
5 -4 3 -2 1 0 1 2 44
3 3
-2 24
1 2
......... ey
4 98765432 1123456789 1
Iy :‘47 4 3 2 1 0 1 2 3 4
- -1
64
8
o]
¥

B. Determina el dominio y el codominio a partir de la informacion grafica:

s
-~

.
O\e
o - N 14

-1
-1
-2
-2
-3
-4 -3
-4
Dx =
Dx =
Cy=
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Vi(2-1)
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Dx =

@~ © 0 ® N O

\

Cy=

6543210%667

V(-3,5)

Dy =

M~ © W MmN O

Cy=

7
6
5
4
3
2
1

O

6 5 -4 -3 -2 -1

-7

< @ N @ O ~—

Dy =

Cy=

7 8 5 -4 -3 2 -1

-8

<t o AN o~ O
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2 3 456 7 89
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Dy =

~ o0  ® & — O

-1

5 -4 -3 -2

Cy=

Dx =

7————

AY

Dx

Cy=

Cy=
4




Parcial 1

Fecha:
12° Total de puntos: 36
Estudiante: Puntos obtenidos:

|_ Identifica cuales de las siguientes gréaficas corresponden a una funcién. Escribe si
0 no en el respectivo recuadro: (12 ptos.)

. N 6
[ g
5 5 5
+ 6 4
3 5 s
1]
z 2 )
1 2
8 1 1
7 & 5 4 3 =2 4 o 1 2 3 a4 & & 7 T 1 ! ! e o
9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 - X g 56 7 8
- 111 T 131 v 7 8 |5 4 3 2 A o 1z
2 ;_ 1
a3 1
5
4 64
(84
2
L
8
5
ol
4
s
4 3
¥ 2
i 1
N 0
0
s @ J & § & 3 2 4 & 1 2 3 4 5 3 - 4 3 2 1 o 1 2 3 4 5 6
1 4
2 2
o
-3
n
1 -4

Il_Determina el dominio y el codominio a partir de la informacion grafica:
(24 ptos.)

W\N,;mm
o = N oW B O

\/ (4,-3)

A b A4
w




Dx =
Cy=

10

V (-4,5)

o~ - o

- @ & o«

R

Dx =
Cy=



8. Funcion Lineal

Duracion: 5 dias

Objetivo Observaciones

e Grafica de forma manual y rapida, una | Aunque los objetivos explicitan graficar sin
funcion linealy =mx + b,conm=1A 0 con un minimo de célculos previos, se
b + 0, sin efectuar calculos. debe ensefar y permitir la construccion de
tablas de valores, de existir la necesidad
e Grafica de forma manual y rapida, una | por algun estudiante.
funcién lineal y = mx + b, con m # 1,
m # 0 A b #0, determinando solo el
corte en el eje de las abscisas x.

e Reconoce que toda funcion lineal y
=mx + b, con m # 0 implica un
Dx=Cy=R.

e Reconoce que toda funcion lineal vy
=mx+b,conm=0ADb#0 implica un
Dx=R,yunCy=h.




Las funciones lineales se representan graficamente mediante rectas.

En la siguiente figura se representan graficamente dos funciones lineales:
Yy=x+1, Yy=Xx+3.

Fig. 1

Observa los detalles de la figura y responde lo siguiente:
¢Donde corta y = x + 1 al eje y?
¢Donde corta y = x + 1 al eje x?
¢Dobnde corta y = x + 3 al eje y?

¢Donde corta y = x + 3 al eje x?
A partir de estos datos, ¢Donde crees que cortaria y = x + 2, ambos ejes?
Ejeyen

Eje x en

Completa la figurade arribay traza y=x+2, y=Xx+4, Yy=X+5.



Observa las siguientes representaciones graficas:

y=x-1 Yy=x-4

5 6 7 8
Fig. 2
Nuevamente determina donde cada una de las siguientes funciones, corta a los ejes,
y traza en la misma figura. y=x-2 yYy=x-3 Yy=x-5.

Observa la relacion entre las siguientes rectas:

Y = 3X 41

¢,Qué tienen en comun?

¢, Qué sucede cuando el coeficiente de la variable independiente x aumenta?

N



Esta inclinacion que se observa a medida que aumenta el coeficiente de la variable
independiente x, se denomina pendiente de la recta y el valor independiente (en este
caso 1) es el punto donde la recta interseca al eje y. Por lo tanto, la forma general de
la funcién lineales y = mx + b 0 f(x) = mx + b. Donde m es la pendiente y b el
punto donde la recta interseca el eje y, conocido también como ordenada en el
origen.

Observa el siguiente grupo de rectas:

£3.43° AB3.43°

<

¢, Qué tienen en comun?
¢ Esta condicion en qué las convierte?
En rectas pa- -las.

Recapitulando, a partir de lo observado podemos determinar que una funcion y =
mx + b, con m =1 A b #0, interseca al eje y en b e interseca al eje x en -b, como
se observa en las figuras 1y 2.

Una funcién y = mx + b, con m#0, m#1 A b #0, interseca al eje y en b.

¢En qué punto intersecara al eje x?
Sencillo.

¢Cual es el valor de la variable y, en el punto de interseccion de la recta con el eje

x?
Cero.
Por lo tanto, solo sustituimos este valor en la variable v, y despejamos la variable x.



Dada una funcioén:

-b

y =mx + b, con m#0, m#¥1 Ab#0,siy=0 =0=mx+b= — =X
Ejemplo: Represente graficamente la funcion y = 3x + 2.

0=3x+2

-2

_— x

3

5 4 3 2 3

Traza en esta misma figura las rectas correspondientes a: y = 2x + 5, Yy =4X - 2.



Actividad de afianzamiento 2

Grafica las siguientes funciones en el plano cartesiano: y = x + 6, y = x +
7,y=X-6,y=X-7,y=5,y=-4,y:3X+4,y=2X+3,y=4X—3,y=
4X -5 Y=3X+2,Yy=-X-2,y=-X+1

e,




8.1 Dominio y codominio a parir de la forma algebraica

A partir de la grafica de una funcion lineal hemos determinado que:

a) Unafunciony=mx+b,conm=0Ab#0=y=b=Dx=RACy=h.

Cuando la funcion lineal cumple con esta condicion, se dice que la funcidn es constante.
b) Una funcibny = mx + b, conm #0 = Dx=R A Cy = R.

¢, Como verificar este dominio y codominio, a partir de la forma algebraica?

Ejemplo: Analicemos la forma algebraica de la funcion lineal y = 3x + 2.

Primero determinemos el dominio, lo que nos indica la forma algebraica es que los
valores x son multiplicados por 3.

¢, Habra alguan valor que no pueda ser multiplicado por 3?

Claro que no, por lo tanto, el Dx = R.

Ahora determinemos el codominio.

Recordemos, que el codominio es el conjunto de salida de todos los valores que se
puedan generar, en este caso especifico de la expresion 3x + 2.

Podemos determinar el codominio respondiendo correctamente la siguiente pregunta:
¢,De la expresion 3x + 2, se podran generar todos los numeros reales?

Los nimeros reales implica: nUmeros enteros, racionales e irracionales.
Completemos la siguiente tabla, determinando el valor de x correspondiente al valor

especifico de y.

Valor de Valor de
salida Verificacion en la forma algebraica entrada
v X
¢, Qué valor multiplico por 3 para que sumado 2 resulte cero?

L T2 -2\ _
Facil 5 Porque 3 ( . ) = -2
Verifiguemos:
—2
0 =3X + 2 -
Y 3
-2
y=3(3)+2
Yy=-2+2
Y=o




Valor de

Valor de
salida Verificacion en la forma algebraica entrada
v X
¢, Qué valor multiplico por 3 para que sumado 2 resulte uno?
Seria _?1 porque 3 (_?1) =-1
Verifiguemos:
Y=3X+2
. y=3(3)+2 -1
Y=-1+2
V=1
¢, Qué valor multiplico por 3 para que sumado 2 resulte -1?
Seria -1 porque 3(—1) = —3
Verifiguemos:
Y=3X +2
y=3(-1)+2
Yy=-3+2
1 -1
Y =-1




4
¢, Qué valor multiplico por 3 para que sumado 2 resulte E ?
Primero: ¢ Cuantos quintos hay en 2?
5 10
Hay 2 (—) = —
y 5 5
., —6 -6 6
Por lo tanto, seria — porque 3 (—) = —=
35 15 5
Verifiqguemos:
Y=3X+2
4 —6
5 15
-6
y=3(%)+2
——E+2
V="3
4
L
Valor de Valor de
salida Verificacion en la forma algebraica entrada
v X
¢, Qué valor multiplico por 3 para que sumado 2 resulte \/i’?
V2-2 V2-2
Seria ( 3 ) porque 3 (T) =v2-2
NG Verifiquemos: \/E — 2
Y=3X+2 3
y=3(%2)+2




y=v2—-2+2

v =v2

11

B w




En definitiva, si el Dx = R.
¢ Habréa alguan valor que no se pueda generar de la expresion 3x + 27

En general, toda funcion lineal y = mx + b, con m #o0, tendrd un Dx =Ry un Cy =R.



Parcial 2

Fecha:
12° Total de puntos: 24
Estudiante: Puntos obtenidos:

Grafica las siguientes funciones, escribiendo junto a cada gréfica su
respectiva forma algebraica. y=x+2, y=x+6,y=x-3, y=x-5 y=5
Y=-4,Y=3X+4,Y=2X+3,Y=4X-7,Y=4X-6,Yy=3X+7,Y=-X-3.
Observacion: Anote los calculos auxiliares, de los casos que los requieren.




9. Funcidon Cuadratica

Duracion: 8 dias

Objetivo

Observaciones

e Utiliza GeoGebra para verificar la
correspondencia entre la ecuaciony la
grafica de una funcion cuadratica
y = ax?+ bx + ¢. La Anchura (variacion
del coeficiente a), concavidad (signo
de a), ordenada en el origen (valor de
c). Desde su forma canonica
y = a(x — h)? + k, verifica la traslacion
horizontal (variacion en h), traslacion
vertical (variacion en k).

e Grafica de forma manual una funcion
cuadratica, determinando algunos
puntos especiales (vértice, ordenada
en el origen, interseccién con el gje X,
un par de puntos cualesquiera)

e Determina la ecuacion de funciones
lineales o cuadraticas a partir de la
informacién  grafica  presentada,
aplicando la forma general de una
funcidn lineal y la forma canoénica de
una funcién cuadrética.

Es necesario que el docente, conozca
como se ejecuta GeoGebra en su app para
celulares, debido que este es el
dispositivo, con el que mayor cuenta los
estudiantes.




Toda funcion cuadratica de la forma y = ax? + bx + ¢, con a # 0, se representa
graficamente mediante una parabola.

Ejemplo 1: La representacion grafica de y = x> — 6x + 5 es la siguiente:

Te ensefiaré como determinar estos puntos:

El punto C, no es mas que la ordenada en el origen, que como en el caso de la funcion
lineal es igual al término independiente en la ecuacion, que en este caso es 5.

Los puntos Ay B son los puntos donde interseca la parabola a eje x. Una curva corta al
eje x en y=0. Solo tenemos que resolver la ecuacién que resulta cuando hacemos y = 0.

0= x2—6x+5
0=((x-5x-1)
x1:5, x2=1

Como la parabola corta al eje x en 1y en 5, es conveniente determinar la respectiva
imagen de los valores que estan a 2 posiciones tanto a la izquierda como derecha de
1y de 5 respectivamente para tener una forma grafica mas precisa de la parabola.
En este caso serian -1y 7. Para esto solo sustituimos estos valores en la ecuacion:

y=x-=5x-1)
y=(-1-5(-1-1)
y =(=6)(-2)

y=1



y=7-507-1)
y =(2)(6)
y =12

Podemos organizar estos resultados en una tabla:

X -1 7

Y 12 12

¢Porqué al -1y al 7 les corresponde la misma imagen?

Luego, para determinar el vértice con coordenadas (h, k), aplicamos las siguientes
férmulas:

_—b_=-(=6) _6_
T 2a 20D _2_3

2 _\2
k=L o5 O _5_30_ 4
4a 4(1) 4

Por los que las coordenadas del vértice son: (3, —4)

Hay otra forma de determinar el vértice:

La expresion x? — 6X + 5 es facilmente factorizable, pero no posee cuadrado perfecto.
Obtengamos un trinomio cuadrado perfecto a partir de la expresion:
X2—B6X+5=x2-6X+9-9+5=x2-6X+9-4=(x—-3)2-4

Porlotanto y=x?-6X+5=y=(x-3)?-4

Esta ultima expresién, nos ofrece las coordenadas del vértice y se denomina forma
canonica de la funcién. Su modelizacién es: y = a(x — h)? + k.

Ejemplo 2: Dada la funcién y = —x? - 6x -5

Determinemos los puntos importantes para la grafica:
0= —x?>—6x—5
0= —(x*+6x+5)



0=—(x+5x+1)

0=@+5x+1)

V(-3, 4)

@ o™~ - o

-12

-12

Localizamos los puntos:

'd

¢Por qué

e

|

-
/)
/

"4
5
g
-

b

esta parabola
abre hacia
abajo



La representacion gréfica de la funcion

y = x? es la siguiente:

Observa y analiza las siguientes figuras:

¢, Qué relacion existe entre
el coeficiente de la x? y la
representacion gréafica?

¢Las 3 parabolas tienen la misma anchura?

¢ Qué sucede cuando a la x? se le suma
2 y 4 respectivamente?

¢, Cual seria la representacion gréfica de
y=x>-1y y =x?+5, respectivamente?




1

¢Las parabolas tienen la misma anchura? "

¢, Qué funciones representarian el desplazo
de y = x?, 4 unidades hacia la derecha

y 3 unidades hacia la izquierda, 53 ; :
respectivamente? 4

En general:
Si consideramos a m un namero real positivo, los desplazamientos vertical
y horizontal en la gréfica de y = a(x — h)? + k estan representados como sigue.

v' Desplazamiento vertical 1 unidades hacia arriba: y =a(x—h)? +k+ n

v' Desplazamiento vertical 1 unidades hacia abajo: y = a(x —h)> +k—-n

v' Desplazamiento horizontal n unidades a la derecha: y = a(x —h — n)? + k
v

Desplazamiento horizontal 1 unidades a la izquierda: y = a(x —h + n)? + k

Estas relaciones podemos verificarlas facilmente, a través de la implementacion de la
aplicacion GeoGebra https://www.geogebra.org/m/tnfMxTqV.



https://www.geogebra.org/m/tnfMxTqV

Actividad de afianzamiento 3

1. Grafique de forma manual cada una de las siguientes funciones, determinando el
dominio como el codominio:
a) y=x2+8X+7
b) y=x>-3X-10
C) y=-(x—42+5
d y=-—2x2-8X-6

2. Determine las ecuaciones que desplazan a y = x?> — 6X + 4 una unidad hacia

arriba y dos unidades hacia la izquierda. Luego verifique graficando este grupo de
tres pardbolas con GeoGebra.

3. Escriba la forma algebraica de la funcion.
Complete la siguiente informacién:

@ M @ 0

o - w W

(8]

O = N W &

'
-




Actividad de afianzamiento 4

1. Escriba la forma algebraica de la funcion:

(N}
w
IS
@




2. Asociar la representacion grafica de la funcidn, con su respectiva forma algebraica.
Coloque en el recuadro indicado en cada gréfica la letra que corresponde a su
respectiva funcion:

A y=x2+1 C. y=2x*+1 E. y=—x2+2X+3

D. y=2x>-4X+4 F. y=0,25x>+1

2_4X +4




Actividad de afianzamiento 5

|_Grafique la funcién y = x? — 2x — 3 determinando tanto su dominio como codominio.




lI_Dada la funcién y = x2 — 8x + 7 determine las funciones que representen su
desplazamiento:

a) 2 unidades hacia la izquierda:

b) 3 unidades hacia la derecha:

¢) 5 unidades hacia arriba:

d) 4 unidades hacia abajo:

Ill_ Escriba la forma algebraica de la funcion. Complete la siguiente informacion:




Parcial 3

Fecha:
12° Total de puntos: 30
Estudiante: Puntos obtenidos:

|_Grafique la funcién y = x? — 2x — 8, determine tanto su dominio como codominio.
(10 ptos.)




ll_Dada la funcién y = x2 — 2x + 3 determine las funciones que representen su
desplazamiento: (8 ptos.)

a) 3 unidades hacia la izquierda:

b) 4 unidades hacia la derecha:

c) 6 unidades hacia arriba:

d) 5 unidades hacia abajo:

[ll_ Escriba la forma algebraica de la funcion. Complete la siguiente informacion: (12 ptos)




10. Argumentacion escrita

Duracion: 5 dias

Objetivo

Observaciones

e Determina y argumenta de forma
escrita, las diferencias existentes
entre grupos de funciones del mismo
tipo, ya sea desde su representacion
grafica o algebraica.

La argumentacion escrita, es una de las
competencias mateméaticas menos forjada
en la educacion media. Por lo tanto, esta
es una actividad para obtener el mayor
beneficio académico posible.

Desde la experiencia, recomiendo
desarrollarla, aplicando los siguientes
pasos:

e El docente orienta de la forma mas

explicita posible las
entrega la actividad.

indicaciones y

e Se establece, que se considerard como

una nota de apreciacion

e Una vez entregada por los estudiantes.

El docente corregira por escrito aquellas
argumentaciones que comunican una
idea aceptable, pero sin el lenguaje
apropiado.
En el apartado de anexos presento
ejemplos.

e La actividad corregida es entregada

nuevamente y se les indica, que desde
otro enfoque, determinen que otra figura
del grupo de cuatro es diferente al resto.
Pero que esta vez mejoren la
argumentacion matematica,
profundizando en la teoria pertinente,
leyendo nuevamente el material,
apuntes o informacion en la internet.




Evaluacion formativa

Estudiante:

Fecha: 12°

¢, Cudl no pertenece?
Pasos a seguir:

v Luego, identifica que figura no guarda relacion con el resto.
v Y escribe tu argumento en el espacio indicado.

v" Observa con detenimiento los siguientes grupos de 4 figuras.

Fig. 2




©

y=2x2+3x+3

©
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Lea sobre:
1. Rectas paralelas
2. Rectas secantes

3. Rectas perpendiculares
4. Pendiente de una recta
Luego mejore su
argumentacion.

Enfoquese en cada
pareja de parabolay
recta. Observe una
diferencia del resto de
las parejas y luego
expliquelo de forma
matematica.

Lea sobre las funciones
cuadraticas, que
determina:

1. El signo como el valor
absoluto del coeficiente
de la x2.

2. Que valoren la
ecuacion determina la
ordenada en el origen.

Lea sobre las funciones
lineales, que determina:
1. El coeficiente de la x.
2. Que valorenla
ecuacion determina la
ordenada en el origen.




