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Voces de estudiantes en clase de geometria y su
potencial para desarrollar el discurso en el aula

Students voices in geometry classroom and its potential
in the development of classroom discourse
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Resumen: Presentamos el analisis de expresiones verbales de estudiantes
de Educacion Basica secundaria, en interaccion comunicativa en una clase de
geometria sobre semejanza de tridangulos, usando rasgos propios del discur-
so matematico. Adoptamos una estrategia investigativa “basada en practicas
usuales’, con el objetivo de contrastar la hipotesis que teniamos, segun la cual
las verbalizaciones de los estudiantes en el aula de matematicas suelen no
ser Utiles para el desarrollo del respectivo discurso, debido a rasgos intrinsecos
de esas intervenciones. La hipotesis no se sostiene pues encontramos voces de
estudiantes que tienen un potencial considerable para impulsar el discurso.
Sin embargo, no siempre son aprovechadas por el profesor, quiza debido a
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una gestion que tiene como prioridad lograr la intervencion de los estudiantes
a costa de ejercer su papel de lider del discurso.

Palabras clave: voz matemdtica del estudiante, discurso matemadtico, enfoque
comunicacional

Abstract: We present, using features of mathematical discourse, an analysis of
eighth grade, Middle School, students’ verbal expressions, found in the commu-
nicative interaction that took place during a geometry class about similar triangles.
We adopt a research strategy ‘based on usual practices’, with the objective of
contrasting the hypothesis we had: students’ verbal utterances in a mathematics
class are not usually useful for the development of the respective discourse, due
to intrinsic features of those interventions. Our hypothesis does not hold because
we found student voices that have considerable potential to boost mathematical
discourse. However, these are not always taken advantage of by the teacher,
perhaps due to a classroom management that prioritizes achieving student inter-
vention at the cost of exercising the role of discourse leader.

Keywords: student mathematical voice, mathematical discourse, communica-
tional approach

1. INTRODUCCION

Las tendencias curriculares actuales promulgan que la ensefnanza debe propor-
cionar oportunidades para dar sentido a las matematicas a traves del discurso
(NCTM, 1989; MEN, 1998); aceptan que aprender matematicas es una actividad
sociocultural; y le apuestan a que el discurso en el aula mejora la comprension
compartida y el nuevo discernimiento. En ese marco, el desarrollo de la Educa-
cion en Colombia, en los ultimos 25 anos, ha influido para que la ensenanza
tradicional en el aula (i.e, exposicién del profesor y ejercitacién del estudiante),
descrita en la literatura (e.g, Gregg, 1995; Gates y Vistro-Yu, 2003), haya dado
paso a una en la que, grosso modo, el desarrollo de los temas se hace mediado
por tareas asignadas a los estudiantes, cuyas respuestas se exponen ante todo
el grupo en intercambios principalmente orales. Asi, en la actualidad no es raro
encontrar aulas de matematicas en las que los estudiantes hablan entre ellos y
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con el profesor sobre asuntos matematicos implicados en las tareas que realizan
(e.g, Forero-Saenz, 2008; Jiménez et al, 2010; Sfard, 2015). Frente a esta realidad,
cabe preguntarse si las contribuciones de los estudiantes desempenan o pueden
desempenar un papel relevante en el aprendizaje de las matematicas en el aula.

En calidad de hipoétesis inicial, en un proyecto desarrollado en 2018° formu-
lamos nuestro problema de investigacion asi: rara vez las intervenciones de los
estudiantes en clase de matematicas del nivel de educacion basica y media son
realmente Utiles para avanzar en el desarrollo del tema matematico que se
estudia pues suelen exponer ideas incompletas, confusas y no articuladas al
intercambio verbal en el que se presentan. Nuestro objetivo investigativo fue
contrastar tal hipdtesis examinando dinamicas discursivas en diversas clases de
geometria. Buscamos lo que denominamos voces de estudiantes, argumentamos
por qué las consideramos voces, describimos algunos de sus rasgos a la luz del
enfoque que propone Sfard (2008a) y examinamos su potencial para avanzar
en el aprendizaje.

En este articulo presentamos ejemplos de expresiones verbales de estudian-
tes de 12-14 anos, surgidas en un episodio de interaccion comunicativa cuando
el profesor les pidi¢ determinar si dos poligonos particulares dados son seme-
jantes. Estas voces son ejemplos de la evidencia que nos permite afirmar que
nuestra hipotesis no se sostiene tal cual, pues son expresiones que si tienen un
potencial considerable para impulsar el discurso. Sugerimos que, quiza debido
a que la gestion del profesor prioriza la amplia participacion de los estudiantes
sobre su papel como lider del discurso, no siempre las voces son aprovechadas
por el profesor.

2. MARCO TEORICO

La fundamentacion conceptual del estudio proviene del campo investigativo
Lenguaje en la Educacion Matemdtica 'y particularmente de la linea “matema-
ticas como discurso y discurso matematico” (Radford y Barwell, 2016), con foco
en expresiones de los estudiantes surgidas en interacciones comunicativas en
el aula. Diversos trabajos se enmarcan en la linea mencionada. Por ejemplo:
Clarke et al (2013) se interesan por las ocasiones que tienen los estudiantes de

> El proyecto de investigacion, Voces de los estudiantes en la clase de geometria, fue desarrollado por
el grupo Aprendizaje y Ensefianza de la Geometria de la Universidad Pedagogica Nacional (Colombia).
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escuchary decir términos matematicos; Esmonde y Langer-Osuna (2013) y Jung
y Shiitte (2018) se centran en la busqueda de estrategias de ensefanza para
favorecer la participacion discursiva de los estudiantes en condiciones de equi-
dad; Kaur (2013) e Ingram et al. (2019) examinan la expresion publica de los
estudiantes, buscando que ellos compartan sus pensamientos con sus compa-
fieros con apoyo del profesor o autébnomamente. En nuestro trabajo nos centra-
mos en rasgos discursivos de la comunicacion de contenidos matematicos
especificos, linea en la que se ubica la elaboracion tedrica seminal de la inves-
tigadora Anna Sfard.

2.1 DISCURSO MATEMATICO Y APRENDER MATEMATICAS

En el enfoque que propone Sfard, la comunicaciéon esta en el corazon de la
educacion dado que ‘la necesidad de comunicacion es la primera fuerza con-
ductora tras todos los procesos cognitivos humanos” (Sfard, 2008b, p. 71), y el
pensamiento se conceptualiza como una forma de comunicacion con uno mis-
mo (Sfard, 2008b). Aqui “comunicacion” refiere al uso y produccion de recursos
con la intencion de que un interlocutor, que puede ser el mismo hablante,
reaccione de una cierta manera (Sfard, 2008¢).

Entendemos que los actos comunicativos son ‘intentos para comprometer a
los miembros de una comunidad en actividades indispensables para satisfacer
las necesidades humanas, desde las mas primitivas y fundamentales para sobre-
vivir hasta las necesidades culturales mas avanzadas y complejas’ (Sfard, 2008b
p. 77). Asi, es natural que distintas comunidades tengan distintas maneras de
comunicarse. Sfard denomina discurso a una forma diferenciada de comunica-
cion que agrupa a algunos individuos y deja por fuera a otros. Cualquier socie-
dad humana se puede dividir en comunidades de discurso que se solapan
parcialmente. La membrecia a una comunidad de discurso se gana participan-
do en actividades de comunicacién de cualquier colectivo que practique ese
discurso, sin importar qué tan pequeno sea (Sfard, 2008d).

En nuestro estudio, la comunidad de discurso matematico esta conformada
por profesor, estudiantes del curso en cuestion y observadores externos no par-
ticipantes que estuvieron presentes en las clases durante las que se desarroll6
la tematica poligonos semejantes; el discurso matematico de la clase esta cons-
tituido por las actividades de comunicacién en esta comunidad, en el espacio y
tiempo de la observacion.
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Haciendo eco a Sfard (2014), vemos las matematicas como una actividad de
contar cierto tipo de relatos y, por tanto, como un discurso, distinguible de otros
mediante cuatro rasgos externos: vocabulario, mediadores visuales, rutinas y
narrativas aceptadas. Ademas, entendemos que aprender matemdticas es “el
proceso de cambiar de cierta manera, bien definida, las formas discursivas pro-
pias” (Sfard, 2008e, p. 44). Esto implica, por una parte, ampliar el vocabulario,
construir nuevas rutinas y producir nuevas narrativas aceptadas, y, por otra
parte, hacer cambios en |as reglas sobre el discurso. Significa que “algunas tareas
familiares como, por ejemplo, definir una palabra o identificar figuras geométri-
cas, se haran ahora de una manera diferente, no familiar’ (Sfard, 2008d, p. 256).

Enseguida, unas palabras sobre los rasgos externos del discurso matematico
escolar:

Vocabulario y su uso: refiere principalmente a las palabras clave —en geo-
metria, por ejemplo, las relativas a formas de objetos geométricos y a relaciones
entre estos—y al uso de ellas de acuerdo con las definiciones dadas o las reglas
dictadas por la respectiva comunidad de discurso matematico, en este caso, la
escolar. Algunas palabras clave del discurso matematico son exclusivas de este
(e.g, “homotecia”), y otras hacen parte del repertorio de discursos coloquiales
(e.g, “semejanza”); en el sequndo caso, aprender requerird pasar del uso cotidia-
no al uso especializado. Tal como lo sefala Sfard (2008d), el uso del vocabula-
rio es un asunto muy importante porque, siendo equivalente a lo que otros
llaman ‘significado del término, es responsable de lo que el usuario puede decir
sobre (y ver en) el mundo.

Mediador visual y su uso: es un objeto visible sobre el que se opera 'y que
hace parte integral del acto de comunicary de los procesos de pensamiento; no
es un mero recurso auxiliar para expresar el pensamiento preexistente (Sfard,
2007). Es un medio con el que quien participa en un discurso matematico iden-
tifica el objeto de su conversaciéon y coordina su comunicacion (e.g, las etique-
tas literales asignadas a los vértices de un poligono son mediadores visuales
para referirse a un angulo o lado particular del poligono). Los mediadores
visuales especializados tienen formas de uso especializadas (e.g, para referir,
eliminando ambigliedad, a un determinado angulo, la etiqueta del vértice debe
nombrarse entre las otras dos letras que identifican un punto en cada lado).

Rutina: “una rutina realizada en una situacion de tarea dada por una perso-
na dada es la tarea, como la entiende el realizador, junto con el procedimiento
que siguio para realizar la tarea” (Lavie, Stein y Sfard, 2019, p. 161). Una situacion
de tarea refiere a un escenario en el que una persona se siente obligada a hacer
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algo; puede estar creada, intencionalmente o no, como invitacién a una cierta
clase de accién. Una tarea como la entiende el realizador es el conjunto de todos
los rasgos caracteristicos de eventos precedentes que la persona considera que
requieren replicacion. Un procedimiento implementado por el realizador de una
farea en respuesta a una situacion de tarea dada es la prescripcion para la accion
que se ajusta a la realizacion actual y también a aquellas en las que estd mode-
lado, es decir, no es una réplica perfecta de la acciéon precedente sino una réplica
selectiva —preserva unos aspectos de la realizacién anterior y cambia otros-.

Narrativa: es cualquier secuencia de verbalizaciones, escrita u oral, que descri-
be un objeto, establece una relacion entre objetos o narra un proceso relativo a
objetos, y esta sujeta a aceptacion o rechazo con la ayuda de procedimientos de
justificacion especificos del discurso; una narrativa aceptada se etiqueta usual-
mente como verdadera (Sfard, 2008d). En el discurso matematico especializado,
es habitual presentar las narrativas aceptadas como si se refirieran a entidades
que existen en el mundo, de manera objetiva, e independiente de la accion huma-
na; este proceso conocido como objetificacion incluye dos movimientos discursivos
estrechamente relacionados, que ocurren por separado: reificacion y alienacion
(Sfard, 2008d). “La reificacion es el acto de remplazar oraciones sobre procesos y
acciones con proposiciones sobre estados y objetos” (Sfard, 2008d, p. 44); esto
implica remplazar verbos por sustantivos. La alienacion es el acto de “usar formas
discursivas que presentan los fenémenos de una manera impersonal, como si
ocurrieran por si mismos, sin la participacion del ser humano” (Sfard, 2008d, p.
295). Por ejemplo, un relato impersonal sobre el procedimiento sequido para
determinar si se cumplen las condiciones de la definicion de poligonos semejan-
tes para un caso particular ejemplificaria una narrativa no objetificada por no ser
reificada. En el mismo contexto, ‘La semejanza de esos dos poligonos es indecidi-
ble” es un ejemplo de narrativa objetificada (con el sustantivo “semejanza” se habla
de una relacion entre dos objetos) y alienada (es una oracion atemporal en la que
no hay asomo de la agencia humana).

2.2 VOZ MATEMATICA DEL ESTUDIANTE
Aqui nos enfocamos en las verbalizaciones de los estudiantes que consideramos
voz matematica, debido al papel importante que desempenan o pueden desem-

penar en el desarrollo del discurso matematico del aula. Denominamos voz
matemadtica del estudiante (en adelante, voz del estudiante) a la expresién oral,
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escrita o gestual, auténtica e inteligible, emitida por el estudiante en interaccion
con el profesor u otros estudiantes, para comunicarse (con la intencion® de
exponer una idea, presentar una inquietud, preguntar, objetar, etc) sobre un
asunto matematico acerca del cual versa la clase. El adjetivo “auténtica” preten-
de destacar el caracter no impostado de la expresion, que permite reconocerla
como “propia” de quien la emite y en la que se identifica un compromiso per-
sonal. El adjetivo “inteligible” quiere aclarar que la expresion es interpretable por
quien la recibe.

2.3 DEFINICION DE POLIGONOS SEMEJANTES Y UNO DE SUS USOS

Un andlisis de la definicion dada’ en la clase puede aportar elementos para el
analisis de las voces que aqui se consideran. La definicion enuncia que:

‘Dos poligonos convexos son semejantes siy solamente si existe una corresponden-
cia biunivoca entre sus vértices, tal que:

los angulos correspondientes tienen igual medida,

las razones entre las longitudes de los lados correspondientes son iguales.”

La narrativa, expresada en calidad de definicion, plantea un enunciado bicon-
dicional mediante el uso del término logico ‘si y solamente si".

Asi, para alguna correspondencia biunivoca entre vértices de dos poligonos
convexos, los dos enunciados condicionales refieren a relaciones reciprocas de
dependencia entre la relacion geomeétrica “ser semejantes’ (en pares de poligo-
nos convexos) y la conjuncion de otras dos relaciones geométricas: “tener la
misma medida’ (en pares de angulos correspondientes) y “ser iguales’ (en pares
de razones de medidas de longitud de lados correspondientes). Por tanto, los
dos enunciados condicionales permiten respaldar dos procedimientos matema-
ticos, respectivamente: uno, dados dos poligonos convexos semejantes, determi-
nar los atributos que tienen los angulos y los lados correspondientes de los dos
poligonos; dos, dados dos poligonos convexos, inferir si son semejantes

® Las intenciones comunicativas pocas veces se hacen explicitas, pero usualmente son rastreables
mediante pistas comunicativas en el contexto de una interaccion.

7 Nos cefiimos a la definicion dada por el profesor, dejando de lado la formulacién que preferimos
(e.g, la condicion relativa a los angulos, la formulariamos asi: las medidas de amplitud de los angulos
correspondientes son iguales).
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examinando si los atributos de sus angulos y lados correspondientes tienen las
condiciones suficientes para ello.

Esta narrativa objetificada mediante la cual comienza a precisarse el uso
estandar del término poligonos convexos semejantes, para la comunidad de
discurso de nuestra aula, incluye varios vocablos especializados para los que el
profesor no hizo explicita mencion de cémo deberian entenderse. Entre ellos
destacamos tres. (i) “Poligono convexo’, término que refiere a los poligonos para
los cuales todos sus vértices, excepto los dos que determinan cualquiera de sus
lados, pertenecen al mismo semiplano respecto a la recta que contiene el lado
mencionado; (ii) “correspondencia biunivoca entre vértices de dos poligonos’,
término que refiere a un conjunto de pares ordenados de vértices de los poligo-
nos, en los que cada vértice de uno de los poligonos (el primero que se consi-
dera) tiene asociado uno y solo un vértice del otro poligono; (iii) “razon entre
longitudes’, término que refiere al cociente de dos medidas de longitud.

Respecto al enunciado condicional que permite decidir si dos poligonos son
semejantes, cabe esbozar dos asuntos que estan implicados y, por tanto, hacen
parte fundamental de “‘desempacar” (Selden y Selden, 1995) la narrativa: (i) la
correspondencia debe ser biunivoca, por tanto los dos poligonos deben tener el
mismo numero de vértices; (i) existen muchas correspondencias biunivocas posi-
bles entre los vértices de los dos poligonos y se debe escoger una que parezca
util para lo que se quiere; en este caso, una que forme pares de lados y angulos
con el mismo atributo cualitativo relativo en los dos poligonos (e.g, el par de lados
mas largos, el par de lados mas cortos, el par de angulos con igual amplitud, etc).

2.4 RASGOS DISCURSIVOS DE NUESTRA RESPUESTA A LA SITUACION DE TAREA
PROPUESTA

2.4.1 Nuestra rutina y algo mas

La situacion de tarea propuesta por el profesor incluye dos cuadrilateros no con-
vexos; pregunta si se podria decir que son semejantes atendiendo a las dos
caracteristicas que da la definicién. La tarea, tal como la entendemos, nos pone
dos requerimientos estrechamente relacionados pero distinguibles: (i) usar la defi-
nicion como guia para establecer un plan de accion para abordar la pregunta y
(ii) implementar el procedimiento puntual para responder la pregunta. En ese
sentido y con el propdsito de tener un referente amplio para analizar producciones
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de los estudiantes, presentamos un plan de accion (columna izquierda, Cuadro 1)
y los procedimientos genéricos asociados (columna derecha, Cuadro 1).

Cuadro 1. Plan de accién y procedimientos genéricos para resolver la situacion de tarea

Paso 1

Paso 2

Paso 3

Paso 4

Plan de accion genérico para abordar la
pregunta

Decidir si el caso particular es un elemento
del conjunto de objetos geométricos a los
que alude la definicién. Si no lo es, el uso
de la definicién no es pertinente; la res-
puesta es algo como: “No ha lugar’, termi-
nando asf el plan. Pero si lo es, procedemos
con el Paso 2.

Decidir si hay alguna correspondencia biu-
nivoca entre los veértices de los dos poligo-
nos que sea una buena candidata para
elegir. Si no se encuentra tal corresponden-
cia, un argumento centrado en el objeto
matematico ‘formas diferentes” es suficiente
para concluir que los poligonos dados no
son semejantes, y aqui terminaria el plan. Si
se encuentra, procedemos con el Paso 3.

Decidir si uno de los dos atributos (ie, relativo
a los lados o a los angulos), se cumple para
el caso particular. Si no se cumple, es sufi-
ciente un argumento que atienda al esque-
ma légico “negacién de una conjuncion’ (ie,
no se cumple la igualdad de las razones o
no se cumple la igualdad de las medidas de
los angulos) para concluir gue no son seme-
jantes, terminando aqui el plan. De lo contra-
rio, procedemos con el Paso 4.

Decidir si el otro atributo se cumple. Si no se
cumple, la conclusion es la no semejanza de
los dos poligonos en cuestion, y si se cumple,
la conclusion es la semejanza de aquellos.

Procedimiento genérico para responder la
pregunta

Examinar si son poligonos convexos, usan-
do la respectiva definicion.

Determinar si los poligonos tienen el mis-
mo numero de Vvértices. Si es asi, con base
en recursos visuales, poner en relacion la-
dos y angulos de las dos figuras de mane-
ra que se identifique (si la hay) una
correspondencia Util para examinar la se-
mejanza.

Determinar, por ejemplo, si las medidas de
amplitud de los angulos correspondientes
son iguales o no, con base en una compa-
racion de cantidades numéricas.

Determinar las razones de las medidas de
longitud de los lados correspondientes y
verificar si son o no iguales.

Nota: Si no se tiene informacion sobre las medidas de amplitud de los angulos o de la longitud
de los lados, la conclusion inmediata es que no se puede determinar si son 0 no semejantes.
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2.4.2 Vocabulario

Hay varios términos especializados involucrados al resolver la situacion de tarea.
En primer lugar, “angulos correspondientes’ y “lados correspondientes”. En ambos
casos, el uso pertinente de los términos se da con referencia a dos poligonos
cuyos veértices se han puesto en correspondencia biunivoca. En el caso de la
segunda condicion, encontramos dos términos especializados: “longitudes de los
lados correspondientes” y “razones entre las longitudes de los lados correspon-
dientes’, terminos que describen gradualmente el sujeto gramatical del cual se
predica en el enunciado. Haciendo eco a Duval (2017/2004, p. 139), vemos que
el encadenamiento de complementos del sustantivo “lados” es un indicador del
lenguaje matematico especializado, que contrasta con lo usual en la lengua
natural donde la operacion de descripcion rara vez va mas alla de usar un solo
complemento del sustantivo (e.g, razones de los lados).

2.4.3 Mediadores visuales

La imagen icdnica de los cuadrilateros (Imagen 1) que hace parte de la situacion
de tarea constituye el mediador visual obligado por cuanto expone el objeto al
que refiere la pregunta y al que debe referir la respuesta. De este mediador visual
cabe destacar dos rasgos que pueden influir considerablemente en el uso que
le den los estudiantes. (i) Ambas figuras tienen la misma posicion relativa con
respecto al marco donde se presentan, situacion que sugiere una cierta corres-
pondencia entre los vértices de los dos cuadrilateros y, por tanto, induce a su
uso con base en la mera percepcion inmediata. Sin desconocer el papel impres-
cindible de la percepcion en la eleccion de una correspondencia entre vértices,
existe un procedimiento que no depende de la posicién, que atiende al nimero
de veértices de cada figura 'y a la determinacion de pares de lados y de angulos
con el mismo atributo cualitativo relativo en los dos poligonos. (i) Las letras con
las que se designan los vértices de los poligonos tienen un tamano muy redu-
cido, condicion que dificulta su uso por parte de los estudiantes cuando hablan
desde sus puestos. Otros posibles mediadores visuales Utiles son las marcas
distintivas en angulos de las figuras para senalar elementos asociados por la
correspondencia que se identifica como la candidata mas adecuada para exa-
minar las condiciones de la definicion.
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Imagen 1. Cuadrilateros incluidos en la situacion de tarea

£

2.4.4 Narrativa

Nuestra narrativa de respuesta a la situacion de tarea es: “No es posible deter-
minar si los poligonos dados son semejantes usando la definicion, porque no
son convexos y ademads sin las medidas de amplitud de angulos y de longitud
de lados no es posible establecer si las igualdades a las que alude la definicion
se cumplen o no”. Es una narrativa objetificada en la que el objeto es el proce-
dimiento para determinar si dos poligonos dados son semejantes, del cual se
predica su no aplicabilidad para el caso particular dado; incluye ademas un
argumento mediante el cual la narrativa se puede aceptar como verdadera, dado
que obedece al manejo l6gico de una proposicion condicional como garantia:
si la condicion suficiente no se tiene, no es posible tener una conclusion res-
pecto a la condicién necesaria.

3. ASPECTOS METODOLOGICOS

Acorde con el propdsito de la investigacion se adoptd una estrategia investiga-
tiva “basada en practicas usuales” (Camargo, en prensa). La informacion anali-
zada en este articulo proviene de una sesiéon de clase de geometria en un
curso de grado séptimo de un colegio de Bogotd, conformado por 35 estudian-
tes, 20 hombres y 15 mujeres con edades entre 12 y 14 afnos.

Registramos en video la interacciéon comunicativa durante la sesién de clase
del 11 de mayo de 2018. También hicimos grabaciones de audio. Hicimos la
transcripcion a partir de los archivos de audio y la complementamos con las
grabaciones de video, logrando textos alimentados con fotografias y aclaraciones
recogidas en notas de campo.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 33, NUM. 2, AGOSTO DE 2021 97



Patricia Perry, Leonor Camargo, Oscar Molina, Carmen Samper

Obtuvimos los datos investigativos del estudio haciendo una adaptacion de
la ruta sugerida por Villalta (2009). Comenzamos por segmentar la transcripcién
correspondiente a la clase, en términos de los intercambios verbales publicos
ocurridos durante la clase, sobre ideas tratadas como parte de la conversacion.
Teniendo esta informacion, construimos episodios investigativos, reuniendo todos
los intercambios en los que la idea tratada hace parte de un tema de conversa-
cion. El Episodio 2, Dos poligonos dados, ése podria decir que son semejantes,
usando las dos caracteristicas de la definicion?, del cual provienen las expresio-
nes verbales que analizaremos, retne 10 intercambios en los que los estudian-
tes responden o hacen comentarios relacionados con el tema de conversacion.
Por esta via identificamos las expresiones susceptibles de ser voz matematica.

Teniendo en mente el proposito del estudio construimos dos conjuntos de
rasgos: uno para decidir si las expresiones previamente seleccionadas podian
ser declaradas voz matematica; otro para describir las voces atendiendo a rasgos
distintivos del discurso matematico, para lo cual tuvimos en cuenta propuestas
de Tang et al (2012), Morgan vy Sfard (2016), y Wang (2016). En el Cuadro 2y
el Cuadro 3 presentamos descripciones de los rasgos.

Cuadro 2: Rasgos de la expresion verbal que la caracterizan como voz matematica

Rasgo Descripcion

Inteligibilidad Verbalizacion susceptible de ser interpretada de manera sustentable.

Autenticidad Verbalizacion que manifiesta lo que el estudiante piensa, cree, opina, sabe, etc.
Es una expresion genuina suya y no una mera repeticion de una frase hecha
por otro. (Circunstancias que indican autenticidad: ser el primero en manifes-
tar una idea o un punto de vista respecto a lo dicho por otro, aclararlo, am-
pliarlo o corregirlo).
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Cuadro 3: Rasgos para describir la voz matematica

Rasgo

Descripcion

Vocabulario y uso

Especializacion

Complejidad
l6gica

Incluye pertinentemente palabras y frases especializadas del discurso mate-
matico.

Usa leéxico especializado acorde con el empleo que dicta la comunidad del
discurso de referencia.

Usa la respectiva sintaxis en la construccién de narrativas (ie, orden y com-
binacion de las palabras para expresar significados).

Usa conectivos légicos de manera acorde con las reglas de la logica.
Usa cuantificadores de manera acorde con las reglas de la logica.

Mediadores visuales y su uso

Especializacion

Rutinas

Manera de
hacer

Narrativas

De qué hablan

Respaldo

Hacia la
reificacion

Alienacion

Crea 0 usa recursos graficos para:

1. Reconocer directamente o identificar propiedades visuales (e.g, formas
geométricas bidimensionales, amplitud de angulos, posiciones de las li-
neas, orientacion fisica de una figura).

2. Identificar condiciones necesarias y suficientes de una definicion: figuras,
rectas auxiliares, angulos.

Usa notacion simbolica o diagramas para indicar relaciones de dependencia
entre propiedades.

Lleva a cabo un procedimiento (conjunto de una o mas acciones realizadas
en un cierto orden) o algunas de sus acciones.
Reconoce un proposito y/o una tarea asociados al procedimiento.

Habla de un objeto o de una relacion entre objetos (emplea sustantivo).
Habla de un proceso (emplea verbo).

Provee argumentos acordes con las reglas del discurso matematico (narrati-
va respaldada).

Provee argumentos informales (induccion, abduccion, analogia) para apoyar
una asercion.

Reformula enunciado sobre proceso (en términos de acciones) como enun-
ciado sobre objeto o sus propiedades (en términos de sustantivos).

Formula verbalizacion en la que la agencia humana estd opacada (forma
impersonal e intemporal).
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4. CONTEXTO EN EL QUE SURGIERON LAS EXPRESIONES ANALIZADAS

La clase en la que surgieron las expresiones analizadas aqui fue la cuarta de
una secuencia didactica implementada a través de siete sesiones. Se desarrollo
en torno al uso de la definicién de poligonos semejantes para determinar si
parejas de poligonos eran semejantes. Salvo en dos episodios, en los cuales el
tema es una pregunta o un comentario hechos por un estudiante, fue el profe-
sor quien planteo el asunto de conversacion, mediante una pregunta, formulada
oralmente y por escrito. Los estudiantes respondieron o reaccionaron oralmente,
a veces apoyandose en el registro grafico, en turnos asignados por el profesor,
gque no necesariamente alternaban la voz del profesor y la de un estudiante.

La reaccién del profesor a lo expuesto frecuentemente se redujo a una pala-
bra que indicaba haber escuchado lo dicho, sequida por la accion de dar la
palabra a otro estudiante o emitir una verbalizacion que sugeria o indicaba
cambio del asunto de conversacion. En algunos casos, después de escuchar a un
estudiante, sugirio sutilmente un aspecto especifico para seguir la conversacion
y lo hizo generalmente parafraseando o repitiendo algo de lo que se acababa
de verbalizar. Tras escuchar varias respuestas, el profesor, con algun criterio que
no siempre fue evidente para nosotros, dio por terminada una conversacion para
iniciar otra en torno a otra situacion de tarea. La escasa realimentacion ofrecida
por el profesor llegd a exasperar a algunos estudiantes, quienes le pedian que
precisara lo correcto o, por lo menos, que les dijera si lo expresado por un estu-
diante particular era correcto o no. Pero el profesor se mantuvo en su posicion
de no evaluar ni realimentar las intervenciones de los estudiantes.

Del que hemos llamado Episodio 2, presentamos el analisis de expresiones
de cuatro estudiantes, elegidas por su riqueza para ilustrar los elementos con-
siderados en el analisis, que se articulan en una conversacion y permiten evi-
denciar por que conducen a cuestionar nuestra hipotesis inicial, aunque no
llegaran a jugar un papel evidente y relevante en el avance del discurso mate-
matico del aula.

5. ANALISIS DE EXPRESIONES VERBALES DE ESTUDIANTES

En el tablero aparece proyectada la definicion de poligonos semejantes dada
por el profesor. Al final de un intercambio verbal entre el profesor y algunos
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estudiantes, a peticion del profesor, 1J® expresa ‘las dos’ condiciones para que
dos poligonos sean semejantes: “los angulos siempre tienen que ser iguales” y
‘las razones entre sus lados también tienen que ser iguales’. Enseguida el profesor
plantea al curso la situacion de tarea, constituida por la imagen grafica de dos
cuadrildteros no convexos (Imagen 1) y la pregunta “Si yo atiendo a esas dos
caracteristicas que dice JJ, éyo podria decir que estas dos figuras son semejantes?”.

5.1 NO, PORQUE NO SE PUEDE AFIRMAR QUE LOS ANGULOS SEAN IGUALES
Voz de IN (interviene a solicitud del profesor)

Si. (En voz baja) [66] Creo que si. [68] Porque... son iguales.. (..) (Se sonrie) [70] La
figura pequena.. pues... [72] [Las dos figuras son iguales] [plues, no en tamano sino
en forma. [74]°

De esta expresion vamos a analizar la oracion ‘[Las dos figuras son iguales] no
en tamano sino en forma”. Las cuatro verbalizaciones anteriores —surgidas en
interaccion con el profesor, quien le formuld preguntas buscando precision o
ampliacion de lo que acababa de decir (ie, “éSi 0 no?’, “’Por qué?’, “.Qué son
iguales?’, “‘Son iguales las dos figuras?)- nos permiten contextualizar y dar
sentido completo a la ultima oracion. En consecuencia, la mencionada expresion
nos resulta inteligible.

En su expresion, bien formada desde el punto de vista gramatical, N, de
manera dubitativa, responde afirmativamente la pregunta inicial del profesor y
argumenta recurriendo a la forma de las figuras que observa en la proyeccion.
Al ser la primera respuesta y una que no se cine completamente a la solicitud
del profesor pero que es pertinente, ademas de estar formulada en un estilo
cercano al lenguaje coloquial, consideramos que es voz.

En cuanto al vocabulario y su uso, todos los términos presentes en la oracion
son palabras clave del discurso geométrico. ks notorio que en lugar de “poligo-
no" usa el término “figura” y que no articula la expresion “figuras semejantes’.

8 Remplazamos los nombres de los estudiantes por dos letras: JJ, IN, JH DG, SF, SG.

° En la transcripcion usamos: () para incluir descripcion de acciones o detalles del contexto; (.), (... ..)
[N ) para indicar silencio mas o menos largo en la verbalizacion; “palabra’... para indicar un pare en lo
que se estaba diciendo; [numeral] para indicar el puesto de la verbalizacion de la que fue tomada o para-
fraseada la cita; [ ] para incluir comentario que ayude a la claridad de la verbalizacion.
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Emplea los términos ‘tamano” y “forma” para referir a dos atributos propios de
las figuras. El uso que da a la frase “son iguales en forma” es el que se da en
el lenguaje coloquial para significar un parecido notable. En suma, no podemos
decir que el uso de todos los términos especializados que incluye se ajuste bien
a lo que dictan las matematicas escolares.

Aunque tacito, es claro que el sujeto de la oracién refiere a las figuras dadas
en la situacion de tarea; asi, 1a narrativa de JN habla de objetos y predica sobre
dos rasgos de aquellos. Es decir, reconocemos una narrativa objetificada que se
puede someter a consideracion para determinar si se acepta o rechaza. Para
justificar por qué cree que las figuras son semejantes, JN presenta una descrip-
cion, resultado de una comparacion holistica, no detallada, de las dos figuras
que, de hecho, son los mediadores visuales en la comunicacion; esa manera
de reconocer que “son iguales en forma" esta basada exclusivamente en su
percepcion visual inmediata. Es una rutina usual en la cotidianidad para reco-
nocer, por ejemplo, caras en fotografias a diferentes escalas, que se distancia de
la solicitud del profesor de considerar las dos condiciones de la definicion de
semejanza de poligonos.

En reaccion a la voz de JN, el profesor destacé el uso de la palabra “forma”.
Reconocemos en la voz de JN una contribucion potencialmente productiva para
el desarrollo del discurso matematico del aula, en dos sentidos. Por una parte,
si se abordaran preguntas tendientes a precisar qué es la “forma de un poligo-
no" y qué debe cumplirse para que dos poligonos sean iguales en forma, se
podria abrir una via para reificar el proceso de comparar formas de poligonos
en el objeto poligonos semejantes. Por otra parte, si se abordara la pregunta
‘tienen la misma forma? en diversos casos de pares de poligonos para los que
no se dan sus medidas se podria generar una oportunidad para comenzar a ver
la necesidad y utilidad de contar con un criterio comtn (que podria ser sugeri-
do por la definicion) para responder esa pregunta de manera informada.

Voz de JH

(Desde su puesto) Es que los dangulos son iguales en las dos figuras. [84] El que esta
en la prime, en la figura pequena eee... hay uno abierto y tres cerrados [86] (Pasa al
tablero) Este angulo... (hace una marca en torno al vértice del angulo que parece
recto en el poligono pequefio) es igual a este (hace una marca en torno al vértice
del &angulo que parece recto en el otro poligono), solo que el tamafo de la figura
pues cambia. [88]
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Imagen 2. Usa mediador visual para  Imagen 3. Modifica el mediador visual usado
indicar los objetos a los que se refiere

@

@ ~

Esta expresion de JH es voz. Surge, de manera voluntaria y en respuesta a la
situacion de tarea planteada. Para su analisis, tomamos las tres intervenciones
hechas en turnos distintos como un todo —sabiendo que entre ellas media una
solicitud del profesor buscando precision (i.e, “éCudles angulos?’, “Pase al table-
ro a mostrar los angulos iguales’)— con el proposito de tener una respuesta lo
mas completa posible.

En su expresion, bien formada desde el punto de vista gramatical, JH particu-
lariza la condicion relativa a los angulos de los poligonos a los poligonos expues-
tos en el tablero. Primero, afirma que los angulos son iguales, luego se refiriere a
los angulos de una de las figuras mediante atributos y, finalmente, afirma que dos
angulos especificos, uno de cada figura, son iguales. Aunque reconocemos impre-
cisiones en esta expresion, la interpretacion que acabamos de darle nos la hace
inteligible. También la consideramos auténtica pues es la primera en la que se
intenta atender una de las dos condiciones de la definicion y, sobre todo, es la
primera en la que de manera explicita se alude a rasgos de los angulos que
podrian servir para elegir una correspondencia entre vértices de los dos poligonos,
asunto este que no se ha mencionado en manera alguna hasta el momento.*°

Acerca del vocabulario y su uso, todos los términos presentes en la expresion
de JH son palabras del discurso geométrico. De nuevo, es notorio que en lugar de
‘poligono” usa el término ‘figura” y que no articula la expresion ‘figuras

10 Podria pensarse que la oracién inicial de JH es mera repeticion de lo dicho previamente por JJ (ie,
‘los 4ngulos siempre tienen que ser iguales’). La diferencia en la forma verbal de las dos oraciones
(i.e, “tienen que ser"y “son’) nos lleva a ver diferencias: en el primer caso, es una prescripcion, en el segun-
do es una descripcion.
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semejantes’. Emplea el término ‘tamano” para referir a un atributo de las figuras
y manifiesta que ‘el tamano de la figura cambia” en lugar de decir, por ejemplo,
‘las figuras no tienen el mismo tamano’, probablemente influido por la experiencia
del uso de la opcién Homotecia en GeoGebra. Usa también el término “angulo’,
pero no, “‘angulos correspondientes’; en cambio, acuna dos términos relacionados,
‘angulo abierto”y “angulo cerrado’, que, al parecer, pretende emplear para insinuar
un criterio para determinar la correspondencia de angulos de “la figura pequena”
con angulos de la otra figura. Los adjetivos “abierto” y “cerrado” parecen referirse
al atributo amplitud de los angulos. Finalmente, con el término “igual” predica una
relacion entre objetos —i.e, dngulos— para significar, como es usual en las mate-
maticas escolares y en la lengua natural— una relacion relativa a un determinado
atributo (ie, amplitud de dngulo) o una relacion relativa a la medida de ese atri-
buto (ie, medida de amplitud de angulo); claramente, no pretende decir que los
angulos son el mismo como deberia entenderse desde un punto de vista riguro-
samente matematico. En suma, no podemos decir que el uso de todos los términos
especializados que incluye se ajuste bien a lo que dictan las matematicas escolares,
pero no es tan desajustado como para no poder entender lo que pretende decir.

Aunque JH no usa el término “angulos correspondientes’, cuando puede
actuar directamente sobre las figuras expuestas en el tablero, se vale de media-
dores visuales —trazos curvos— (Imagen 2 e Imagen 3) para indicar, a la vez que
usa el deictico “este’, los dos angulos de los que habla, que efectivamente
parecen estar en una correspondencia conveniente para lo que interesa.

Enfocandonos en la segunda oracion de JH, cuando hace una descripcion
de los angulos de la figura pequena, vemos que comienza a esbozar un criterio
(i.e, que el angulo sea abierto o cerrado) para determinar una correspondencia
que le permita identificar los angulos de los cuales afirma que son iguales. Asi,
parece ser que JH estd comenzando a generar una rutina de busqueda de
angulos correspondientes de interes para la semejanza, que no se limita a la
percepcion visual inmediata.

En la tercera oracion de JH, “Este angulo... es igual a este, solo que el tama-
Ao de la figura pues cambia’, reconocemos una narrativa sobre dos angulos,
cada uno de los cuales hace parte de una de las figuras expuestas en el table-
ro, de los que se predica su igualdad. Es decir, reconocemos una narrativa
objetificada que se puede someter a consideracion para determinar si se acep-
ta o rechaza.

El profesor aprovechd la voz de JH para preguntar a otro estudiante si estaba de
acuerdo en la “igualdad de esos angulos’y, por esa via, el estudiante lleg6 a afirmar
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que no se podria asegurar, sin una herramienta para medir, que los angulos “son
iguales’, y que por ello no se podria asegurar que las figuras son semejantes.

Reconocemos en la voz de JH una contribucion potencialmente productiva
para el desarrollo del discurso matematico del aula en lo concerniente a la
identificacion de una correspondencia entre vértices de los poligonos, a la luz
de la cual se examinan las dos condiciones que menciona la definicion.

5.2 SI SE CUMPLIERA LA SEGUNDA CONDICION, ¢SE PODRIA DECIR QUE SON SEMEJANTES?

Aunque podia parecer que la situacion de tarea estaba resuelta, 1a intervencion
de DG muestra que no para todos era asi.

Voz de DG

Haciendo lo que dice aqui... (senala su cuaderno) queeee... midiendo las longitudes
[107] y viendo la razon de ellas, entonces eeeee... el que esta aca.. (ademan con los
brazos) de la figura pequena... [109] No, no alcanzo a ver. Bueno, ese con este (ade-
man que indica pasar a la otra figura) y dividirlos, y si.., y asi con todos los demas
(ademan para aludir a las dos figuras), y si da lo mismo, ésignificaria que... si es
semejante? [111]

La expresion espontanea de DG es voz. Nos resulta inteligible: el estudiante
pregunta si bajo el supuesto de que la segunda condicion se cumpliera para el
caso de las figuras expuestas, eso significaria que una de ellas es semejante a
la otra. También, la consideramos auténtica: DG es el primero en considerar la
condicion relativa a los lados, pero no para examinarla en el caso que tienen
entre manos pues él propone una situacion hipotética al respecto, sino para
cuestionar la suficiencia de la sequnda condicion para concluir que los dos
poligonos son semejantes. Ello enfoca la manera de usar la definicién de poli-
gonos semejantes en el caso en cuestion.

DG usa un vocabulario que incluye varios términos propios del discurso de
la semejanza de poligonos, concernientes, especificamente a la condicion rela-
tiva a los lados. Usa “razon” para referirse a la division de medidas de longitud;
no usa término alguno para indicar las parejas de medidas que conforman la
razén; para ello se vale de deicticos y sefalamientos sobre la figura que acttian
como mediador visual. Usa “figura” en lugar de “poligono”. Usa el cuantificador
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universal (i.e, “y asi con todos los demas’) para incluir los cocientes entre medi-
das de todas las parejas de lados correspondientes. El uso de los términos
especializados que incluye parece estar en concordancia con el sugerido por
las matematicas escolares.

Enfocando la atencion en la situacion hipotética que DG plantea, reconoce-
mos una narrativa no objetificada en la que el estudiante describe el procedi-
miento que podria convertirse en rutina para examinar si la segunda
condicion de la definicion se cumple (ie, medir longitudes, determinar medidas que
va a dividir, dividir medidas, comparar resultados) y su pregunta va encaminada a
especificar el criterio de decision respecto a la semejanza o no de los poligonos.

En reaccion a la voz de DG, el profesor emitié un “ok’. Reconocemos en la
pregunta de DG una contribucion potencialmente productiva para el desarrollo
del discurso matematico del aula. Abordarla, recurriendo a considerar casos par-
ticulares en los que sea posible contrastar las condiciones suficientes para ase-
gurar la semejanza de los poligonos con las que permiten afirmar la no
semejanza, podria contribuir no solo a profundizar en la significacion de la defi-
nicion de poligonos semejantes, sino también a avanzar en el uso de los conec-

un

tivos 16gicos Yy ‘0" y la negacion de estos, seguin lo dictan las reglas de la logica.

5.3 éCOMO PROCEDER PARA EXAMINAR LO RELATIVO A LA PRIMERA CONDICION?

Después de la intervencion de DG, hay dos intercambios en los que, de manera
difusa, JH insinta una relacién entre homotecia y lados proporcionales con una
relacion multiplicativa y JI, una relacion entre homotecia y angulos congruentes. El
profesor aclara que no saben si se utilizd homotecia y que lo Unico que tienen son
las figuras dadas; luego, repite que para asegurar que dos figuras sean semejantes
se requiere asegurar que ‘los angulos son iguales y que las razones entre los lados
son iguales’. Enseguida SF dice: “Pero si uno no tiene un transportador a la mano,
écoémo hace?'. El profesor repite textualmente las palabras de SFy SG reacciona
esbozando una idea incompleta en la que sugiere el uso de la homotecia.

Voz de SG
Me parece que, leyendo la guia, por ahi, me parecié ver que.. digamos, si tu trazas

una linea desde la parte superior de la figura ya agrandada (desde su puesto sefia-
la hacia el tablero) hasta la misma de la chiquita [130] (pasa al tablero a peticién
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del profesor) No sé si me acuerdo bien, pero en la guia, él [el autor] hacia una linea
como desde aca (comienza a trazar una linea recta desde uno de los vértices del
poligono mas grande hasta uno del otro poligono y la extiende un poco) y otra
desde acd, algo asi (accion similar a la anterior para otro par de vértices), y luego
cuando se juntaban aqui (marca el punto de interseccion, Imagen 4a) entonces la
figura como que se... (desde muy cerca del vértice del angulo, desplaza hacia la dere-
cha la mano abierta como barriendo la region angular determinada por las lineas
trazadas, y cambia ligeramente su orientacion con respecto al tablero, Imagen 4b)
se agrandaba de aca a acd (desde la posicion de la figura pequena, desplaza hacia
la derecha la mano extendida perpendicular al tablero y paralela a uno de los lados
de la figura pequena, Imagen 4c) [134].

Imagen 4. Gestos con los que SG acompand su relato usando como mediador visual
el dibujo realizado en el tablero

(Por sugerencia del profesor, SG tiene en cuenta otro de los vértices del cuadrilatero
pequeno) iAh! Creo que ahi, esta seria como que asi (traza la linea a la que perte-
necen la interseccién de las otras dos, y otro par de vértices que podrian ser corres-
pondientes), y digamos este angulo (hace dos marcas, que trazadas parecen una
sola, para referirse al angulo determinado por las primeras dos lineas trazadas, ver
Imagen 4d), tal vez, algo tendria que ver. (... ..) No me acuerdo de mas. (Vuelve a su
puesto) [141].
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Para el analisis, reunimos en una sola expresion las intervenciones de SG, tenien-
do en cuenta que la ultima es reaccion a una sugerencia que le hizo el profesor.

La expresion de SG, surgida por iniciativa propia, como reacciéon a la pregun-
ta de SF que fue avalada por el profesor, es voz. Nos resulta inteligible. El estu-
diante presenta un relato que no habia terminado de elaborary del que no tenia
suficiente certeza (‘no sé si me acuerdo bien”), que fue influido por una lectura
rapida de la guia (‘me parecio ver') y, quiza, en particular, por la evocacion de
la imagen correspondiente a un ejemplo en el que se ilustra la aplicacion
de una homotecia de razén 2 a una region triangular (Imagen 5). SG habla de
construir —a la vez que hace lo expresado— dos rectas determinadas, cada una,
por lo que podriamos considerar un par de vértices correspondientes de las dos
figuras; de marcar el punto de interseccion de las dos rectas; luego sugiere que
al deslizar de una cierta manera la figura pequena, esta va aumentando su
tamano hasta alcanzar el de la figura grande. Enseguida, como reaccion a una
sugerencia del profesor respecto a considerar un tercer veértice de la figura
pequena, el estudiante traza la recta determinada por la interseccion marcada
antes y un tercer vertice de la figura pequena y la extiende de manera que el
tercer veértice de la figura grande también pertenezca a la recta. Termina su
relato, sugiriendo que el angulo formado por las dos rectas trazadas inicialmen-
te es un elemento importante de un asunto que no explicita. Sin duda, también
consideramos auténtica la expresion de SG. Desde el comienzo de la sesion de
clase varios estudiantes han insinuado de manera vaga una relacion entre
homotecia y poligonos semejantes. Pero SG es el primero en sugerir, en lugar
del uso de las condiciones de la definicion de poligonos semejantes, una cons-
truccion relacionada con una homotecia —asi no haya mencionado siquiera el
término ‘homotecia’—; ademas de que lo hace en sus propias palabras (ver
parrafo siguiente) independientemente de las debilidades que tiene su relato.
Entrevemos como intencion comunicativa de esta voz poner a consideracion la
idea esbozada para su elaboracion como parte del discurso de la clase.
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Imagen 5. Grafica de un ejemplo dado en la guia de lectura, cuya evocacion
influy6 el relato de SG

El vocabulario usado por SG no incluye términos propios del discurso geométrico,
con excepcion de ‘figura” y “linea” —usadas, respectivamente, en lugar de “poligo-
no"y ‘recta’ y “angulo’. Usa “juntar’ para referirse a ‘intersecar’. Ademas, se vale
de descripciones cuando no puede indicar aquello a lo que se refiere (e.g, “donde
se juntan’, “parte superior de la figura agrandada’, “la misma parte de la chiqui-
ta"). Es de destacar el uso de la forma “el mismo punto en la otra figura” en vez
de “puntos correspondientes’, lo que pone en evidencia una confusion entre una
figura que se transforma (e.g, ‘la figura como que se.. se agrandaba de aca a
acd") o dos figuras que se pueden poner en correspondencia (e.g, ‘la figura ya
agrandada’, “de la chiquita”). En suma, su lenguaje no es especializado.

Cuando el profesor le dice que pase al tablero y, asi, SG dispone de las dos
figuras expuestas como su mediador visual de base, los vértices que senala, las
rectas que traza, la interseccion que marca y senala, el arco que traza para
indicar el angulo al que se refiere y, los gestos que hace para indicar que la
figura grande es transformada de la figura pequena, todos ellos son mediadores
visuales para la exposicion que SG hace frente al grupo.

En la voz de SG reconocemos un relato asociado a las dos figuras del table-
ro, en el que menciona acciones que podrian hacer parte de un cuasi procedi-
miento o rutina geométrica, cuyo proposito, al parecer, seria determinar si la
figura de mayor tamano pudo ser obtenida por homotecia sobre la otra figura
y, por esa via determinar si los angulos correspondientes tienen o no medidas
iguales. No consideramos que ese relato sea una narrativa susceptible de acep-
tacion o rechazo por no tener informacion suficiente.

Como reaccion a la voz de SG, el profesor presenta al grupo su interpretacion
de la idea expuesta e inicia y sostiene un didlogo con algunos estudiantes
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tratando de obtener la respuesta a la pregunta ““Qué debe pasar cuando yo
trazo esas lineas? que, probablemente, abriria 1a via para completar colectiva-
mente el procedimiento esbozado por SG. No tiene éxito. Vuelve a presentar su
interpretacion, explicitando lo que seria el criterio en términos de si se intersecan
0 no las tres rectas en un mismo punto, y termina afirmando que no es posible
concluir necesariamente la semejanza de las dos figuras. Reconocemos en la
voz de SG una contribucién potencialmente productiva para el desarrollo del
discurso matematico del aula, en dos sentidos. Por un lado, abordando pregun-
tas relacionadas con las acciones mencionadas en el relato (e.g, en qué situa-
ciones se pueden realizar, con qué proposito se realizan, como se usan los
resultados que se van obteniendo, etc) se podria llegar a establecer una secuen-
cia detallada de acciones realizadas respecto a dos poligonos, que permita llegar
a una narrativa relativa a los angulos correspondientes de los poligonos en
cuestion. Por otro lado, reflexionando sobre la experiencia de producir la men-
cionada secuencia y la secuencia misma, se puede iniciar la objetificacién de
tal actividad en el respectivo procedimiento geométrico.

6. PARA TERMINAR

En el analisis expuesto identificamos y describimos, aprovechando las herra-
mientas del enfoque comunicacional de Sfard (2008a), voces matematicas de
cuatro estudiantes, surgidas en un intercambio verbal breve en una clase de geo-
metria. Sintetizamos a continuacion la descripcién hecha.

Tres de las cuatro expresiones consideradas —la excepcion es la de DG- lle-
gan a ser inteligibles a través de un breve intercambio con el profesor, en el que
este pide de manera verbal o gestual precision de lo dicho y el estudiante res-
ponde pertinentemente. En los cuatro casos, se identifican expresiones auténti-
cas surgidas y elaboradas en el curso de la conversacion, lo cual se evidencia
en el caracter idiosincrasico de las verbalizaciones, propio de jovenes que estan
comenzando su incursion en el discurso matematico sobre poligonos semejantes.

Enfocando el vocabulario incluido en las voces y el uso de este que podemos
inferir, cabe resaltar que solo en una voz aparece el término “semejante” y esta
empleado para preguntar sobre una propiedad de una figura con respecto a
otra y no para aludir a una relacién entre dos figuras. En ese sentido, el término
‘semejante” aun no se ha incorporado al discurso de los estudiantes explicita 'y
comodamente, y la relacion de semejanza no se ha objetificado.
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Encontramos algunos términos especializados propios del discurso sobre poli-
gonos semejantes: tamano, forma, angulo, longitud, medir longitud, razén 'y division
cuyo uso fue analizado detenidamente. Los términos ‘tamano” y “forma” se usan
como atributos de una figura; sin embargo, no hay informacion directa sobre la
significacion dada a “forma’; probablemente, los estudiantes aluden con este a
la apariencia captada perceptualmente de manera global, lo que puede explicar
la tendencia a afirmar que dos figuras son iguales en forma, sin que medie un
procedimiento distinto al escaneo visual. El término “longitud” se usa como atribu-
to medible (posiblemente de un lado de un poligono); ‘razon entre dos medidas’,
como la division de estas; “angulo” se usa como un objeto caracterizado por su
amplitud, de manera que con frecuencia se confunde el objeto (i.e, union de rayos
con punto inicial comdn) con su atributo principal (i.e, amplitud). Para aludir al
objeto central del tema de conversacion es notorio, en todas las voces, el rempla-
zo del término “poligono” por “figurd’, en lo que incurrié también el profesor.

También notamos el recurso a la descripcién y al uso de deicticos para sub-
sanar la carencia de términos especializados, hecho que, a pesar de favorecer la
expresion, dificulta la inteligibilidad y genera sobreentendidos no siempre correc-
tos; asi, encontramos, por ejemplo, el uso de “parte superior de la figura ya agran-
dada” en lugar de “vértice X', “la misma parte superior de la chiquita” en lugar de

nou

‘vértice correspondiente a X’; “se juntaban” por “se intersecaban”; “una recta puede
tocar este punto” por “una recta a la que pertenece este punto’, “ese con este” para
indicar un lado de una de las figuras y su correspondiente en la otra.

En tres de las cuatro voces (la excepcion es la de SG) reconocemos narrativas;
dos de ellas objetificadas (una refiere a las figuras expuestas en el tablero, otra
refiere a un par de angulos correspondientes en las dos figuras expuestas en el
tablero) y susceptibles de ser aceptadas o rechazadas; una en la que se describe
un procedimiento; otra en la que se presenta una refutacion sobre un procedi-
miento. En la voz de SG se presenta un relato de un cuasi procedimiento geomeé-
trico que incluso, nos permitimos especular, no estaba previsto en la planeacion
del profesor, pues no hace uso de la definicion de poligonos convexos semejantes.

Las voces analizadas en este estudio nos impulsan a notar asuntos impor-
tantes para el desarrollo del discurso del aula, y también para la individualizacion
del mismo. Sin pretension de generalidad, mencionamos dos.

El uso apropiado de la respectiva definicion para determinar si dos poligonos
dados son semejantes no solo requiere tener en cuenta las condiciones que aque-
lla impone, sino también qué se puede concluir al examinar cada una de tales
condiciones. De esto nos advierte la voz de DG cuando, habiéndose concluido la
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imposibilidad de asegurar la semejanza de los cuadrilateros en cuestion por no
tener la informacion requerida en la primera condicién de la definicién, enfoca la
atencion en lo que se podria concluir si se supiera que la segunda condicion se
cumple. Subyacente al uso apropiado de esta definicion esta el uso canonico de los
conectivos logicos y de la negacion de una proposicion. Esta consideracion es Util
para impulsar una reflexién en torno a la secuenciacion de tareas para apoyar la
construccion de significado de la definicion de poligonos semejantes.

El uso de deicticos apoyado por el sefalamiento sobre una representacion
grafica es un recurso que puede ayudar considerablemente a esbozar ideas en
proceso de elaboracion cuando no se tiene el vocabulario especializado; y, no
tener acceso a dicho recurso puede constituirse en desventaja que afecta la
claridad de lo que se pretende comunicar. De esto nos advierte la expresion
inicial de JH que se clarifica cuando puede senalar los angulos de los que pre-
dica igualdad, y la de SG al proponer un cuasi procedimiento. Sin embargo, con
la consideracion anterior no pretendemos insinuar que el uso de deicticos sea
lo deseable para participar adecuadamente en el discurso matematico del aula;
si queremos llamar la atencion sobre su posible efecto para promover la parti-
cipacion de los estudiantes y sobre el andamiaje que se hace necesario de
parte del profesor para que los estudiantes cada vez necesiten menos del recur-
so para poder intervenir en el discurso de la clase.

Respecto a la hipdtesis inicial, voces analizadas, entre las cuales estan las
que presentamos aqui, nos impulsan a modificarla: en un ambiente comunica-
tivo en el que la intervencion de los estudiantes en el discurso sea sentida por
ellos como segura, surgen expresiones inteligibles y auténticas, que muy proba-
blemente son aprovechables para extender y profundizar el discurso en el aula,
si el profesor ademas de propiciar e impulsar la intervencion de los estudiantes,
asume su papel de experto en el discurso para ayudarlos a que su participacion
sea cada vez mas especializada.
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