Algebra lineal y cénicas,

relacion implicita que se hace explicita

RESUMEN

Presentamos una experiencia de aula
desarrollada en el espacio de for-
macién de Tecnologia en el aula del
proyecto curricular Licenciatura en
Educacion Bésica con énfasis en Ma-
tematicas de la Universidad Distrital
Francisco José de Caldas, en la cual
se pretende hacer uso por una parte
del algebra lineal para caracterizar
las secciones conicas, y por otra, el
hacer uso de las TIC como herramien-
ta en la demostracion matematica. En
este articulo encontraremos algunos
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referentes tedricos necesarios para
desarrollar la actividad, una descrip-
ciéon breve de la misma, seguida de
los diferentes avances obtenidos con
el desarrollo de esta, y para finalizar
hacemos una reflexiéon con respecto
al aporte brindado por el desarrollo
de esta actividad en estudiantes para
profesor de matemaéticas.
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CONTEXTUALIZACION

La experiencia estd centrada en como los estudiantes para profesor de ma-
tematicas (EPP) del espacio de formacién de Tecnologia en el aula, de la Li-
cenciatura en Educacion Béasica con énfasis en Matematicas de la Universi-
dad Distrital Francisco José de Caldas, hacen uso de algunos conceptos del
algebra lineal para caracterizar las secciones cénicas y cémo hacen uso de
las TIC como herramienta de demostracién en una situaciéon problema. La
necesidad de realizar esta actividad surge de observar el minimo trabajo que
se desarrolla en la licenciatura con respecto al trabajo de algebra lineal y de
las secciones cénicas. Esta ultima hace parte de los conocimientos basicos
en la Educacion Basica, y con esto es necesario que nosotros como docentes
tengamos un conocimiento mas amplio que el que se considera que los es-
tudiantes deben manejar.

REFERENTES TEORICOS

Tomamos como referencia, en primer lugar, la definicién de cénica que Del
Rio (1996) plantea en su libro, la cual es:

El lugar geométrico de los puntos del plano tales que el cociente entre sus
distancias a un punto fijo, denominado foco, y a una linea recta, denominada
directriz, es siempre el mismo, es decir, es constante, cuando esta constante
es menor a la unidad es una elipse, cunado es igual, una parabola y cuando
es mayor, una hipérbola (p. 41).

Las secciones conicas se pueden clasificar en tres: elipse, hipérbola y para-

bola; cada una de estas se presentan en tres formas canénicas de ecuaciones
2 2
de segundo grado: la primera para la elipse +b—2 =1, para la hipérbola
2 2
x y z 2 z
?—b—z =1. Y para la pardbola j” = kx (Del Rio, 1996).
Por su parte, Fraleigh (1998) propone como aplicabilidad del célculo de

2
a

los valores propios de una matriz, caracterizando las formas cuadraticas con
el producto de dichos valores. Nos propone, ademdas, un camino especifico
para llevar al aula esta propuesta, en tres pasos, a saber: 1) Como primer
paso propone la conceptualizacién de lo que se refiere una forma cuadratica,
y cdmo expresar esta como una matriz simétrica de orden 7 Xn (donde n es
el nimero de variables de la forma cuadratica). 2) El calculo de los valores
propios de una matriz A, viendo este como los valores que puede tomar la
variable A, en la ecuacién Det(A— AI)=0. 3) Finalmente, se encuentra la
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caracterizacion de las formas cuadraticas, dependiendo del producto de los
valores propios que la representan; en nuestro caso, como trabajamos sobre
el plano cartesiano, tendriamos siempre dos variables; por tal razén tendre-
mos siempre una matriz de orden 2 X2 y la caracterizacién es: Parébola si
A A, =0, Elipse si 4,4, >0 y Hipérbolasi 4,4, <0.

Por otro lado, con la utilizacién de programas de geometria dindmica se
puede evidenciar un proceso de visualizacion tanto interna como externa en
la que segun Castro (s. f.) el estudiante interpreta el concepto o el problema,
lo manipula mentalmente (uso de las representaciones internas) y lo expre-
sa sobre un soporte material (representaciones externas). En este sentido,
la principal ventaja del manejo de las TIC en la educacién consiste en que
las figuras dejan de ser estéticas, y de forma dinamica permiten observar
distintos puntos de vista e incluso interactuar con ellas al modificar ciertas
condiciones en el diseno y analizar qué es lo que ocurre (Mora, 2007). De
este modo, una vez incluida la computadora en las clases, segin Cuevas
Vallejos (2000) la computadora se ve como una herramienta que nos permite
la creacién de ambientes de aprendizaje inteligentes, propdsitos generales en
la labor cotidiana del docente y/o alumno o como herramienta para generar
matematica.

En cuanto a la metodologia usada, se tom6 como base fundamental la teoria
de la objetivacion de Radford (2006), donde se propone que una comunidad
de aprendizaje tiene como fin la objetivacién del saber; ademés, considera que
cada miembro de la comunidad debe dar a conocer a los demds sus procesos
realizados frente a determinado problema. Finalmente, en toda comunidad
de aprendizaje se plantea el trabajo en grupos pequenos, en donde inter-
vienen tres fases: EL TRABAJO (es el que realizan cada uno de los grupos
interactuando entre ellos para la resoluciéon de la situacién), INTERCAMBIO
(luego de tener conclusiones por cada grupo pequeho, estos comparten y
reflexionan con los demds grupos para tener nuevas y mas fuertes conjeturas)
y DISCUSIONES GENERALES (es un momento donde se valida en cada grupo
pequeno, lo obtenido en la fase del intercambio).

DESCRIPCION DE LA EXPERIENCIA DE AULA

La experiencia se basa en una construcciéon planteada en el libro Lugares
geométricos. Coénicas, de la Editorial Sintesis:

Dibuja una circunferencia y traza varias cuerdas perpendiculares a un
diametro. Cada una de estas cuerdas corta a la circunferencia en dos puntos,
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Py Q, y al didmetro en uno, R. Traza las circunferencias centradas en Ry
con radio RP. Demuestre que la envolvente de esta familia de circunferencias
es una elipse (p. 198).

Teniendo en cuenta esta situaciéon se propone desarrollarla a partir del
trabajo en grupos pequenos en los cuales deberan enfrentar la situacién.
Posteriormente se realiza una socializacién entre los diferentes grupos para
generar nuevas conjeturas, y al finalizar generaremos el momento de valida-
cion de lo realizado por los diferentes grupos, todo esto basado en la teoria
de la objetivacién (Radford, 2006).

LOGROS Y DIFICULTADES

A continuacién se mostraran los resultados encontrados en el desarrollo de
la actividad. A su vez relacionaremos el uso de las tecnologias en el aula con
la resolucién de una situacién planteada, en la que se pide a los estudiantes
usar los valore propios de una funcién cuadratica en el proceso de la demos-
tracién. En la siguiente tabla se evidenciaran dichos resultados:

Resolucién de problemas Uso de las tecnologias

En el proceso de la resolucion de problemas, se ob- | En cuanto al uso de las tecnologias en
serva que los estudiantes tienen la capacidad de el aula, no se trabajo de forma especifi-
tanto de representar de manera matricial una for- | ca con el calculo de los valores propios
ma cuadratica con dos y tres variables, como en- de una matriz. En ese sentido se ob-
contrar los valores propios de esta matriz, como se | serva que esta fue una dificultad en el
observa a continuacion: sentido de encontrar valores propios de
una matriz de 3x3, puesto que inmer-
sa esta una ecuacién cubica, y para ob-
tener los valores propios es necesario
utilizar métodos muy complejos como
el de Cardano & Tartaglia.

Algebra lineal (valores propios de una matriz)
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Resolucion de problemas

Uso de las tecnologias

Secciones conicas

Es importante resaltar que los estudiantes ya ha-
bian trabajado con secciones cénicas, por tanto,
conocian la expresién candnica de estas, entre
ellas elipse, hipérbola y parabola.

Por otra parte, hubo dificultades en el momento de
comprender el hecho de que para poder expresar
la ecuacién de una cénica en una matriz era ne-
cesario hacer de esta una forma cuadratica; por lo
tanto, esta debia pasar por el origen del sistema de
coordenadas (el caso de la parabola), o que dicho
origen sea el punto medio de los focos (como es el
caso de la elipse e hipérbola).

En cuanto al uso de las tecnologias con
respecto a las secciones cénicas, se usa
el programa Geogebra, donde se cons-
truyen estas secciones y el programa
mismo calcula la ecuacion, y es aqui
donde se llega a la ecuacién candnica
de cada una de estas, teniendo como
referencia la traslacion de la grafica,
tanto en el eje y como en el eje x.

Demostracion de la situacién

Se observa que hubo dificultad en el desarrollo de
la situacion, era necesario identificar cudl era la
funcién de la cobertura de la familia de circunfe-
rencias, y a partir de esto observar si esta era una
forma cuadrética y si asi fuese qué clase de cénica
seria. Pese a esto, un grupo concluy6 partiendo de
que esta ya era una cénica, y encontré sus semie-
jes, como se observa a continuacién:

o <hpee

Aunque no se podria ver este proceso como una
demostracién, si se aplica todo lo visto en cla-
se que es lo importante de la actividad como tal,
como se observa en la siguiente imagen:

En la demostracion como tal se observa
que los estudiantes utilizan el progra-
ma geogebra como modelador de la si-
tuacién, pero no la usan en el desarro-
llo de la misma.

En ese sentido nos vemos en la nece-
sidad de profundizar y, como parte del
proceso, de las discusiones generales
(Radford, 2006), demostrar con rigor el
porqué la cobertura de la familia de las
circunferencias es una elipse, a partir
de lo visto en clase anadiendo el uso de
la derivada parcial y de las tecnologias
en el aula como justificacién de la de-
mostracion especifica, como se observa
a continuacion; cabe resaltar que esta
demostracion hara parte de la exposi-

cion del proyecto.
e
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REFLEXION

Hemos evidenciado que los diferentes software o TIC son utilizados por los
estudiantes para profesor como herramienta de modelacion de diferentes
situaciones, limitando el potencial de estos instrumentos tienen. Es impor-
tante que los EPP refuercen el proceso de demostracion, ya que fue donde
se evidenciaron dificultades, ademas de los problemas de lograr identificar
una forma cuadratica como cénica o de caracterizarlas, lo cual de cierta ma-
nera se logr6 avanzar en el desarrollo del 4lgebra lineal. En este sentido es
donde se observa la importancia de lograr relacionar los diferentes tipos de
representaciéon de un mismo objeto matematico, en este caso, las cénicas:
desde la expresién algebraica, expresada también de manera matricial, o a
través de la representacién geométrica.
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