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Resumen: Los problemas de aprendizaje del calculo han sido documentados desde hace varias décadas por los inves-
tigadores en didactica de las matematicas. Un gran esfuerzo en ese sentido lo ha proporcionado el grupo llamado
"pensamiento matematico avanzado". Si bien el grupo ha propiciado una gran perspectiva sobre los problemas de
aprendizaje del calculo, el problema persiste del lado de la ensefianza. Entre los cambios realizados en el curriculum
promovidos por la investigacion en didactica del calculo se pueden detectar tres grandes variantes. Una, ligada al
impulso de las teorias sobre representaciones, que ha enfatizado los procesos de conversion entre representaciones,
otra, ligada a métodos de ensefianza incluyendo tecnologia; y una, mas reciente, que enfatiza los procesos dela mode-
lacion matematica. Esta Gltima, se perfila en la ensefianza del calculo introduciendo situaciones problema (situacio-
nes paradigmaticas) que tengan que ver directamente con la modelacion matematica y uso de tecnologia.
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Abstract: The learning problems of calculus have been documented for several decades by researchers in mathema-
tics didactics. A great effort in that sense has been provided by the group called "advanced mathematical thinking".
Although the group has provided a great perspective on the learning problems of calculus, the problem persists on the
teaching side. Among the changes made in the curriculum promoted by the research in didactics of the calculation
can be detected three major variants. One, linked to the impulse of theories about representations, which has emphasi-
zed the conversion processes between representations, another, linked to teaching methods including technology; and
one, more recent, that emphasizes the processes of mathematical modeling. The latter is outlined in the teaching of
calculus introducing problem situations (paradigmatic situations) that have to do directly with mathematical mode-
ling and use of technology.

Keywords Learning, Calculation, Teaching, Mathematical modeling, Problem.

Resumo: Os problemas de aprendizagem do calculo foram documentados por varias décadas por pesquisadores em
didatica da matematica. Um grande esfor¢o nesse sentido foi fornecido pelo grupo chamado "pensamento matematico
avancado". Embora o grupo forneca uma grande perspectiva sobre os problemas de aprendizagem do calculo, o
problema persiste no lado do ensino. Entre as mudangas feitas no curriculo promovido pela pesquisa em didatica do
calculo podem ser detectadas trés grandes variantes. Um, ligado ao impulso de teorias sobre representagdes, que tem
enfatizado os processos de conversao entre representagoes, outro, ligado a métodos de ensino incluindo tecnologia; e
um, mais recente, que enfatiza os processos de modelagem matematica. Este tiltimo ¢ delineado no ensino de calculo
introduzindo situagdes-problema (situagdes paradigmaticas) que tém a ver diretamente com modelagem matematica
e uso de tecnologia.

Palavras chave Aprendizagem, Calculo, Ensino, Modelagem matematica, Problema.
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Introduccion

El grupo denominado ‘“Pensamiento avanzado” tuvo
muchas repercusiones tanto en la reflexion sobre los proble-
mas de aprendizaje de las matematicas universitarias como
en la implementacion de nuevas experimentaciones en el
aula. Este grupo de orden internacional tuvo un primer
impacto con el libro editado por Tall (1991), “Advanced
mathematical thinking”. En este libro, los autores se enfocan
mas a los problemas del aprendizaje del calculo que a su
enseflanza. Si miramos de manera particular los cambios
realizados en los Estados Unidos, podemos contar con mas
elementos de analisis.

En 1986 hubo un congreso en la Universidad de Tuluane en
los Estados Unidos, y se considera que a partir de este
congreso se inicid en los Estados Unidos la Reforma del
Calculo. En esa época, como en el resto del mundo, los
estudios en los Estados Unidos se centraron en los proble-
mas de aprendizaje de los alumnos. Un articulo que causé
mucho revuelo fue el de Selden, Mason & Selden (1989). El
ese estudio, Selden et al. (Idem), propusieron 5 problemas
no rutinarios de calculo, que se administré a una populacion
de estudiantes de ingenieria que ya habian aprobado el curso
de calculo con calificaciones regulares (no las mejores). En
sus resultados se puede leer: Not one student got an entire
correct.

En la década de los noventas, el curriculum de matematicas,
en lo general, inici6 un cambio substancial, la visualizacion
matematica se consideré como importante en el aprendizaje
de las matematicas.Asi, por ejemplo, Zimmermann &
Cunningham (1991) expresan que: Mathematical visualiza-
tion is the process of forming images (mentally, or with
pencil and paper, or with the aid of technology) and using
such images effectively for mathematical discovery and
understanding (p. 3), proporcionando a la nocion de repre-
sentacion un lugar especial. Al mismo tiempo, la tecnologia
(las calculadoras y computadoras) emergia como una herra-
mienta fundamental del aprendizaje al proporcionar en
pantalla diferentes representaciones de un concepto mate-
matico.

Todo ello dio pie al surgimiento de nuevos libros de texto.
En ellos se puede apreciar que se elimind la introduccion al
analisis en los reales (sucesiones y series) y se empezo a
proporcionar mas énfasis en el concepto de limite de funcio-
nes y al uso de tres representaciones: tabular, grafica y
algebraica. Bajo este enfoque tenemos, por ejemplo, el libro
de Finney et al. (1994): Calculus. Graphical, Numerical,
Algebraic. Este enfoque pretendia resolver los problemas de
aprendizaje del calculo que en el pasado su enseflanza era de
corte puramente algebraica. Sin embargo, los problemas
empezaron a emerger.

Si bien la tecnologia proporcionaba diferentes representacio-
nes de objetos matematicos, la conversion entre representacio-
nes no era una tarea facil.

En esta misma época se formalizaron teorias sobre el aprendi-
zaje centradas en las representaciones, por ejemplo, la de
Duval (1995).

Asi, al decidir que un aprendizaje conceptual del calculo era
necesario, implicaba el entender los problemas de los
estudiantes en los procesos de conversion entre representacio-
nes.

Cambios en el syllabus de cdlculo y el rol del profesor de
matemadticas El problema del aprendizaje del calculo, quedd
mas claro al inicio de la década de los noventas. Se sefialaba
que habria que resolver los problemas ligados a los anteceden-
tes al calculo, y luego atacar los conceptos ligados al calculo
(Hitt 2013).

Tabla 1 Distincion entre antecedentes y conceptos propios al célculo

Antecedentes al cdalculo Conceptos propios del cdlculo

Aritmética, algebra, trigonometria, Limite, tangente, infinito potencial,
geometria, geometria analitica. infinito actual, procesos al limite.

Esta distincion trajo consigo la distincidon curricular entre
pre-calculo y calculo, y la produccion de libros ligados a cada
uno de ellos. En uno de los estudios de ICMI (International
Comission of Mathematics Instruction) (1986) propone que en
un analisis curricular se deben contemplar tres aspectos:

a) Las intenciones de curriculo.
b) El curriculo implementado.
¢) Logros del curriculo.

En los parrafos anteriores nos hemos concentrado en los
aspectos a) y c) de esta propuesta de ICMI. El punto b) es
crucial en todo cambio curricular.

En los profesores recae un peso enorme, ya que entre autorida-
des educativas y editoriales con nuevos libros ponen al profe-
sor en una situacion dificil para el cambio. Ello es notorio en
los estudios sobre el quehacer del profesor de matematicas.

Para ejemplificar esta situacion, tomemos una investigacion
realizada en Canada en un instituto CEGEP , en donde se
imparte el primer curso de célculo. Hardy (2009a, 2099b)
realiza un analisis en un Cégep sobre el concepto de limite.

Ella analiza lo que los profesores evaluan durante varios afios
y se encuentra que los examenes ligados al concepto de limite
son puramente algebraicos sin cuestionar diferentes represen-
taciones de ese concepto.
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Tabla 2. Estudio de Hardy sobre la evaluacion utilizada por
los profesores sobre limites
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El estudio de Hardy muestra que los profesores evaluan
diferentes tipos de técnicas para el calculo de limites. Por
ejemplo, podriamos agrupar las diferentes preguntas de
acuerdo a la técnica a utilizar para calcular el limite.

a) Técnica de factorizacion, simplificacion y paso al limite.
b) Técnica de multiplicar por el conjugado y paso al limite.

¢) Técnica de factorizacion del término de grado mas alto en
la expresion algebraica, y paso al limite.

d) Reconocimiento de una funcién continta en el punto que
se desea calcular el limite, y paso al limite.

Uno se puede preguntar sobre los cambios en los ultimos 10
afios. En el caso de Quebec, la ensefianza pre-universitaria
llega hasta los 18 afios. El curso de calculo es obligatorio
para aquellos que quieren realizar estudios de ingenieria o
ciencias.

En el 2001 en primaria (de 6 afios) y 2004 en secundaria (de
5 afios) se realizé un cambio en la ensefianza siguiéndose un
acercamiento por competencias. La primera competencia de
la disciplina en matematicas es la resolucion de situaciones
problema. Esto aunado con los cambios en otros paises, la
modelacion matematica llegd muy fuerte en los libros de
calculo.

El estudio de Hardy muestra que atn y los cambios en los
syllabus y libros de texto en donde se enfatiza la importancia
de la conversién entre representaciones, los exdamenes se
centran en el célculo algebraico de limites. Los profesores no
se han percatado de la importancia del rol de las representacio-
nes en el aprendizaje de las matematicas, cuando otro cambio
les cae encima...en el 2008 recibieron la primera generacion
de estudiantes que se formaron en primaria y secundaria bajo
un acercamiento por competencias y resolucion de situaciones
problema.

En este nivel de estudios preuniversitario, a diferencia de los
otros niveles educativos previos, los syllabus no cambiaron
fundamentalmente, pero los libros si. Por ejemplo, un libro de
texto (Hamel & Hamiotte 2007) en el que sus dos primeras
paginas las dedica a la historia de las matematicas menciona el
trabajo de Weirestrass sobre una funcion continua y no deriva-
ble en un punto:

fx) =" a"cos(mb"x), 0 <a <1, b entero impar mayor a 1.

¢ Por qué iniciar con el trabajo de Weirestrass un libro de
calculo dirigido a estudiantes que por primera vez se
enfrentan al infinito matematico?

Los autores Hamel et Amiotte después de la parte historica
inician con un ejemplo de calculo de limites asociado al llena-
do de un recipiente. Inmediatamente después con el lanza-
miento de una pelota al aire en donde se proporciona la
funcioén ligada a un polinomio de 2° grado y el célculo de la
velocidad instantanea en un momento dado.

Esto lo mencionamos para mostrar que los nuevos libros de
texto tienen una nueva influencia ligada a la modelacion mate-
matica. No se sabe a ciencia cierta si el cambio se debe a este
nuevo acercamiento por competencias y resolucion de
situaciones problema, al cambio que estan sufriendo los libros
en los Estados Unidos sobre modelacion matematica o a
ambos. Lo cierto es que el mundo académico esta cada vez
mas comprometido con acercamientos ligados a la modelacion
matematica. Ver por ejemplo proyecto PRIMAS en Europa
(Katja et al. 2013) y las producciones de ICME sobre la mode-
lacién matematica (p.e. Blum et al. 2007).

Nuevamente, los estudios en didactica de las matematicas nos
sefialan que los cambios en los libros de texto de célculo en
Quebec tienen poco impacto en la ensefianza. Por ejemplo,
Dufour (2011) muestra como dos profesoras (una con 30 afios
de experiencia y otra con dos) utilizan los nuevos libros de
calculo en el aula de matematicas. Precisamente, las dos profe-
soras utilizan el libro de texto de Hamel y Amiotte (Idem). Las
dos inician la ensefianza de la derivada con el ejemplo del
lanzamiento de una pelota al aire y el calculo de la velocidad
instantanea.
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El libro propone el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.2 uno de los problemas de base del calculo
diferencial es el de velocidad instantanea. Considere-
mos la situacion siguiente. Se lanza una bola hacia
arriba a partir de una altura de Im con una velocidad
inicial de 9.8 m/s. En virtud de las leyes de la fisica, la
posicion de la bola (altura medida en metros) t s
después del lanzamiento estd dada por la funcion s(t)
=-49¢2+ 98t + 1. Se quiere determinar la veloci-
dad (instantanea) de la bola a 0.5 s después de su
lanzamiento.

Calculemos primero la velocidad media de la bola
entre 0.5sy 1s.

-
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Fig. 1. Representaciones utilizadas por dos profesoras en la
ensefianza de la derivada

El libro propone el siguiente ejemplo:

Las dos profesoras tienen una formaciéon en matematicas, la
mas joven con dos aflos de experiencia ha realizado estudios
de maestria en educacion general (no en didactica de las
matematicas). La profesora con experiencia (30 afios) utiliza
la representacion grafica de la izquierda y la joven la de la
derecha.

La profesora con experiencia lee el problema, pregunta si
han entendido el fenémeno, hace la representacion grafica
de la izquierda de la Figura 1, y pasa directamente al calculo
algebraico de la velocidad instantanea para s=1 segundo.

La segunda profesora utiliza la misma representacion (Figura
1 derecha) para modelar diferentes fendmenos: peso de un
bebé al pasar el tiempo, viajar en auto de una ciudad a otra
(cayendo en contradiccion en sus interpretaciones).

En los dos casos, es notorio el aspecto pasajero de la represen-
tacion. Hay que ir de inmediato a la manipulacién algebraica.
En el caso de la joven es peor, ya que la representacion grafica
que utiliza no es adecuada para el fenémeno en estudio.

Con ello, lo que queremos enfatizar es que aun y cuando las
teorias sobre la construccidon del conocimiento, basadas en la
conversion entre representaciones ha avanzado en los ultimos
afios, estos aspectos teoricos no han sido del todo asimilados
por el profesor de matematicas. jLos profesores han recibido
una actualizacion en ese sentido?.

La tecnologia y un método de ensefianza (ACODESA) Como
lo hemos mencionado anteriormente, una carga enorme recae
en el profesor de matematicas en un cambio curricular. Seria
importante que los investigadores en didactica de las matema-
ticas fueran mas sensibles a esta problematica.

Es en esta direccion en la que queremos ahondar en lo que
sigue. La tecnologia ha avanzado considerablemente, no
solamente proporcionando diferentes representaciones de un
concepto matematico en pantalla de calculadoras o computa-
doras. Existe desde hace varios afios el uso de paquetes libres
para analisis de datos de fendmenos fisicos (por ejemplo,
AVIMECA para PC, o Tracker para PC o Mac). Nosotros
utilizaremos Tracker para mostrar un uso de este tipo de
software.

Antes de mostrar Tracker con un ejemplo, queremos mostrar
la diferencia que existe en los procesos clasicos de modelacion
y como los consideramos ahora.

Situacion problema

. S ——
Fendmeno — Observacion
[a estudiar | empirica

)

Modelo

Matemdtico Proceso
de modelacidn
( Anilisis de video h

— ¥ Reprasentaclén pletarica Y

Og‘serv,a'cwn Representacion verbal

mpirica
S P P h\i
% Bepresentacion Eebozo da d ¥

represchlachan
gratice

" 7

Acpresemtacion algcbralen

numelca

—

Fenomeno
Fisico

Repregentacion gratiea
inliizands las resuhadoe
algebraleos)

*,

Fig. 2. Modelo clasico de la modelacion y nuevas tendencias con
el uso de videos
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En la Figura 2, mostramos un modelo clésico de proceso de
modelacion y un nuevo modelo adaptado a una teoria local
de representaciones (ver Hitt & Quiroz en prensa) y analisis
de videos con una herramienta como Tracker. En este
modelo, se hace un especial énfasis al solicitar a los
estudiantes que proporcionen una descripcion verbal de
fenomeno en estudio identificando las variables que entran
en juego.

Si se siguiera un método de ensefianza ligado a una teoria
general sociocultural del aprendizaje (Hitt & Quiroz Idem),
la comunicacién entre los alumnos y el profesor como guia,
es el ingrediente principal en el aprendizaje de conceptos
matematicos.

Nuestro método de enseflanza de corte sociocultural, basado
en un aprendizaje en colaboracion, en debate cientifico y
autoevaluacion llamado ACODESA (siglas en francés
Apprentissage Collaborative, Débat Scientifique et Autoré-
flexion) consta de 5 etapas (Hitt 2007; Hitt y Gonzalez-Mar-
tin 2015, Hitt, Saboya y Cortés 2016, Hitt & Quiroz Idem):

1) Trabajo individual (produccidon de representaciones
funcionales y producciones semioticas asociadas para
comprender la situacion problema).

2) Trabajo en equipo sobre una misma situacion. Proceso de
discusion y validacion (refinamiento de las representaciones
funcionales y producciones asociadas).

Uso de objetos, tablero,
graficay finalmente
procesos algebraicos

Etapa de preparacion hacia
los procesos infinitos
(numérico y grafico)

Convariaciéon

entre variables

Procesos de modelacién

e (Funcion) Limie
Grafico)

(
=

Método de Fermat grafico y
numérico Notacién algebraica
de limite.

Secante
tangente
(Graficamente)

Gréfico

)

Problemas en contexto
Analisis de videos
Uso de tableros de datos y GeoGebra

Procesos infinitos
(potencial y actual)

numéri

Problemas de movimiento
(Velocidad como elemento paradigmatico)

[

Velocidad media
Velocidad instantanea

Discusion sobre el proceso al limite
gréfico y numérico fuera de contexto
1

Razén instantanea de cambio
Secante, tangente, derivada en un punto

‘ Razén de cambio

de la derivada en un punto a la derivada en
todo el dominio de la funcion (donde exista)

( La funcién derivada)

Articulacién entre representaciones_ _ _ _ _ - _ - _ _

geométrico y numérico

co

" Articulacién procesos infinitos y
calculo de maximos y minimos

Velocidad instantdnea como el
limite de las velocidades medias
en un punto

Articulacion de procesos
infinitos, tangente geométrica, - - = = = = = = = = = - -
numéricay algebrai

Articulacion de procesos
infinitos, tangente geométrica,
numérica y algebraica para todo
punto del dominio donde la
derivada exista.

Resultado numérico B
Articulacion numéricay

3) Debate (que puede convertirse en un debate cientifico).
Proceso de discusion y validacion (refinamiento de representa-
ciones funcionales y producciones asociadas).

4) Auto-reflexion. Regreso sobre la situacion (trabajo indivi-
dual de reconstruccion y auto-reflexion de lo realizado en
clase).

5) [Institucionalizacion. Utilizacion de representaciones
institucionales por parte del profesor dentro del proceso de
institucionalizacion de saberes.

Es importante sefialar que, bajo este enfoque, el rol del profe-
sor es diferente, en este caso, el profesor:

a) Diseia la tarea a realizar en el grupo, siguiendo las caracte-
risticas del método ACODESA de ensefianza (situacion que se
realiza en varias etapas).

b) Guia a los alumnos durante las 4 primeras etapas de ACO-
DESA, promoviendo la reflexion, argumentacion, validacion
de las acciones de los alumnos, sin proporcionar respuestas si
es correcto 0 no lo que los alumnos realizan.

¢) Recopila y organiza a grandes rasgos las producciones de
los alumnos, y proporciona el proceso de resolucion institucio-
nal, utilizando las representaciones institucionales correspon-
dientes.

(Construccién de conceptos )

Secante
Tangente

Maximo o minimo ligados ala
tangente horizontal (area, volumen,
velocidad media)

geométrica

Tangente como
limite de secantes

( Velocidad instantanea )

Tangente como razén instantanea de
cambio Derivada en un punto
(como limite de razén de cambio)

+( Derivada en todo punto )

Figura 3. Una trayectoria global de aprendizaje (TGA) para la
introduccion al calculo
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La tecnologia y un método de ensefianza (ACODESA) y la
investigacion en apoyo al profesor de matemdticas La
seccion precedente, solicita de mucho trabajo de parte del
profesor. Los libros de texto en general van en retraso con
respecto a los avances tecnologicos, y muchos de esos libros
son traducciones de libros que siguen métodos de ensefianza
diferentes a los que el profesor desea implementar en su
clase.

Recuerdo que mi primer libro de célculo en la universidad
fue el Kuratowski (1962), libro muy dificil para mi y mis
compaifieros. El segundo libro que me propusieron en el
siguiente curso de calculo fue el Spivak (1967). De este
libro los profesores decian, es un libro magnifico por la
seleccion de sus problemas. Con este libro, afios después ya
en didactica de las matematicas, comprendi la importancia
de los procesos de visualizacion matematica y la resolucion
de problemas.

Con lo anterior, lo que quiero decir, es que el profesor de
matematicas necesita de problemas bien estructurados, que
le permita proponer en su clase y promover un aprendizaje
significativo. En nuestro caso, seria importante crear un
banco de videos cortos, junto con una actividad y que el
profesor pueda utilizarlos en su ensefianza.

Vamos a proporcionar un ejemplo. Supongamos que
estamos interesados en una introduccion al calculo bajo este
nuevo enfoque de la modelacion matematica. Consideremos
la siguiente trayectoria global de aprendizaje (adaptacion de
la idea que propone Simén 1995, Simén & Tzur 2004, de su
THA: Trayectoria Hipotética de Aprendizaje). Simon&
Tzur proponen que, para cada organizacion de enseflanza en
el aula, es conveniente que el profesor realice una THA
especifica; en nuestro caso, el acercamiento es global en una
primera instancia (Figura 3).

La literatura actual sefiala la importancia de la covariacion
entre variables como preludio al concepto de funcion (Hitt
& Gonzalez-Martin, 2015, 2016; Thompson & Carlson
2017). En nuestro caso, hemos propuesto una serie de activi-
dades para trabajarse en ambientes de papel y lapiz con el
método ACODESA y uso de tecnologia de parte del profe-
sor en la etapa de institucionalizacion. En este documento,
queremos introducir el uso del video teniendo como meta el
concepto de derivada.

De acuerdo a nuestra TGA (Figura 3), debemos pasar por
una discusion de la velocidad media y de la velocidad
instantanea.

El analisis de textos tanto de Quebec como el texto Harvard
Calculus (Huges et al. 1999) de los Estados Unidos, introdu-
cen el concepto de derivada utilizando una actividad ligada
a la fisica, el lanzamiento de una pelota en el caso de Quebec
(Hamel & Amiotte 2007) y el lanzamiento de una toronja en
el caso del Harvard Calculus (Huges et al. 1999).

Como lo habiamos sefialado antes, Dufour (2011) en su tesis
de maestria, analizd dos profesoras en un curso de introduc-
cion al calculo. Las profesoras mencionaban el fendmeno del
lanzamiento de una bola al aire, y utilizaban un polinomio de
2° grado proporcionado por el libro de texto, pasando directa-
mente a los procesos algebraicos. Los estudiantes seguian una
explicacion sin argumentar de porqué se tendria que calcular
velocidades medias y la velocidad instantanea. Otro hecho
importante es que, ain con todos los cambios realizados en
Estados Unidos sobre la reforma del célculo: cambios en el
curriculo, nuevos libros de texto, cambio de cursos en audito-
rio a cursos con 25 alumnos con ensefianza de trabajo en
colaboracion; los problemas del aprendizaje del calculo conti-
ntan vigentes (Star & Smith 2006).

Nosotros proponemos la actividad de utilizar el concepto de
velocidad (Hitt & Dufour 2014), pero ya sea poniendo a
alguien a utilizar una bicicleta o corriendo frente a una cdmara
(Figura 4).

Figura 4. Camara fija para la toma de datos, y medida donde se pasa la accion (sefialamiento de 2 m
por donde pasa la bicicleta, 15 m ancho de la cancha)

Una vez observando el video y seleccion de variables, lo
deslizamos al interior de Tracker y ponemos en marcha el
proceso para la toma de datos (ejes, distancia de la cancha de
basquet, cuando iniciar y finalizar la toma de datos. En experi-
mentaciones informales con los estudiantes, al proporcionarles
la actividad (ver anexo), los estudiantes de manera natural
proporcionan una lista de variables a analizar. Entre ellas,
proponen la distancia recorrida en funcion del tiempo. Al
cuestionarlos sobre qué preguntas se les ocurre proponer,
siempre ha surgido de manera natural la pregunta: ;En qué
momento el corredor alcanza su velocidad maxima?.

Figura 5. Toma de datos, distancia recorrida en funcion del tiempo

Eco matematico ISSN 1794-8321 E-ISSN 2462-8794 Volumen 8 (s1) 2017, paginas 6 -15



El aprendizaje del célculo y nuevas tendencias en su ensefianza en el aula de matematicas 12

Una vez tomados los datos con Tracker de acuerdo a las
variables seleccionadas (esquina inferior derecha), uno
podria optar por un andlisis utilizando Tracker o los puede
copiar directamente sobre otro paquete (libre) como el
GeoGebra. Nosotros hemos seleccionado GeoGebra, ya que
este software permite un tratamiento de datos flexible y en la
resolucion de la situacién problema, es posible utilizar
calculo formal.
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Figura 6. Tratamiento de datos con GeoGebra y célculo de velocidades medias para cada
intervalo de tiempo

Para el calculo de la velocidad instantanea, y sabiendo que
el fenomeno lo podemos modelar con una funcion continua,
los estudiantes bajo una discusion sobre las caracteristicas
del modelo a utilizar, el cambio de concavidad emerge en su
propuesta. En general, después de una discusion, proponen
ya sea un polinomio de 3er grado y/o una funcion
sinusoidal.

Es posible tomar intervalos mas cortos en Tracker, pero es
importante que el profesor promueva la idea de paso al
limite para calcular la velocidad instantdnea (la nocion de
tangencia debe haberse trabajado antes). Una posible
manera de contrastar las producciones de los alumnos es que
el profesor utilice GeoGebra con alguna de las funciones
propuestas (Figura 7) para realizar el paso al limite y propor-
cionar la definicion de derivada después.

~

VA \

Figura 7. El profesor introduce las representaciones oficiales y la definicion de velocidad
instantanea, antes de pasar a la definicion de derivada

A manera de conclusion Los cambios curriculares apun-
tan hacia un mayor énfasis en los procesos de modelacion
matematica. Estos procesos de modelacion no son exclusivos
de la ensefianza universitaria. En 13 universidades europeas
(proyecto PRIMAS, Katja et al. 2013) se ha impulsado la
unificacion de las didacticas (biologia, fisica, matematicas,
quimica) poniendo la modelacién matematica como elemento
central. Bloom et al. (2007) proponen la modelacién a diferen-
tes niveles educativos.

En Quebec el acercamiento por competencias y resolucion de
situaciones problema ha puesto en dificultades a los profesores
ya que el ministerio no tomo en cuenta la importancia de la
modelacion matematica bajo este acercamiento. De acuerdo al
estudio de Zandieh (2000), en los Estados Unidos el concepto
de velocidad es utilizado en el aula en la ensefianza del calcu-
lo.

Esta tendencia en la ensefianza de las matematicas a todos
niveles, tendria un soporte importante con el uso de la tecnolo-
gia en el aula de matematicas. Sin embargo, como lo hemos
dicho en este documento, es importante proporcionar al profe-
sor de matematicas con actividades y videos experimentados
para que ¢l haga uso de ellos en el aula.

Dejar una discusion totalmente libre en el aula puede promo-
ver un caos que a muchos estudiantes y profesores no les
agrada. Por ello, el disefio de actividades ad hoc (ver APTE
2016 en el caso algebra) es una tarea prioritaria para profeso-
res e investigadores en didactica de las matematicas (Hitt,
Saboya & Cortés 2017).
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Anexo

La competencia del siglo, Aquiles contra la tortuga |

Consignas:
Nombre del equipo: Para el trabajo individual/inicial, utilizar
boligrafo de tinta negra.

Para el trabajo en equipo (o especificar el
momento), si tu modificas tu trabajo, utilizar
un boligrafo de tinta roja.

_N ombres de 105: Después del debate en gran grupo (o
miembros del equipo: especificar el momento), si tu modificas tu
trabajo, utilizar un boligrafo de tinta verde.

Aquiles contra la tortuga

Trabajo individual |

Consignas:

Aquiles estd en constante preparacion para la competencia contra la
tortuga. Ya que la competencia estd programada en varias etapas,
Agquiles inicia su preparacion con la carrera a pie.

Puedes observar el video para
responder a las  preguntas
siguientes:

Preguntas globales:

a) ;Cudles son las variables que
debemos tomar en cuenta?

b) ;Cudl es la velocidad media de
r = Aquiles al atravesar la cancha de
15m?

¢) Si proponemos intervalos de tiempo, ;jcudl es la velocidad media
para cada intervalo de tiempo seleccionado? ;Es la misma velocidad
media para cada intervalo de tiempo?

d) Si tomamos intervalos de tiempo cada vez mds pequerios, jla
velocidad media es la misma?

e) ;En qué momento Aquiles alcanza su mdaxima velocidad?

| Trabajo en equipo |

Observando el video, jCudles son las variables que debemos tomar en
cuenta? Explica y cuestiona tus repuestas con las de tus comparieros.

| Trabajo en equipo |

Utilizando Tracker, determinar la velocidad media al atravesar la
cancha de un lado al otro.

Dato que puede ser util para esta primera etapa con Tracker:

Trabajo en equipo

Una vez que se han fijado las imdagenes por segundo (por ejemplo 10 la
la vez, 5 la segunda, etcétera). Calcular la velocidad media para cada
intervalo con la ayuda de otro paquete como GeoGebra. Representar
con una nube de puntos los datos obtenidos con Tracker. ;Es posible
representar el fenomeno con una curva continua? ;Tienen alguna
conjetura? Argumentar y justificar.

¢Es posible proporcionar una respuesta sobre en qué momento Aquiles
alcanza su velocidad madxima? Argumentar, explicar, calcular,
demostrar, ...

Trabajo en equipo

Contrastar los diferentes resultados encontrados por los comparieros de
otros equipos. Argumentar y justificar.

¢Es posible proporcionar una respuesta sobre en qué momento Aquiles
alcanza su velocidad madxima? Argumentar, explicar, calcular,
demostrar, ...

Regreso al trabajo individual, reconstruccion de lo realizado en clase

Considerar el video de la carrera de Aquiles de ida y vuelta.

Toma datos con Tracker de la distancia entre Aquiles y el punto de
partida. ;Puedes modelar el fenomeno con una curva continua?

¢Es posible proporcionar una respuesta sobre en qué momento Aquiles
alcanza su velocidad madxima de ida y luego de regreso? jAlcanza la
misma velocidad maxima de ida que de vuelta? Argumentar, explicar,
calcular, demostrar, ...

Ancho de la cancha de basquet: 15 m.

Etapa final de institucionalizacion de la parte del profesor.
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