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Resumen

En este trabajo se reportan resultados de una investigacion
cuyo objetivo es desarrollar, analizar y evaluar recorridos
de estudio y de investigacion [REI] genuinamente
codisciplinares en la escuela secundaria. Se presenta
la implementaciéon y el analisis de un REI en fisica y
matematicas. El dispositivo fue implementado en cinco
cursos regulares de matematicas de distintas instituciones
escolares del partido de Tandil, Argentina. Participaron
116 estudiantes de entre 16 y 18 afos. Se utilizan como
referente tedrico la teoria antropologica de lo didactico, los
constructos tedricos del REI y el esquema herbartiano. En
este trabajo se describe y se analiza de manera detallada el
proceso de generacion del medio didactico —mesogénesis—
en cada implementacidn. Los resultados obtenidos permiten
identificar las dificultades para organizar y desarrollar en las
aulas un medio de estudio strictu sensu como se propone en
un REIL El andlisis de la mesogénesis permite trazar algunas
conclusiones sobre la ecologia de este tipo de ensefianza en
cursos usuales de la escuela secundaria.

Palabras clave: educacion, ensefianza de las ciencias, escuela
secundaria, recorrido de estudio y de investigacion [REI],
medio didéctico
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Research and study paths in physics and mathematics
in secondary schools

Abstract

This article reports the results of a research project aimed at developing, analyzing, and
evaluating genuinely co-disciplinary research and study paths [RSP] in secondary schools.
The implementation and analysis of an RSP in physics and mathematics is presented. The
instrument was implemented in five regular mathematics classes in different schools in
the district of Tandil, Argentina. A total of 116 students between 16 and 18 years of age
took part. The anthropological theory of the didactic, the RSP theoretical concepts, and
the Herbartian schema are used as theoretical referents. This article describes and analyzes
in detail the generation process of the didactic environment—mesogenesis—in each
implementation. The obtained results allow the identification of difficulties in organizing
and developing a study environment in the classroom as proposed strictu sensu in an RSP.
The analysis of mesogenesis allows deducing some conclusions about the ecology of this
type of teaching in regular secondary school courses.

Keywords: education, science teaching, secondary school, research and study path
[RSP], didactic environment

Percurso de estudo e de pesquisa em fisica e
matematica nas escolas secundarias

Resumo

Este artigo apresenta os resultados de uma pesquisa que visa desenvolver, analisar e
avaliar percursos de estudo e de pesquisa [PEP] genuinamente co-disciplinares nas escolas
secundarias. Apresenta-se a implementacéo e a analise de um PEP em fisica e matematica. O
instrumento foi implementado em cinco aulas regulares de matematica em diferentes escolas
do distrito de Tandil, Argentina. Participaram 116 estudantes entre 16 e 18 anos de idade. A
teoria antropologica do didatico, os conceitos tedricos do PEP e o esquema herbartiano sao
usados como referentes tedricos. Este artigo descreve e analisa detalhadamente o processo
de geragdo do meio didatico — mesogénese — em cada implementagdo. Os resultados
obtidos permitem a identificagdo de dificuldades na organizagdo e desenvolvimento de
um meio de estudo em sala de aula como proposto strictu sensu num PEP. A analise da
mesogénese permite deduzir algumas conclusdes sobre a ecologia deste tipo de ensino nos
cursos regulares de ensino médio.

Palavras-chave: educa¢io, ensino de ciéncias, escola secundaria, percurso de estudo e
de pesquisa [PEP], meio didatico
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En la ensenanza escolar actual predominan practicas de ensefianza contrarias al
cuestionamiento del saber, que ignoran el papel central de las preguntas en el proceso
de generaciéon de conocimiento (Chevallard, 2013; Otero et al., 2013). En la escuela,
habitualmente se estudian saberes que son o que han surgido como respuestas a preguntas
que se desconocen o que estan implicitas, y por lo tanto la razén de ser de esos saberes
permanece velada. Este hecho produce fenomenos didacticos que Chevallard (2007, 2013)
ha definido como monumentalizacion del saber y pérdida de sentido, a partir de los cuales
el saber propuesto para ensefiar no es cuestionado y se estudia como un fin en si mismo.

El monumentalismo es una metifora construida por la teoria antropoldgica de lo
didactico [TAD] para describir el fendmeno didactico que consiste en tratar al saber
matematico como un monumento. El Museo del Louvre, el Panteén de Paris, la piramide
de Chichén Itza, la catedral de Milan y la ciudad inca de Machu Pichu son monumentos
a los cuales se invita a admirar, visitar, preservar, conservar, inmortalizar e incluso amar.
En el paradigma monumentalista se concibe y se trata al saber de ese modo. Una de sus
caracteristicas es que los profesores a lo sumo invitan a los estudiantes a visitar el saber,
sin alterarlo, transformarlo o deconstruirlo (Chevallard, 2007, 2013). En la epistemologia
monumentalista el saber se considera inmutable en el tiempo —es suficiente mostrarlo—,
de alli el tratamiento ostensivo del que es objeto.

LaTAD (Chevallard,2013; Otero et al.,2013) propone sustituir al paradigma monumental
por otro aun emergente, llamado paradigma del cuestionamiento del mundo [PCM], a la
vez que desarrolla dispositivos didacticos para ensefiar bajo este paradigma, denominados
recorridos de estudio e investigacion [REI] (Chevallard, 2007, 2009, 2013; Otero et al., 2013).
En un REI, los saberes surgen del estudio y del desarrollo de una pregunta cuya respuesta
no es conocida de antemano. No pueden ser obtenidos mediante una simple busqueda de
informacion, sino que es necesario elaborarlos estudiando saberes de diversas disciplinas
(Parra & Otero, 2017). La pregunta que da origen a un REI es llamada generatriz, porque
posibilita la formulacién de una gran cantidad y variedad de otras preguntas derivadas a
partir de ella, que es preciso responder para elaborar una posible respuesta final.

Parallevar a cabo un REI, se debe construir un medio de estudio adecuado. La TAD utiliza
una metafora ecoldgica a partir de la cual considera al medio diddctico como un ambiente
apropiado para elaborar las respuestas, en términos de los conocimientos necesarios y los
instrumentos requeridos.

A diferencia de lo que sucede en una enseianza “monumental”, donde el profesor es el
unico responsable de la construccion del medio didactico, en un REI el medio es abierto.
Existen multiples fuentes de informacion en igualdad de condiciones y el estudiante también
es responsable de su construccion. Este trabajo se enfoca en presentar y analizar los principales
resultados acerca del proceso de construccion del medio didactico —mesogénesis—, durante
cinco implementaciones de un REI que involucra la fisica y las matematicas. Se describen
las preguntas formuladas, los saberes estudiados, los recursos utilizados y las respuestas
elaboradas. Las preguntas de investigacion son: ;cudles son los saberes de fisica y de
matematicas principalmente involucrados en el REI y cudles pueden tratarse en la escuela
secundaria? y ;qué caracteristicas tiene la construccion del medio didactico en los recorridos
implementados?
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Por otro lado, el analisis nos conduce a proponer una posible herramienta para
organizar el medio didactico, conocer el estado del recorrido y posibilitar el acceso a los
recursos. Finalmente, trazamos algunas conclusiones sobre la ecologia de una ensefianza no
monumental en cursos usuales de la escuela secundaria.

Antecedentes

La investigacion relativa a como ensefiar mediante REI tiene poco mas de diez afios de
desarrollo. Se han llevado a cabo REI monodisciplinares —matematicos— y codisciplinares
—involucran més de una disciplina— en la escuela secundaria y en la universidad. La
implementacion de REI codisciplinares ha sido mayoritariamente en el nivel universitario.
Por ejemplo, Serrano et al., (2010), Fonseca (2011) y Salgado et al. (2017) realizaron
recorridos que involucran matematicas y economia; el trabajo de Barquero (2009) presenta
un REI relativo a las matematicas y a la biologia; por su parte, Costa ef al. (2014) proponen
un REI en matematicas y fisica; Oliveira-Lucas (2015), uno referido a las matemdticas y a
la medicina nuclear; y Barquero et al. (2016), uno en matematicas y ciencias empresariales.
En la escuela secundaria hay menos estudios realizados: los trabajos de Ruiz et al. (2007),
Donvito et al. (2014), Parra et al. (2013) y Parra y Otero (2017) son sobre matematicas y
economia; el de Sala ef al. (2018) se refiere a las matematicas y a la historia; el de Kozuoka y
Miyakawa (2018), a la biologia y las matematicas; y, por ultimo, esta nuestra investigacion,
en la que proponemos un REI relativo a las matematicas y la fisica (Gazzola, 2018). Los
resultados de estas investigaciones dan cuenta de las restricciones y de las condiciones que
afectan el desarrollo de los REI en los sistemas de ensefianza actuales (Baquero, 2009; Costa
et al.,2014). Ademas, se sefialan problemas relativos a los cambios que se requieren en todas
las funciones didacticas, especialmente en el nivel mesogenético (Oliveira-Lucas, 2015;
Parra et al., 2013; Serrano et al., 2010).

Enlos REI codisciplinares mencionados, las matematicas juegan un papel preponderante
y las demas disciplinas tienen un lugar reducido a enmarcar la cuestion. El REI propuesto
en nuestra investigacion involucra las matematicas y la fisica de igual forma (Gazzola,
2018; Gazzola et al. 2020; Otero et al. , 2016). No hay una disciplina que prevalezca o que
resulte una excusa para estudiar la otra. Ambas tienen un papel central y para elaborar una
respuesta es preciso estudiar ambas conjuntamente. La pregunta de este REI carece de una
respuesta previamente fundada y, por lo tanto, el equipo de investigacién —investigadores
formados en matematicas y fisica—, al ignorar la respuesta, tuvo que elaborar una propia. La
codisciplinariedad en un REI es importante para romper con la fragmentacion disciplinar
de las instituciones escolares y para permitir que los saberes surjan como instrumentos
necesarios para dar respuestas a ciertas preguntas planteadas y no solo por imposicién
externa del curriculo. En consecuencia, la organizacion de un medio diddctico apropiado es
uno de los cambios mas relevantes para desarrollar una ensefianza de ese tipo.

Los recorridos de estudio y de investigacion

En toda situacion de enseflanza emerge un sistema didactico formado por los estudiantes,
uno o mas profesores y el objeto de estudio. En el paradigma monumental hay un tnico
profesor y el saber esta determinado de antemano, mientras que en el PCM se estudia una
pregunta Q denominada generatriz. El proceso de estudio de una cuestion requiere generar
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un medio diddctico que contenga las herramientas necesarias para elaborar la respuesta,
tales como:

e un conjunto de preguntas derivadas, que surgen a partir de la pregunta generatriz y
la complementan

e unconjunto de respuestas etiquetadas, llamadas asi porque son respuestas reconocidas
como tales en una institucién y que se pueden encontrar en un libro, la web, el curso
de un profesor, etc. El grupo de estudio debe deconstruir y construir las respuestas y
evaluar si ellas son relevantes o “validas”

e unconjunto de praxeologias, saberes que se utilizan como herramientas —matematicas
o no— para estudiar las respuestas etiquetadas y construir la respuesta a Q0. Por ejemplo,
teorias y experimentos.

En un RE], el estudio de un cierto saber depende de cuan necesario es para elaborar
una posible respuesta a la pregunta generatriz. La respuesta se produce bajo determinadas
condiciones y restricciones a las cuales esta sujeta. Es decir, no existe una respuesta universal
ni universalmente efectiva (Chevallard, 2009).

En sintesis, el medio didactico en un REI no esta definido de antemano, sino que se
construye mientras se elaboran las respuestas y su desarrollo no es exclusivo del profesor,
sino que es, ademas, una responsabilidad de los estudiantes. Ellos pueden incorporar a él
cualquier instrumento y herramienta que consideren pertinente y posiblemente til.

Modelo epistemoldgico de referencia y recorridos
realizados

El modelo epistemoldgico de referencia [MER] (Chevallard, 2013) es una reconstruccion
de todos los saberes involucrados en el problema, realizada por los investigadores. El MER
es dindmico y flexible. Se desarrolla y se readapta permanentemente.

El REI se centra en responder Q: “sPor qué se cayo la piedra movediza [PM] de Tandil?”.
La PM era una “roca oscilante” de granito de 248 toneladas, ubicada al borde de un cerro
a 300 m s. n. m,, en la ciudad de Tandil, Argentina (figura 1). El atractivo de la PM era que
oscilaba cuando se realizaba un torque externo en un lugar apropiado y con una frecuencia
justa, propia del sistema PM (Holmberg, 1912). El 29 de febrero de 1912 esta piedra cayo¢ al
precipicio. Por mas de 100 afios se han generado todo tipo de conjeturas, mitos y leyendas.
La figura 2 muestra el cerro después de la caida. La cruz roja indica el lugar donde antes se
encontraba apoyada la PM.

Sila PM se considera como un sistema oscilante, el estudio se dirige a las oscilaciones
mecanicas, para comenzar por modelos relativamente simples como el resorte o el péndulo
ideal. Se utilizan sistemas sin rozamiento, en los que la tnica fuerza en accidn es la fuerza
de restauracion que depende —para oscilaciones de pequena amplitud— de la forma lineal
respecto a la posicion de equilibrio. Este modelo se conoce como oscilador armonico simple,
cuyo movimiento, a través de las ecuaciones de Newton, se describe mediante una ecuacion
diferencial lineal de segundo orden y la solucién es una familia de funciones armonicas —seno
y coseno—. Si se toma en cuenta el rozamiento, es necesario afiadir un término ligado al
amortiguamiento a la ecuacion diferencial, que incluye la primera derivada de la posicién
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—velocidad—. Luego, es posible estudiar sistemas que, ademas de ser amortiguados, estan
bajo la influencia de una fuerza externa —forzados—. En el caso de que la fuerza externa
sea periodica y su frecuencia sea aproximadamente igual a la frecuencia natural —libre de
fuerzas externas— del sistema oscilante, se produce un maximo en la amplitud de oscilacion,
lo que genera el fenémeno conocido como resonancia mecdnica.

Figura 1
Fotografia de la PM

Nota: tomada del Archivo General de la Nacién Argentina.
Figura 2

Fotografia del cerro luego de la caida de la PM

Nota: tomada del Archivo General de la Nacion Argentina.

Si se considera un cuerpo giratorio suspendido, en lugar de una masa puntual, es preciso
estudiar el torque y el momento de inercia de un cuerpo oscilante. Aqui, nuevamente el
sistema es lineal para oscilaciones de pequena amplitud. También se pueden considerar
los casos amortiguados y forzados, que corresponden al mismo modelo matematico, pero
los parametros tienen una interpretacion fisica diferente. Sin embargo, este modelo fisico
—péndulo fisico— no es adecuado para el sistema de la PM, ya que se trata de un cuerpo
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suspendido y la PM estaba apoyada. Esto conduce a la mecanica de los sélidos rigidos oscilantes
apoyados. Asi, se puede considerar un modelo tipo “mecedora” en el que la base de la PM es
curva y se encuentra sobre una superficie plana. En este caso, la oscilacion —amortiguada y
forzada— estd relacionada con un movimiento de roto-traslacion (Otero et. al., 2017; Otero
et. al., 2017). La aplicacion de las leyes de Newton a este modelo conduce a una ecuacién
diferencial donde los parametros son especificos de la PM, que viene dada por la siguiente
ecuacion:

P+yY+wyp = (g) cos (wt) (1)

La soluci6n estacionaria de esta ecuacion es: @(t) = @,, cos(wt-yp), siendo la amplitud
Mo/ laf L yw .
o ylafase yy = pg-1 ( )

Pm = 2_2
| wi—wo)+wéy? w§—w

El mdximo de ¢, es para Wu = wg — yz—z . Se deben estimar los pardmetros: M| —torque
externo—, [ —momento de inercia—, w, —frecuencia natural de oscilacién del sistema—
y v —coeficiente de amortiguacion—. Datos detallados sobre la forma, las dimensiones y
posicion del centro de masas de la PM estan disponibles después de la construccion de
una réplica (Peralta et al., 2007). Estos datos brindan la posibilidad de estimar algunos
pardmetros de nuestro modelo como la masa, momento de inercia y la distancia de 7,1 m,
a partir de la cual el torque externo podria ser ejercido eficientemente por hasta cinco
personas para comenzar la pequefia oscilacion. Al usar estos valores, es posible estudiar el
comportamiento de la funcién en funcién de ¢, (w) en un rango de frecuencias entre 0,7 Hz
y 1 Hz —histéricamente reconocidas como las frecuencias de oscilacién natural de la PM
(Rojas, 1912)— y calcular para cada caso la maxima amplitud ¢, (w, ).

La piedra caerfa si ¢ _< ¢, (w, ), siendo ¢, (w,,) = M,/(M,l y) Siy es muy pequeiio —como

_ 2 _ 7V
Wu = Wo ~75 | lo cual lleva a w,,

se cree es en este caso—, es posible desestimarlo desde
= w,. Al usar esta aproximacion en la ecuacién correspondiente a la funcién amplitud, la
condicién de caida se vuelve ¢, = M,/(M,l y). El valor puede determinarse mediante un
analisis de estabilidad elemental, segtin las dimensiones de la base de la PM (Otero ef al.,
2017). En este modelo y es un parametro libre, para el cual establecemos ad hoc un orden
de magnitud de y = 102 Aqui encontramos varias situaciones, que comprenden diferentes
pares dentro del intervalo de frecuencias mencionado, que soportan la superacion del

angulo critico, es decir, la prediccion de la caida.

Finalmente, se busca una aproximaciéon mas apropiada del modelo fisico para el
amortiguamiento —que claramente no se debe al aire— y se propone un modelo mas
sofisticado de la piedra como un sdlido deformable, donde el contacto en la base —que
consideramos una superficie plana— no es un punto, sino un extension finita, sobre la
que se distribuye la fuerza normal, que es mas grande en la direcciéon del movimiento
y genera una resistencia a la rodadura, que se manifiesta a través de un par contrario al
movimiento. La resistencia a la rodadura depende de la velocidad de la piedra. Esto
permite dar una interpretacion fisica del término de amortiguacion. Por lo tanto, la fisica
subyacente al amortiguamiento es la misma que hace que una rueda de neumatico que
rueda horizontalmente en la carretera se detenga. No obstante, en el caso de la piedra,
la deformacién es mucho mas pequena. Aunque el modelo de “mecedora” deformable
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tiene parametros adicionales libres, los valores tabulados del coeficiente de resistencia a
la rodadura para piedra sobre piedra —disponibles en la literatura especializada— nos
permitieron estimar y justificar los valores de amortiguacion que incorporamos ad hoc en
el modelo de sdlido rigido PM.

La figura 3 presenta un diagrama que sintetiza tanto el MER como los recorridos
efectivamente desarrollados durante las cinco implementaciones. El vinculo web que esta en
la nota permite acceder a una version en linea de este diagrama. Los nodos que representan
cada implementacion I tienen un enlace que dirige al lector a un archivo que contiene
tablas disefiadas para describir los elementos del medio diddctico en cada clase, como se
describe en la seccion siguiente.

Figura 3

Esquema de posibles recorridos

[Qo: ¢Por qué se cayo la Piedra Movediza de TandiI?J

T
requiere estudiar

[SlSTEMAs Fisicos OSC]LANTES]

requiere estudiar

requiere estudiar modelos fisicos existentes requiere estudiar modelos "nuevos"

5 MODELOS FISICOS }*"em'fe 54’! MODELOS MATEMATICOS "*f‘emm‘-‘ a‘\ MODELQS F[S]COS ]
;
___________________________ _l___________, S
2 / N \ 7777779?‘ tlpf 7777777 calculo del éng{crmco \
dindmica lineal dinamica linealizable r _‘/
L [ 3 +"I'H+)\H kh(o, t) ) ‘,’;““ __;_"I cuerpas escllanles apoyados
__________________ nalisis de
MODELOS DE MODELOS DE MODELOS DE mrresponde i estabilidad E
RESORTE PENDULO SIMPLE || PENDULO FISICO ———— ROTO-TRASLACION
ECUACIONES I ¢ se describen
se consideran & descnhen I D]FERENCIALES mediante ad hoc y sxpl\ca ¥
———————————————————————————————————————————— snluclnnes
OSCILACIONES OSCILACIONES OSCILACIONES ki / _______________ MEU!N!CA DE MECAN]CA DE
ARMONICAS AMORTIGUADAS FORZADAS {"Soluciones 1! smucmnes Transitorias | | SCLIDOS RIGIDOS SOLIDOS
|\ Armédnicas || y Estacionarias ‘ DEFORMABLES

wW==Wq
I |ncluven

requier nestud\ar

RESONANCIA
FUNCIONES FUNCIONES
------------------------------- = s ==
IRRACIONALES

escuela estatal urbana,
administacién privada escuela estatal_rural

Iiz

B
Nota: disponible en https://cmapscloud.ihmc.us/viewer/cmap/1T074Y5WP-27SKX44-3GX

escuela estatal urbana

Metodologia

La investigacién es cualitativa, exploratoria, descriptiva y de caracter etnografico
(Hernandez et al., 2014). Se realizaron cinco implementaciones en cursos regulares de
matematicas que estuvieron a cargo de un profesor del equipo de investigacion, en tres
escuelas secundarias diferentes del partido de Tandil, Argentina. Estas escuelas fueron
seleccionadas intencionalmente con el propdsito de que los cursos para desarrollar el REI
fueran heterogéneos. La pregunta generatriz del REI es “;por qué se cayd la PM de Tandil?”
Esta pregunta esta estrechamente vinculada al habitat de los estudiantes, puesto que se trato
de un hecho muy significativo y de gran trascendencia en la ciudad, que sigue vigente en la
actualidad.
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En la investigacion participaron un total de N=116 estudiantes de sexto afio que tenian
entre 16y 19 afios. Las dos primeras implementaciones, I1 e I2 —N1=36, N2=32 estudiantes—,
se realizaron en una escuela publica de gestion privada. Cada una dur6 11 encuentros. Las
implementaciones I, e [, —N_=13, N = 19 estudiantes— se realizaron en una escuela publica
rural durante 19 y 17 encuentros respectivamente. La tltima, I, —N,=16 estudiantes—, se
desarroll6 en una escuela publica suburbana en 17 encuentros.

En relacion con la gestion del REI, en todas las implementaciones el profesor presentd
la pregunta generatriz Q, el primer dia. Los estudiantes debfan elaborar una respuesta,
para lo cual necesitaron formular preguntas derivadas y responderlas con el estudio de las
matematicas y la fisica pertinentes. El profesor proporciond:

e publicaciones realizadas en diarios de la época y otros recientes.

e ellibro La piedra viva (El Hage & Levy, 2012), que contiene una recopilacién histoérica,
social, econémica y cultural de la ciudad de Tandil, y también una descripcién y un
analisis detallado de las principales conjeturas acerca de la caida de la PM

e la publicacion titulada “;Cayd o la derribaron?” de la Revista Caras y Caretas
(Holmberg, 1912), en la cual el autor realiza una estimacion del angulo maximo de
oscilacion de la piedra.

e ellibro La piedra muerta de Rojas (1912)

e dos textos relativos a los conocimientos especificos: oscilaciones mecanicas y
funciones armonicas, elaborados por miembros del equipo de investigacion (Gazzola,
2018).

o Applets —physlets— creados por el equipo de investigacion y otros disponibles en
internet.

Cada encuentro termin6 con una socializacion donde cada grupo comunicaba sus
respuestas. Durante el REI, se realizaron sintesis parciales escritas y luego una sintesis final
escrita que incluia las preguntas formuladas, sus respuestas, los conocimientos estudiados y
la respuesta final que cada curso consideré como la més apropiada para Q.

Durante las clases se realizo observacion participante y se obtuvieron todos los protocolos
escritos de los estudiantes. Al final de cada encuentro, el profesor investigador retiraba las
producciones escritas, las digitalizaba y las devolvia en el encuentro siguiente. Ademas, el
profesor llevaba un diario con notas de campo, que se utilizaron de manera complementaria.

Se construyé una tabla 1 que utiliza los componentes del medio diddctico: preguntas
derivadas, respuestas etiquetadas y saberes estudiados, para cada encuentro en cada
implementacion. La primera columna corresponde al nimero de la clase C_, donde
1=gs<5 corresponde al nimero de implementacién y 1<m<n_al numero de clase con n =
numero total de clases de la implementacion I . La segunda columna contiene las preguntas
estudiadas en esa clase —Q—. La tercera muestra las respuestas a esas preguntas —R—
reconstruidas por el grupo de estudio. La ultima columna se refiere los saberes estudiados
—O—en el proceso de elaboracion de esas respuestas.
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Tabla 1

Tabla general de andlisis de la mesogénesis clase a clase en 1.

Implementacion

Sistema didactico

C Preguntas derivadas Q, Respuestas “etiquetadas” R, Saberes Oj

qm

Las tablas permiten describir de manera detallada como se gesta el medio —mesogénesis—
en cada implementacion. Se puede acceder a ellas a partir del vinculo web que se encuentra
en la nota de la figura 3. En la siguiente seccion describimos las principales caracteristicas.

Caracterizacion del medio didactico en cada
implementaciéon

En todas las implementaciones, se comenzd por los documentos detallados en la seccion
anterior que propuso el profesor. En principio, estos son medias que potencialmente podrian
formar parte del medio. En todos los casos, el grupo de clase opté por los documentos
relacionados con una respuesta cientifica que explicara la caida a partir del fenémeno fisico
denominado resonancia mecdnica. En consecuencia, la publicacion del reconocido naturalista
dela época (Holmberg, 1912), aparecida inmediatamente después de la caida, fue incorporada
al medio. Explicar el movimiento de la piedra y su caida mediante las oscilaciones mecanicas
cuestiona las ideas de los estudiantes, que provienen del imaginario social segun el cual la
piedra tenia un “movimiento perpetuo”. Inicialmente, los estudiantes no conciben que un
reducido grupo de personas pudo poner a la piedra en movimiento e incluso ocasionar su
caida. Por esta razon, los estudiantes formulan diversas preguntas que conducen al estudio
de las oscilaciones mecanicas —armonicas, amortiguadas, forzadas y resonantes— y su
caracterizacion matematica (figura 3). Esto llevo a “dejar de lado” transitoriamente la pregunta
generatriz para enfocarse en estos conocimientos especificos, y a retomarla mas adelante. En
una ensefianza por REI, este gesto de estudio se denomina entrar y salir del tema, porque es
preciso estudiar las preguntas derivadas de Q, que requieren salir de un tema, para estudiar
otro que es util y luego reingresar (Gazzola et al., 2020, 2019).

La primera pregunta derivada fue “;qué son y qué caracteristicas tienen las oscilaciones?”
y su estudio conllevo una salida a la fisica. En las implementaciones 1 a 3, el profesor propuso
un texto con explicaciones, ejemplos y un conjunto de tareas. Se estudiaron los sistemas
masa-resorte y péndulo ideal (figura 4) y las principales caracteristicas del movimiento
armonico simple [m. a. s.], las nociones de periodo, frecuencia, ciclo, la cinematica y la
dindmica de este movimiento.

En las implementaciones 4 y 5, el m. a. s. se estudié con un applet GeoGebra sobre el
resorte horizontal, que se muestra en la figura 5 junto con el protocolo del estudiante A75.

En todas las implementaciones, el profesor propuso una tarea que proporcionaba las
representaciones graficas posicion-tiempo, velocidad-tiempo y aceleracion-tiempo para el
m. a. s. y solicitaba analizar la variacién de dichas magnitudes en el tiempo y las funciones
respectivas. El estudio fisico del m. a. s. en la clase de matematicas conduce a preguntarse

« s describ - L g ‘o .
scomo se describe matematicamente este movimiento¢” y ;qué caracteristicas tienen
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las funciones armoénicas?”. Esto implico una “salida” hacia la matematica. Para estudiar
estas funciones, el profesor propuso un documento sobre f(a)=sen(a) y g(a)=cos(a) y sus
caracteristicas —dominio, imagen, periodo, mdximos y minimos, intervalos de crecimiento
y decrecimiento, conjuntos de positividad y negatividad—. Dichas nociones cobraron
sentido porque fueron interpretadas a partir del sistema masa-resorte, en el ambito de lo
que Chevallard (2017) denomina matemadticas mixtas. A continuacion, se volvid a dejar de
lado el sistema masa-resorte y se analizaron las familias de funciones f(a) = Asen(Ba + C) +
Dy g(a) =Acos(Ba + C) + D. Se variaron los parametros, para regresar luego al ambito de las

matematicas mixtas como se muestra en las figuras 6 y 7.

Figura 4
Protocolo del estudiante A61
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Figura 5
Imagen del applet utilizado y el protocolo del estudiante A61
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Figura 6
Protocolo del estudiante A33
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Figura 7
Protocolo del estudiante A51
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En el ambito de la fisica, el profesor propuso analizar la conservaciéon de la energia
mecanica de un oscilador armoénico y el juego de la energia cinética y potencial. En las dos
ultimas implementaciones, ademas de analizar cualitativamente la variacion, se utilizaron
las formulas para la energia potencial, cinética y mecdnica (figura 8).

Figura 8
Protocolo del estudiante A61
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Luego, se retomo la pregunta generatriz y se concluyo que las oscilaciones de la PM no eran
armonicas ni perpetuas. De esta manera, se redefinieron los sistemas oscilantes idealizados y
quedaron transformados en amortiguados y forzados. Se consider6 la no conservacion de la
energia mecanica en el tiempo, debido a la diferencia de fase de los vectores posicion, velocidad,
aceleracion y fuerza en los distintos tramos del movimiento. Gracias al profesor, se utilizé el
sitio interactivo fisica con ordenador' y los physlets que permitieron a los estudiantes variar las
condiciones iniciales de los diferentes sistemas y describir las representaciones de la posiciéon
en funcion del tiempo y de la variacion de la energia en cada uno de ellos. Se consideraron los
casos de sistemas sub-amortiguados, sobre-amortiguados y criticos. También se analizaron
los sistemas forzados y el fendmeno de la resonancia (figura 9).

Figura 9
Imagen de las simulaciones utilizadas y protocolo del estudiante A17
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En las implementaciones 3 a 5, como consecuencia de estar en una clase de matematicas,
los estudiantes preguntaron “;cémo se describen matematicamente los sistemas
amortiguados y forzados?” y buscaron la respuesta en internet. El profesor debié orientar
dichas busquedas al circunscribirlas a las soluciones de las ecuaciones diferenciales de
estos movimientos: @(t) = @_ e"* cos(wt + ), (t) = @,, cos(wt-y) . Nuevamente se
realizd una salida a las matematicas para vincular estas expresiones con los parametros de
las familias de funciones armoénicas y para analizar su composicion graficamente, como se
muestra en las figuras 10 y 11. Después se vuelve a las matematicas mixtas y se reinterpretan
sistemas oscilantes concretos.

Figura 10
Protocolos del estudiante A86 (a)
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1 Curso interactivo de fisica en internet. Angel Franco Garcia. Universidad del Pais Vasco, Espaiia. Contiene 545 applets insertados en sus
paginas webs que son simulaciones de sistemas fisicos, practicas de laboratorio, experiencias, problemas interactivos, etc. Disponible en http://
www.sc.ehu.es/sbweb/fisica/default.htm
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Figura 11
Protocolos del estudiante A86 (b)
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Para regresar a la pregunta generatriz, el profesor pregunté “;Qué tipo de oscilacion
tenfa la PM y como se producia? ;Como se aplicaria la resonancia a la PM?”. En todas
las implementaciones se concluyd que la piedra se trataba de un sistema amortiguado y
forzado resonante si era perturbado de manera apropiada por personas. Esta afirmacién se
profundiz6 por medio de un experimento en el que se construy6 un péndulo con un lapiz,
un hilo y una goma de borrar, que permiti6 observar que al mover el lapiz sobre el borde de
una mesa es posible encontrar propioceptivamente la frecuencia del sistema y observar el
incremento de la amplitud de oscilacién cuando ambas frecuencias coinciden.

Ademas, los estudiantes que participaron en las tres ultimas implementaciones
preguntaron “3Cual es la ecuaciéon de movimiento de la PM?”. La respuesta, elaborada
por el equipo de investigacién (ecuacion 1), fue aportada por el profesor. Los estudiantes
analizaron cada pardmetro de esta funcién y sus dimensiones: M, —torque externo—,
I —momento de inercia—, w, —frecuencia natural de oscilacion— y y —coeficiente de
amortiguaciéon—; y se preguntaron “;En qué condiciones habria caido la PM?”. Para esto,
calcularon el angulo critico de oscilacion a partir de una técnica similar a la propuesta por
Holmberg (1912), que ademds tomaba en cuenta los datos morfologicos aportados por el
articulo de Peralta et al. (2007). El valor obtenido de 8 = 0,11 rad (Otero et al., 2017)
se utilizd para analizar la ecuacion 1. Se considerd que, si la funcién amplitud supera ese
valor critico, la piedra se cae por el precipicio. Para los valores de I y de vy, se utilizaron los
calculados por los investigadores. Para w, se adopt6 el valor propuesto por Rojas (1912). Se
estim6 un rango de posibles torques, al considerar que la fuerza podria haber sido ejercida
por entre 2 a 5 personas (figura 12).

Inicialmente los estudiantes tuvieron dificultades para comprender que la ecuacion
ofrece mds de una solucién e intentaron determinar la cantidad exacta de personas que
empujaban la piedra y la fuerza exacta que aplicaron. Entonces, junto con el profesor
parametrizaron las funciones (figuras 13 y 14) y encontraron distintas condiciones que
configuraban escenarios compatibles con la caida de la PM. Este tipo de tareas interesaron
mucho a los estudiantes y son muy infrecuentes en el paradigma tradicional de ensefianza.
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Figura 12
Protocolo del estudiante A85
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Figura 13
Protocolo del estudiante A81 (a)
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Ademas de realizar todo lo anterior, en la quinta y tltima implementacidn, los estudiantes
preguntaron: “;Qué sistema oscilante se ajusta mas ala PM?”. Un estudiante de la clase propuso
el “caballo mecedor”, que originé la pregunta “4Cémo era la base de apoyo de la PM?’, lo
cual motivé la busqueda de un modelo que se ajustara a esa base. Esto ademas motivé a otro
grupo de estudiantes a visitar —por iniciativa propia— el parque litico, donde se encontraba la
piedra original y donde esta actualmente su réplica. Ellos realizaron un video y tomaron fotos
de la réplica y de los pedazos de la piedra esparcidos —llevados a la clase—. Esto propici6
una nueva discusion en la clase y la elaboracién de esquemas, como se muestra en la figura
15. Obsérvese el dibujo de un “tridngulo” de base curva como modelo para la base de la PM,
en linea con el modelo “mecedora” mencionado antes. Estos modelos solo se consideraron en
términos cualitativos, pues no se analiz6 el movimiento de roto-traslacion.
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Figura 14
Protocolo del estudiante A81 (b)

| [we6.28. 141732010, M0+10000)
| |Amortiguad{ Amplitud Maxima

we6,28. 1+1732010. MO=1500
Amortiguaci{ Amplitud Mixima

0,01 0,0919369222398 0,01 0,137905383
0,011 0,083579020271 0,011 0,12536853
0,012 0,076614101915 0,012 0,114921153
0,013  0,070720709460 0,013 0,106081064
0,014| 0065669230213 0,014 0,098503845
0,015| 0061291281532 0,015 0,091936522
0,016 0,057460576436 0,016 0,086190855
0,017|  0,054080542528 0,017 0,081120814
0,018 0051076067943 0,018 0076614102
| |w=6,28. 1=1732010. MO=12000 w=6,28. 1=1732010. MO=20000

| |Amortiguad{Amplitud Mixima Amortiguaci{ Amplitud Mixima

0,01 0,110324307 0,01 0,183873845 |
0,011 0,100294824 0,011 0167158041 |
0,012 0,091936922 0,012 0153228204 |
0,013 0,084864851 0,013 0,141441419| |
0,014 0,078803076 0,014 013133846 |
0,015 0,073549538 0,015 0122582563 |
0,016 0,068952602 0,016 0,114921153
0,017 0,064896651 0,017 0,108161085
0,018 0,061291282 0,018 0,102152136
0,019 0,058065425 0,019 0,096775708
Figura 15
Protocolo del estudiante A106
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Discusion

En las distintas implementaciones, los estudiantes enriquecieron el medio al formular
preguntas cada vez mas complejas. Sin embargo, el conocimiento para responder a
dichas preguntas fue aportado mayoritariamente por el profesor. En consecuencia, el REI
incrementa el papel de las preguntas de los estudiantes, pero no se logré que estos aporten
de manera auténoma, a partir de su investigacion, el conocimiento para responderlas.
Esto seria atribuible a que el paradigma tradicional condiciona la implementacién de un
dispositivo que es ajeno a él.

Enlas tres ultimas implementaciones, el medio diddctico se enriquece considerablemente
al incorporar la caracterizaciéon matematica del movimiento de la PM. Se realizaron tareas
de andlisis y de variacién de parametros y variables, al validar con célculos —relativamente
complejos para este nivel— la conjetura acerca del papel del fenémeno de resonancia en
la caida de la piedra. Las tareas matematicas relativas a la parametrizacion de funciones
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mencionadas son completamente ajenas al paradigma de ensefianza tradicional, al igual que
la interpretacion de las soluciones de las ecuaciones diferenciales en términos del modelo
del sistema fisico adoptado. Las dificultades de los estudiantes se relacionan con un uso
limitado de la nocion de funcion, ya que desconocen el papel de las familias de funciones y
de los parametros. Por ejemplo, ellos esperaban encontrar un unico resultado, en lugar de
un intervalo de valores posibles compatibles con la caida.

Particularmente, en la quinta implementacién, mejoraron tanto el uso de los
modelos fisicos como su formulacidn matemadtica, referidos al sistema de la PM. El
modelo de la mecedora, propuesto por un estudiante durante esta implementacién fue
analizado cualitativamente. La fisica ligada a la roto-traslacién podria tratarse en futuras
implementaciones. Las dificultades de los estudiantes en relacién con el uso de modelos
y de modelizacion también evidencian su ausencia en la ensefianza tradicional. Por tales
razones, no es posible ir mds alla del analisis de modelos, cuya caracterizacién resulta
propuesta por el profesor, en estas condiciones.

Al considerar las sucesivas implementaciones, puede apreciarse una mayor participacion
delos estudiantes en la conformacion del medio didéctico. Esto podria atribuirse a decisiones
vinculadas al profesor, ya que este no es un estudio longitudinal. Los estudiantes realizaron
cadavez mayor cantidad y calidad de preguntas ala vez que el profesor les permitié incorporar
al medio sus resultados de busquedas en internet, documentos de la PM elaborados por
ellos mismos e incluso nuevos modelos —como el caso de la mecedora—. Sin embargo, fue
el profesor quien estableci6 en ultima instancia qué estudiar para responder a cada pregunta
formulada.

En todas las implementaciones el profesor debi6é adoptar una participaciéon mayor a la
que se espera en un REIL. Por momentos asumio ciertas acciones monumentalistas para
hacer funcionar el dispositivo.

Dada la cantidad y variedad de conocimientos y recursos en juego que supone el
desarrollo de un REI, tanto para el profesor como para los estudiantes, asi como el hecho
de que se organiza el tiempo didactico y el reparto de tareas y responsabilidades de manera
muy diferente a la que caracteriza a las clases tradicionales, serfa necesario incorporar
herramientas como el esquema presentado en la figura 3. Este esquema facilita a todos
los participantes el acceso a los componentes del medio didactico ligados al REI, asi como
también a los recursos, experimentos y datos que se estan utilizando. Ademas de acceder a
todos los recursos compartidos, es posible incorporar nuevos recursos accesibles en linea
de manera remota.

Conclusion

En este trabajo se presentan resultados parciales sobre cinco implementaciones de un
REI codisciplinar en fisica y matematicas, que intenta responder ;cuales son los saberes de
fisica y matematicas principalmente involucrados en el REI y cudles pueden tratarse en la
escuela secundaria? y ;qué caracteristicas tiene la construccién del medio didactico en los
recorridos implementados?

La primera pregunta se responde a partir del MER esquematizado en la figura 3. En
este desarrollo del REI se estudiaron las oscilaciones armoénicas, amortiguadas y forzadas
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de sistemas ligados a masas puntuales, que resultan heuristicos para considerar sistemas
oscilantes de solidos rigidos y los modelos matematicos respectivos, fundamentales para el
analisis de las soluciones de las ecuaciones diferenciales como funciones parametrizadas.
Todo esto no se estudia habitualmente en la escuela secundaria ni en fisica ni en matematicas,
aunque figura en los programas de dichas asignaturas.

En relaciéon con el medio didactico, se amplié y se enriquecid progresivamente al
considerar todos sus componentes, gracias al caracter codisciplinar de la pregunta
estudiada y a las decisiones que el profesor toma basado en la experiencia que adquiere en
las implementaciones sucesivas.

Se observan cambios positivos relacionados con la enseflanza monumental,
principalmente en cémo los estudiantes enfrentan preguntas desconocidas y buscan
respuestas. Finalmente, se destaca el cardcter exploratorio de nuestra investigacion, que
deja preguntas abiertas sobre cdmo mejorar la construccién conjunta del medio didactico
en las aulas habituales y sobre el desarrollo de instrumentos como esquemas dinamicos que
permiten una actualizacién permanente de los elementos presentes en el medio y de las
preguntas y respuestas que se consideran en el desarrollo del REI.
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