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Investigacidn sobre Errores de Aprendizaje en Educacién Matemdtica

1. Fundamentos Epistemoldglces

La fiabilidad del conocimiento humano, es decir, la capacidad de
considerar como verdaderos conceptos y procedimientos que estan
deficientemente desarrollados, que incluyen ideas contradictorias o
interpretaciones y justificaciones fa_fsas, ha sido una preocupacion constante en
filésofos y pensadores que se han ocupado de estudiar la capacidad del
hombre por conocer y comprender. El error es una posibitidad permanente en la
adquisicién y consolidacién del conocimiento y puede llegar a formar parte del
conocimiento cientifico que emplean las personas o los colectivos. Esta
posibilidad no es una mera hipétesis, basta con observar lo que ha ocurrido a lo
largo de la historia de diversas disciplinas en las que se han aceptado como
conocimiento valido multitud de conceptos que, hoy dia, sabemos que son

erréneos.

La preocupacién por el conocimiento erréneo, por las condiciones que lo
hacen posible y por las funciones que puede desempefiar en el dominio y
avance de la ciencia, ha ocupado parte importante de las reflexiones de

-+ filésofos de la ciencia y epistemélogos, entre los que queremos destacar a

Popper; Bachelard; Russell y Lakatos. En lo que sigue vamos a seleccionar

algunas ideas de los autores mencionados, que sirven de fundamentacién a

este trabajo.
1.1. Popper
En “Conjeturas y refutaciones”, Popper pone a examen la siguiente

cuestion: ¢cuadl es la fuente Ultima del conocimiento?; a partir de ella deriva el
papel destacable que tienen los errores en la adquisicién del conocimiento

cientifico.

Para eiio desarrolla la siguiente linea argumental:
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1) Considera que hay, basicamente, dos respuestas clasicas a la cuestién
anteriormente planteada, la proporcionada por el empirismo, que sefala
la observacidn como fundamento dGltimo del conocimiento; la
proporcionada por el racionalismo o intelectualismo clasico, que
considera como fundamento la intuicidn intelectual de ideas claras y

distintas. 1 -

Destaca en estas dps posiciones el optimismo epistemoldgico sobre
las posibilidades humanas de conocimiento: todo hombre lleva en si
mismo las fuentes del conocimiento, bien en su facultad de percepcién
sensorial 0 en su facultad de intuicién intelectual. EI hombre es capaz de
conocer; por lo tanto, puede ser libre.

Contrapone estas posiciones con la creencia segun la cual, en
ausencia de una verdad objetiva y discernible, hay que optar entre
aceptar la autoridad de la tradicion o el caos, posicién a la que llama
tradicionalista. El racionalismo epistemolégico ha defendido el derecho
de la razén y de la ciencia a criticar y rechazar toda autoridad cuando se
encuentra basada en la sin razén, el prejuicio o el accidente. El rechazo
del autoritarismo lleva a someter las propias teorias y conocimientos a un
examen critico minucioso.

2) Las posiciones clasicas se sustentan en lo que Popper denomina
“teorfa de la verdad manifiesta”. La verdad es siempre reconocible
como verdad; si no es asi, sélo es necesario desvelar esa verdad o
descubrirla. Esta doctrina de que la verdad es manifiesta plantea la
necesidad de explicar la falsedad. El conocimientc no necesita ser
explicado, pero ;cémo podemos caer en el error si la verdad es
manifiesta?.

Una respuesta posible considera que la ignorancia es obra de

poderes que conspiran para mantenernos en ella, que fomentan
nuestros prejuicios para que no podamos ver la verdad manifiesta.

Trabajo de Investigacién. Prof. L. Rico 2
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Popper sostiene que esta explicacién conspiracional es,

basicamente, un mito. La realidad es que la verdad es dificil de alcanzar

y, una vez encontrada, se puede volver a perder facilmente. Las

creencias erroneas pueden tener un poder asombroso de supervivencia,

! en franca oposicién a la experiencia y sin ayuda de ninguna
conspiracion. 5

.. -~

La teoria de la verdad manifiesta puede conducir también al
autoritarismo. Esto puede deberse a que la verdad, simplemente, no es
manifiesta y por tanto necesita de modo constante de re-interpretacion y
re-afirmacién, es decir, de una autoridad que proclame y establezca cual
es la verdad. -

3) Aunque las epistemologias de Bacon y Descartes eran ciaramente
antiautoritarias tienen una fundamentacién de caracter religioso y no
fueron capaces de renunciar a pensar en términos de autoridad; uno a la
autoridad de los sentidos, el otro a la autoridad de! intelecto.

La disyuntiva de tener que admitir que nuestro conocimiento es
humano sin tener que aceptar gque es mero capricho o arbitrariedad
intelectual, no queda resuslta ni con el empirismo ni con el racionalismo.

Sdcrates adelantd una solucién con la doctrina de la falibilidad: todos
nosotros podemos errar, y con frecuencia erramos individual y
colectivamente; pero la idea del error y la falibilidad implica que
podemos buscar la verdad, la verdad objetiva, ain cuando por lo
general nos equivoquemos por amplio margen. También implica que, si
respetamos la verdad, debemos aspirar a ella examinando
persistentemente nuestros errores: mediante la infatigable critica
racional y mediante la autocritica.

4) Popper propone reemplazar la pregunta acerca de las fuentes de nuestro
conocimiento como pregunta fundamental, por la pregunta totalmente

|
!
j_i:.]

i Trabajo de Investigacion. Prof. L. Rico 3




-y

o el gt R S0 -

AR S TR IR R T

Investigacién sobre Errores de Aprendizaje en Educacién Matematica

diferente:
“¢Como podemos detectar y eliminar el error?”.

Una respuesta adecuada a la cuestién anterior es la siguiente:
criticando las teorias y presunciones de otros y - si somos capaces de
hacerlo- criticando nuestras propias teorias y presunciones. A esta
posicién la denomina racionalismo critico.

5) Popper resume en nueve tesis los resultados epistemolégicos de su
reflexion:

“1. No hay fuentes iltimas del conocimiento. Debe aceptarse toda
Sfuente y toda sugerencia y, en primer lugar, deben ser sometidas
a un examen critico.

2. La cuestién epistemoldgica adecuada no es la relativa a las
fuentes; mds bien preguntaremos si la afirmacién }zechd es
verdadera, si concuerda con los hechos. Esto se determma-
examinando o sometiendo a prueba la afirmacién mlsma de -
modo directo, o bien sometiendo a prueba sus consecuencias.

3. En conexidn con el examen y revision criticas tienen importancia
todo tipo de argumentos.

4. La fuente mds importante de nuestro conocimiento es la
tradicion. La mayor parte de las cosas que sabemos las hemos
aprendido por el ejemplo o por que las hemos leido u oido
previamente. |

3. Toda parte de nuestro conocimiento por tradicién es suceptible de
examen critico y puede ser abandonado.

6. El conocimiento no puede partir de la nada. El avance del
conocimiento consiste, principalmente, en la modificacién del

conocimiento anterior.

Trabajo de Investigacién. Prof. L. Rico
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7. No hay ningiin criterio que permita reconocer la verdad. Pero si
poseemos criterios que, con suerte, permiten conocer el error y
la falsedad. La claridad y distincion no son criterios de verdad,
pero la oscuridad y la confusion indican el error. Andlogamente,
la coherencia no basta para establecer la verdad pero la
incoherencia y la inconsistencia permiten establecer la falsedad.

8. La funcion mds tmporrante de la observacion y el razonamiento,
Y aiin de la intuicion y la imaginacion, consiste en contribuir al
examen critico de las conjeturas con la que se sondea lo
desconocido.

9. La solucion de un problema plantea nuevos problemas sin
resolver, y ello es tanto mds asi cuanto mds profundo era el

problema original y mds audaz su solucién”.

Aunque la reflexién de Popper se refiere al conocimiento en general, y de
un modo mas explicito al conocimiento en las ciencias experimentales, lo que
haria necesarias algunas matizaciones al referirnos a las matematicas, hay
algunas conclusiones importantes que queremos destacar. En primer lugar,
sefialar que no hay fuentes ultimas del conocimiento, admitir que todo
conocimiento es humano, que estéd mezclado con nuestros errores y nuestros
prejuicios.

Esto lleva a admitir el error como parte constituyente de nuestra
adquisicién del conocimiento. Las organizaciones insuficientes o
claramente deficientes, las hipétesis tentativas, las conceptualizaciones
incompletas son parte legitima de nuestro acceso al conocimiento, forman parte
de nuestro modo de conocer. Aln asi, no es vélida cualquier conciusién, ya que
hay una verdad objetiva a la que hemos de tratar de ajustarnos.

ldea complementaria de la presencia del error es la necesidad de un

ejerciclo constante de la critica, sometiendo a prueba nuestros
conocimientos y aproximaciones a la verdad. La busqueda critica del error para

Trabajo de Investigacién. Prof. L. Rico 5
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modificar nuestros conocimientos deficientes es un corolario inevitable de las
consideraciones anteriores.

1.2. Bachelard

En otro orden de ideas, Bachelard planteé la nocién de obstaculo
epistemoldgico como explicacién para esa aparicién inevitable de errores que,
hemos visto, constituye parte importante de nuestro avance en el conocimiento.
Asi, al comienzo de su obra “La formacion del espiritu cientifico” glosa las
siguientes ideas: -

“Cuando se investigan las condiciones psicoldgicas del progreso de la
ciencia hay que plantear el problema del conocimiento cientifico en
términos de obstdculos; en el acto mismo de conocer, Intimamente, es
donde aparecen, por una especie de necesidad funcional, los
entorpecimientos y las confusiones; es ahf donde mostraremos causas de
estancamiento y hasta de retroceso, es ahi, donde discerniremos causas de

inercia que llamaremos obstdéculos epistemolégicos. o

El conocimiento de lo real es una luz que siempre proyecta dfgut_ia
sombra; jamds es inmediata y plena. Al volver sobre un pasado de errores
Se encuentra la verdad. En efecto, se conoce en contra de un
conocimiento anterior, destruyendo conocimientos mal adquiridos o

superando aquello que, en el espiritu mismo, obstaculiza.

La nocién de obstéculo espistemoldgico puede ser estudiada en el
desarrollo histérico del pensamiento cientifico y en la préctica de la

educacion.

El epistemélogo tendrd que esforzarse en captar los conceptos
cientificos en sintesis psicolégicas efectivas; vale decir, en sintesis

Trabajo de Investigacién. Prof, L. Rico 6
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psicologicas progresivas, estableciendo respecto de cada nocién una escala
de conceptos, mostrando como un concepto produce otro, cémo se vincula
con otro.

En educacién, la nocion de obstdculo epistemolégico es igualmente
desconocida; son poco numerosos los que han sondeado la psicologia del
error, de la ignorancia y de la irrieﬂexién.” o

En otra obra, “La fi !osoﬁa del no”, al tratar de diferenciar las funciones
del fildsofo de la ciencia de las del cientifico profesional, desarrolla algunas de

las ideas anteriores:

“Para el cientifico el conocimiento surge de la ignorancia, como la luz
surge de las tinieblas. El cientifico no ve que la ignorancia es una trama de
errores positivos, tenaces, solidarios. No advierte que las tinieblas
espirituales poseen una estructura y que, en esas condiciones, toda
experiencia objetiva correcta debe siempre determinar la correccién de un
error subjetivo. Pero los errores no se destruyen uno por uno con
facilidad. Estdn coordinados. El espiritu cientifico solo puede constumrse
destruyendo el espiritu no cientifico. A menudo, el hombre de ciencia se
confia a una pedagogia fraccionada, mientras que el espiritu cientifico
debiera tender a una reforma subjetiva total. Todo progreso real en el

pensamiento cientifico necesita una conversién.”

Con esta nocién de obstaculo espistemoidgico, retomada posteriormente
por Brousseau para la Didactica de la Matematica, Bachelard realiza una
aproximacidn sistemética a los procesos de creacién y constitucién del
conocimiento dentro de la comunidad cientifica y, al mismo tiempo, a los
procesos de transmisién y asimilacién del concocimiento en el sistema
educativo. La nocién de obstaculo epistemoldgico, y las sucesivas tipificaciones
y caracterizaciones de la misma, se ha utilizado como clave para el estudio,.
sistematizacidn, andlisis y explicacién de los errores que se presentan en el
pensamiento cientifico.

Trabajo de Investigacién. Prof, L. Rico
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1.3. Cosntructivismo

Las ideas anteriores pueden completarse con los planteamientos
constructivistas, ya presentados en el Proyecto Docente. Recordamos que hay
un acuerdo generat entre los constructivistas sobre los siguientes puntos:

T -

1. Todo conocimiento es construido. El conocimiento matématico es
construido, al menog en parte, a través de un proceso de abstraccién
reflexiva.

2. Existen estructuras cognitivas que se activan en los procesos de
construccion. X

3. Las estructuras cognitivas estan en desarrolio continuo. L.a actividad
con proposito induce la transformacion de las estructuras existentes.

4. Reconocer el constructivismo como una posicién cognitiva conduce a
adoptar el constructivismo metodolégico.

Si, por otra parte, los errores son elementos usuales en nuestro camino
hacia el conocimiento verdadero, hemos de concluir que en el proceso usual de
construccién de los conocimientos matematicos van a aparecer de forma
sistematica errores y por tanto el proceso mencionado de construccién debera
incluir su diagnéstico, deteccién, correcién y superacién mediante actividades
que promuevan el ejercicio de la critica sobre las propias producciones.

1.4. Lakatos

En un plano diferente, este planteamiento es basicamente coincidente con
el estudio realizado por Lakatos en “Pruebas y refutaciones”, relativo a la
Iégica del descubrimiento y la elaboracién de conceptos en Matematicas.
Mediante la dialéctica de plantear conjeturas que aproximen una respuesta a
un problema o cuestién abierta; critica de las conjeturas mediante
contraejempios globales y locales; y superacién mediante un aumento del
contenido y una limitacién en la extensién de los conceptos, Lakatos ofrece una
metodologia basada en los principios de la falsabilidad para ia construccién del

Trabajo de Investigacién. Prof. L. Rico 8
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conocimiento matematico.

Uno de los denominadores comunes entre Popper y Lakatos es la idea de
que hay que considerar como posible la retransmision de la falsedad en un
sistema deductivo, en oposicién a la idea clasica de la retransmisién de la
verdad como Unica opcion. Se trata de un cueston clave, que tuvo importancia
en la segunda crisis de fundamentos (Gddel, 1930). En esencia, se cambia el
estatuto positivo (epistemologja positivista), que toma la verdad cocmo patron,
por el vaciado en negativo de la verdad, la falsedad. Asi, la verdad objetiva
pasa a ser una verdad relativa a unos conocimientos, unos esquemas de
interpretacion y unas reglas metodoldgicas que permiten acceder a esos

_conocimientos.

1;5. Conclusiones

De toda esta reflexién concluimos haciendo referencia explicita a algunas
"~ “consecuencias, importantes para nosotros, relativas a los procesos de
ensefianza-aprendizaje de las Matematicas.

e En primer lugar, sefialar que los errores pueden contribuir

~ ‘positivémente en el proceso de aprendizaje; en segundo término,
. indicar que los errores no aparecen por azar sino que surgen en un marco
conceptual consistente, basado sobre conocimientos adquiridos priviamente; en
tercer lugar, argumentar la necesidad de que cualquier teoria de instruccién
modifique la tendencia a condenar los errores culpabilizando a los
estudiantes de los mismos, reemplazandola por la prevision de errores y
su consideraciéon en el proceso de aprendizaje; y, finaimente, sefialar
que todo proceso de instruccién es potencialmente generador de
errores, debidos a diferentes causas, algunos de los cuales se presentan
inevitablemente.

Hay que admitir como consecuencia de las reflexiones anteriores que, a
partir de sus errores, un jéven o un nifio puede aprender distintas propiedades

Trabajo de Investigacién. Prof. L. Rico 9
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de un concepto de las que no era previamente consciente. Al cometer un error,
el alumno expresa el caracter incompleto de su conocimiento y permite a los
comparieros o al profesor ayudarle a completar el conocimiento adicional o
llevarlo a comprender por si mismo aquello que estaba mal.

T -
2. Antecsdentss en &l astudio ds srrores sn &l aprendizajs

de las maisméticas gscolarss

2.1. El error en el-aprendizaje de las matematicas

Una caracteristica diferenciadora de las matematicas escolares consiste en
el caracter bien definido de las cuestiones y problemas que se plantean a los
nifios y jovenes, independientemente del tépico tratado o del nivel de los
escolares. Incluso cuando se incorporan tépicos relativos a estimacion de
medidas, calculo aproximado ¢ nociones de probabilidad, todas las cuestiones
planteadas tienen una respuesta, 0 un rango de respuestas, adecuada (s);
cualquier otra respuesta se considera inadecuada o incorrecta.

Por ello, siempre resulta posible clasificar las contestacionss de los
alumnos a cuestiones y problemas matematicos en correctas o incorrectas;
también hay una tercera opcién que consiste en dejar sin respuesta ia cuestién
planteada. El grado de complejidad de una cuestién determinada nos puede
permitir, en ocasiones, subdividirla en apartados o cuestiones parciales, cada
una de las cuales a su vez puede ser correcta o incorrecta.

Cuando un alumno proporciona una respuesta incorrecta a una cuestién
matematica que se le plantea se puede decir que su respuesta es errénea, y la
solucién proporcionada es un error en relacién con la cuestion propuesta.

Los errores forman parte de las producciones de los alumnos durante su

aprendizaje de las matematicas. Los errores son datos objetivos que
encontramos permanentemente en los procesos de enseiianza y aprendizaje
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de las matematicas; constituyen un elemento estable de dichos procesos. Por
otra parte, siendo un objetivo permanente de la ensefianza de las matematicas
en e! Sistema Escolar lograr un correcto aprendizaje de las mismas por parte de
todos los alumnos, es claro que las producciones o respuestas incorrectas a las
cuestiones que se plantean se consideran como sefales de serias deficiencias
e incluso fracaso en el logro de dicho objetivo. e
Por elio el estudio de los,errores en el aprendizaje de las matemaéticas ha
sido una cuestion de permanente interés en Educacién Matematica, que tiene
una larga historia y se ha caracterizado por aproximaciones e intereses muy
diferentes. En cada época el analisis de errores en educacién matematica se ha
visto orientado por las corrientes predominantes en pedagogia y psicologia;
también ha estado condicionado por los objetivos y formas de organizacién del
curriculo de matematicas en los correspondientes sistemas educativos.

En un trabajo ya clasico, Radatz’ seflalaba tres rasgos caracteristicos de
los estudios aparecidos hasta la fecha:

1. La Aritmética, el conocimiento numérico, constituye el drea de
contenidos dominante en la mayor parte de los estudios sobre
errores en matematicas escolares.

2. En USA ha habido un desarrolio teérico continuo desde
comienzos de siglo para analizar los errores en educacion
matematica; en los paises europeos el desarrollo ha sido mas
esporadico y carece de continuidad hasta fechas muy recientes.

3. Hay una pluralidad de aproximaciones teéricas y de intentos de
explicacion acerca de las causas de los errores de los estudiantes
en el proceso de aprendizaje de las mateméticas.

Siguiendo a este mismo autor, destacamos algunas de las contribuciones
realizadas al anélisis de errcres desde comienzos de este siglo hasta finales de
los 70, agrupando los autores por paises.

TRadatz H. (1980). Students’ Erors in the Mathematical Leaming Process: a Survey.
For the Leaming of Mathematics. Vol. 1 (1), pagg. 1-20.

Trabajo de Investigacién, Prof. L. Rico 11
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2.?. Estudios en Alemania

El interés por el estudio de errores en Alemania en el periodo comprendido
entre las dos guerras mundiales puede atribuirse a la importancia creciente de
la pedagogia empirica, que empleaba técnicas de introspeccién propias de la
psicologia experimental. Se pueden reconocer en estos trabajos la influencia
de las tres escuelas predominantes en psicologia: la psicoanalitica, la teoria de
la Gestalt, y la denominada psigologia del pensamiento.

Se considera que Weiner (1922) es el fundador de la investigacion
didactica orientada al estudio de los errores; tratd de establecer patrones de
errores que explicasen las equivocaciones individuales en todas las materias y
para todos los grupos. de edades escolares. Dentro del concepto general de
“incorrecto”, establecié la distincién entre equivocado, falsificacién y error;
también. agrupd los errores en cinco categorias: errores familiares, errores
persistentes, errores por similitud, errores mixtos y errores debidos a situaciones

emocionales.

Seseman (1931) se preocupd por proporcionar una fundamentacion
psncoiéglca adecuada para una metodologia didactica en la ensefianza de las
matematicas. Consideraba los errores como fenémenos que surgian de leyes
gue se habian formado mediante una incorrecta combinacién de tendencias.
Distinguid tres tipos de errores en aritmética: mecanicos, asociativos y

funcionalies.

Kiessling (1925) se ocupé principalmente de la denominada tendencia al
error, especie de predisposicion especial de algunas personas para
equivocarse; también trabajé en el tratamiento tedrico de la evaluaciéon y
tratamiento del error.

Rose (1928) tratd de establecer una clasificacion de las causas del error en
educacién matematica: inatencidn, ignorancia de las reglas, confusién de
conceptos e incapacidad para reconocer los rasgos caracteristices de un
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problema matematico.

Este interés en el estudio de los errores por parte de los educadores
alemanes contintia a partir de los 60 con nuevas aportaciones, de las que
recogemos algunas de las mas destacables.

7 D

Schlaak (1968) ha observado algunos focos puntuales de error mediante

el andlisis de las producciones en la resolucién de problemas en una prueba;
entre ellos destaca la comprensidn inadecuada de los enunciados,

determinacion incorrecta de los numeros, etc.

Glick (1971) ha trabajado sobre los errores de célculo, llegando a
diferenciar cinco tipos de errores: cambios de operacién, aproximacidn aditiva o
multiplicativa, resultados parciales, sélo el primer digito correcto y errores de
transcripcién.

Pippig (1977) ha estudiado las deficiencias en el célculo aritmético y ha
tratado de interpretarlas desde una perspectiva psicolégica, en especial {os
errores y dificultades que surgen cuando se.trabaj_a:; en-problemas aritméticos;
logra describir causas de error en las diferentes etapas del proceso de solucion.

2.3. Estudios en la Unién Soviética

A comienzos de los sesenta se consolidé un campo de investigacién sobre
educacién matematica en la URSS, entre cuyos estudios se encontraba el
andlisis de los errores de los estudiantes y las dificultades individuales del
aprendizaje escolar. De este modo se lograron nuevos conocimientos relativos
a habilidades matematicas especificas y sobre aspectos del proceso de
ensefianza/aprendizaje de las matemédticas. Estos trabajos de la escuela
soviética recibieron una difusién considerable debido a la traduccién realizada
por Kilpatrick y Wiszurp, que fue editada en 1967 por el NCTM. Entre las
contribuciones realizadas al estudio de errores en el aprendizaje de las
matematicas destacan dos autores.

13

Trabajo de Investigacién. Prof. L. Rico



Investigacién sobre Errores de Aprendizaje en Educacidn Matemitica

Kuzmitskaya determiné cuatro causas de error en el estudio de las
dificultades: insuficiencia de ta memoria a corto plazo, comprensidon insuficiente
de ias condiciones del problema; errores debidos a la.ausencia de reglas
verbales para la realizacién de célcuios; errores por uso incorrecto de las cuatro
operaciones basicas.

1 -

Menchinskaya destaco la regularidad de los errores de los estudiantes en
educacién matematica y enfatizé la complejidad de los procesos que estan
entre ias causas potenciales de error. Sehala cuatro areas de causas, no
totalmente diferenciadas: errores debidos a una realizacién incorrecta en una
operacion; errores por una comprensién conceptual cualitativamente
insuficiente; errores mecanicos por distraccién o pérdida de interés; errores
debidos a la aplicacién de reglas o algoritmos inadecuados.

2.4. Estudios en los Estados Unidos

La tradicion investigadora sobre analisis de errores en educacién
matematica en los Estados Unidos se pone de manifiesto en el trabajo de
Buswell y Judd? donde se recogen 31 estudios, realizados hasta ese momento,
que tratan explicitamente de errores en matematicas. Thorndike (1917) con su

" sobre determinacién de errores.

Buswell (1925) logré identificar una multitud de errores tipo en las cuatro
operaciones artiméticas, ampliando un método de analisis mas complejo, en el
que incluia no. solo los ejercicios escritos sino también observaciones en el aula
y entrevistas para el diagndstico.

Los planteamientos hacia enfoques mas constructivos para la ensefianza
de la aritmética recibieron un fuerte impulso del estudio sobre errores
realizados hasta la fecha y de las deficiencias encontradas para clasificar e
interpretar los errores detectados.

*Buswell, G. & Judd C. (1925) Summary of Eductional Investigations. Relating to Arithmetic.
Chicago: University of Chicago.
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Brueckner (1935) y otros investigadores encauzaron sus trabajos en este
campo sobre cinco objetivos:

1. Listar todas las técnicas potencialmente erréneas.

2. Determinar la distribucion de frecuencias de estas técnicas erroneas en
los agrupamientos por edages. .

3. Analizar las dificultades especiales, en particular las relativas a la
division y a las operacipnes con el cero.

4. Determinar la persistencia de técnicas erréneas individuales.

5. Tratar de clasificar y agrupar los errores.

La dltima publicacién de Brueckner®, traducida al castellano, nos presenta
un tratamiento y desarrollo sistematicos de los objetivos anteriores, que ha
tenido influencia en la investigacién hecha en Espafia.

Esta corriente de investigacidn ha continuado en afios recientes con los
trabajos de Engelhard (1975), Lankford (1972 y Cox (1975).

Nuevas corrientes han surgido en los ultimos afos, asi el analisis de
errores ha recibido un impulso considerable por parte de los investigadores que
han trabajado ei disefio de actividades, tratamiento metodoldgico y
organizacién curricular dirigidos a disminuir las frecuencias en los errores
drasticamente. L.a ensefianza por diagnéstico en matematicas, desarrollada por
Ashlock (1975), Reisman (1972), Robitaille (1976) y el inglés Bell (1985), entre
otros, tiene también en el analisis de errores uno de sus instrumentos mas
importantes. Los trabajos de investigacion sobre las estructuras basicas en los
procesos de ensefanza y aprendizaje de las matematicas, desarrollados por
Ginsburg (1977) Erlwanger (1975) y otros, han empleado e! analisis de errores
como método de invastigacién, conjuntamente con entrevistas clinicas y estudio
de casos. Para estos autores la mayor parte de los errores no tienen un caracter
accidental sino que surgen por ias estrategias y reglas personales empleadas
en la resolucién de problemas basados en experiencias particulares e
interpretaciones realizadas en base a los conocimientos matematicos iniciales.

*Brueckner L. y Bond G. (1984). Diagnéstico y tratamiento de las dificultades en el aprendizaje.
Madrid: Riaip.
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2.5. Estudios en Espanfia

Por lo que se refiere a Espafia, encontramos que el trabajo realizado en la
Revista Bordén* por diversos autores Villarejo A. y Fernandez Huerta J. e
1953, dedica una reflexién considerable a determinar los errores mas usuales
en Aritmética Escolar, asi como @ presentar unas bases para la ensefianza
correctiva en aritmética basada en métodos diagndsticos derivados de los

errores detectados. ,

El interés por el estudio e investigacién sobre los errores cometidos por los
escolares se recupera en nuestro pais en los Utimos afios, con el despegue
producido en la Didactica de la Matematica. La mayor parte de los trabajos
publicados en la Editorial Sintesis se ocupan de los errores principales
detectados en cada uno de los tépicos que integran el area tematica
correspondiente. Entre estos trabajos destaca el de Centeno® en el que se
plantea la necesidad de interpretar los errores para orientar el proceso de

ensefianza.
2.6. Carsacteristicas de los estudios revisados

Haciendo un resumen de la revisién bibliogréfica realizada encontramos
que la mayor parte de los estudios sobre errores realizados con anterioridad a
1960 han consistido prioritariamente en recuentos del numero de soluciones
incorrectas a una variedad de problemas y en un analisis de los tipos de errores
detectados para, en algunos casos, proceder a una clasificacion que permita
examinar como surgen los errores a partir de la solucidn correcta y hacer
inferencias sobre qué factores pueden haber conducido al error.

Una de las metas usuales de estos estudios ha consistido en preparar
listados de ejercicios en los que la cantidad de préctica propuesta para cada
hecho o algoritmo numérico reflejase su dificultad intrinseca, medida por el
rendimiento obtenido en poblaciones estandar. Para ello, los investigadores

TBordén, Revista de 1a Sociedad Espafiola de Pedagogia (1953). Tomo V, N2 35.
*Centaeno J. (1988). Numeros Decimales. Madrid: Sintesis.
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trabajaban con un gran nimero de nifios a los que se pasaban pruebas; con
bosterioridad a su correccion se ordenaban los ejercicios de acuerdo con el
porcentaje de alumnos que los realizaban mal; se trataba de intentos empiricos
para descubrir simplemente qué problemas aritméticos eran intrinsecamente
sencillos y cuales intrinsecamente dificiles. La influencia de la metodologia
psicométrica y de las evaluaciones con relacién a norma estan muy presentes
en todos estos trabajos iniciales sobre el estudio de errores.

4

Brownell® critico ampliamente la técnica de ordenar combinaciones
numéricas y ejercicios en base a 10s porcentajes de éxitos obtenidos y disend
nuevos métodos para describir la naturaleza de los errores.

Los trabajos de Tyler en primer lugar, y los de Bloom posteriormente entre
muchos otros, produjeron un cambio sustancial en la concepcién del curriculo v,
en particular, en la evaluacién de los alumnos. Surgen asi las pruebas con
relacion a criterio en donde son los objetivos marcados para cada disciplina los

que establecen inicialmente el estdndar adecuado. Las necesidades de

expansion de los Sistemas Educativos a toda la poblacién escolar impulsan la

- democratizacion en las aulas, enfatizando la necesidad de abandonar los

~fuertes criterios selectivos que habian predominado hasta el momento. Los

objetivos planteados para cada clase de conocimiento se diversifican en
cdgnitivos. procedimentales y actitudinales y, lo que es mas importante, cada
uno de los objetivos Empiezan a cualificarse como adecuados o inadecuados,
para un determinado nivel, en funcién del rendimiento logrado por los
correspondientes alumnos, completando asi la tendencia general de evaluar a
los alumnos por sus éxitos con una vision alternativa de valorar los objetivos por
el porcentaje de éxitos que los alumnos de un determinado nivel logran sobre el
mismo.

Esta nueva conceptualizacién obliga a un analisis mas fino de las
producciones de los alumnos. ;Cudles son las causas por las que
determinados aspectos de un objetivo logran éxitos considerables mientras que

* Brownell W. (1941}. Arithmetic in grades 1 y 1. A critical summary of new and previously research.
Durham; Duke University Press.
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otros presentan dificultades insuperables para los mismos alumnos?

.Son las tareas propuestas las que producen los errores? ¢son los
conceptos subyacentes? ;por qué esos saltos bruscos y esas profundas
diferencias entre tareas aparentemente muy similares?

T e~
2 7. Nuevas direcciones en los estudios sobre errores

&

Es en esta época desde comienzos de los 70, en la que la necesidad de
una mejor y mas fina‘_comprensién de los errores lleva a los primeros estudios
sobre patrones de error y andlisis de errores sobre la base de esos patrones.

Con posterioridad a 1970 la teoria del procesamiento de la informacion ha
proporcionado un marco tedrico que trata de explicar -en términos generales- la
aparicién de errores sisteméaticos. Dentro de este marco hay que situar ios
trabajos realizados por Brown y Burton’ en los que utilizando el ordenador e
interpretando los errores sistematicos como “bugs” en un programa, han
desarrollado un formalismo preciso para describir errores en la resolucién de
problemas aritméticos. Esta linea de investigacién permite anélisis precisos que
explican mas del 50% de los errores cometidos por los escolares en la
realizacién de determinadas operaciones aritméticas. Aungue son muchas las
cuestiones abiertas, como puede apreciarse extensamente en el trabajo de
Maurer®, y la técnica de bugs no es facilmente extensible a otros campos de las
matemdaticas, como el algebra, se trata de una linea prometedora y que parece
aportar una tecnologia Util para el diagndstico y correccién de los errores de los
escolares.

Recientemente® se ha realizado una revisién de! modelo teérico de bugs,

7Brown J. & Burton R. (1978). Diagnostic models for procedural bugs in basic mathematics skills.
Cognitive Science 2, pagg. 155-192.

* Maurer S. {1987). New knowledg about Errors and New views about Learners: What they mean
to educators and more educators woukd like to Know. Schoenfeld A. (Edt.): CognitiveScience
and Mathematics Education. Cp. 7. Hillsdale, New Jersey: Lawrence Erlbaum Associates.

" Blando J., Kelly A., Schneider B., Sleeman D. (1989). Analyzing and modeling arithmetic errors.
Journal for Research in Mathematics Education. Vol. 20 pagg. 301-308.
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con la denominada Tecria de |a generalizacion erronea. El modelo de Brown,
Burton y Van Lehn establece que los errores ocurren cuando el estudiante se
encuentra con una dificultad o un hecho no familiar en una tarea que le
conduce a un atolladero. Esta situacion la resuelve mediante la modificacion
(reparacién) de un procedimiento conocido y su aplicacién incorrecta a la tarea;
surgen asi los bugs, como errorgs que ocurren en el periodo o etapa de
produccion. La Teoria de la Generalizacidén Erronea adopta un punto de vista
distinto; los errores no son chapuzas o reparaciones que realiza el estudiante,
sino reglas falsas; es decir, violaciones de reglas matematicas legales. Este
nuevo planteamientg_teérico se puede considerar como un refinamiento del
anterior, ya que se orienta igualmente a analizar y categorizar los errores de los
alumnos en calculo. aritmético o algebraico, en aspectos principalmente

sintacticos.

Brousseau, Davis y Werner® han realizado recientemente una
aproximacioén general a la comprensién de los errores en matematicas
mediante la teoria de! procesamiento humano de la informacién. Sobre esta
base tedrica estos autores hacen inferencias sobre la naturaleza de los
procesos subyacentes y -cuando es posible- hacen propuestas que permiten
proceder a su mejora. Al interpretar las observaciones y realizaciones de los
alumnos en términos de la tecoria de esquemas, el papel del lenguaje y la
construccién de representaciones mentales, se ponen de manifiesto con mayor
profundidad las caracteristicas de los errores.

2.8. Lineas de Investigacion recientes

En el momento actual se pueden senalar varios nlcieos de interés en
investigacién sobre estudio de errores, que estan orientando gran parte de los
trabajos que se realizan. En primer lugar, tenemos que el analisis de los errores
de los sujetos en la resolucién de problemas es un método productivo para
estudiar el pensamiento matematico en términos del procesamiento de la
informacién. Este marco tedrico, a su vez, proporciona la posibilidad de

" Brousseau G., Davis R. & Wemer T. (1886). Observing Students at Work. Christiansen B.,
Howson G., Otte M. (Edts.): Perspectives on Mathematics Education. Dordrecht: Reidel P.C.
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profundizar en los errores del aprendizaje. En segundo término, tenemos que el
estudio de los patrones de error es un elemento clave en la tarea que tienen los
profesores de conocer, controlar y guiar el desarrollo de las ideas en la mente
de sus alumnos. Las técnicas de observacién del trabajo de los escolares que
forman parte destacable de la formacién inicial y permanente del profesorado
tienen en el estudio de errores uno de sus instrumentos mas destacables. _

Finalmente, la ensefianza correctiva mediante métodos de diagndstico y
propuestas alternativas de trabajo para los estudiantes, que les permitan
integrar nueva informacion, completar sus conocimientos y resolver las
dificultades planteadas, superando las practicas erroneas, necesitan -
inevitablemente- de una comprension lo mas profunda posible de la naturaleza
y caracteristicas de los errores en matematicas. En esta ultima linea podemos
situar las investigaciones realizadas en el Chelsea College de la Universidad
de Londres, en el Proyecto “Strategies and Errors in Secondary
Mathematics” (SESM), derivado del Proyecto previo “Concepts in Secondary
Mathematics and Science” (CSMS). Los trabajos realizados hasta el momento
se han publicado en tres monografias: la primera relativa a la iniciacion al
Algebra" , la segunda sobre las nociones de Razdn y Proporcionalidad® y la
tercera sobre Fracciones®.

La metodologia sequida en estos trabajos se apoya en varios supuestos.
El énfasis en analizar los errores de los nifios esta basado en la idea de Piaget
de que un error consistente en un problema dado refieja un modo de considerar
el problema o acercarse a su solucién que esta en consonancia con la
estructura cognitiva del nific. Los andlisis que se basan sobre la perspectiva del
alumno y el modo de actuar en relacién con la tarea, en vez de sobre la légica
de la tarea, son los que proporcionan comprensién sobre la cognicién del
alumno. Despues de elaborar una hipédtesis relativa a las estructuras
conceptuales y procedimentales del nific en relacién con el topico en estudio,
es conveniente buscar vias tanto para examinar esas hipétesis como para

" Booth L. (1984}. Algebra: Childrens’s strategies and errors. Windsor: NFER-Nelson.
2 Hart K. (1984). Ratio: Children's strategies and errors. Windsor: NFER-Neison.
1 Kerslake D. (1986). Fractions: Children’s strategies and errors. Windsor: NFER-Nelson.
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ayudar al alumno a construir el tipo de conocimiento estructurado necesario
para una actuacion correcta sobre el problema en cuestién. El experimentador
debe observar, tan directamente como le sea posible, como el alumno esta
pensando mientras ejecuta una tarea mediante un criterio, una vez que ha
identificado la naturaleza del razonamiento correcto para la tarea.

¥ -
La metodologia seguida en estos estudios tiene tres fases principales:

L]

1. Una investigacién en las causas de los errores en estudio
mediante entrevistas individuales con los alumnos que se han
identificado como autores de tales errores.

2. Realizar experimentos de ensefianza a pequefia escala, basados

en el andlisis anterior.
3. Desarrollar prototipos de médulos de ensefianza para trabajar con

la clase completa.

~ Esta linea de trabajo, con ligeras variantes, esta teniendo un desarrolio de
investigaciones muy potente en los Gitimos afnos.

Paga ,,c;dncluir queremos indicar que dentro de la clasificacién de topicos
"que realiza la revista Zentralblat fir Didaktik der Mathematik, hay un apartado
'éspeéialmente dedicado al estudio de errores, e! D-70, que aparece enunciado

como: “Diagnéstico, andlisis y correccion de dificultades del aprendizaje y

errores de los estudiantes” .

En los tres Gitimos afios han aparecido referenciados un total de 148
trabajos bajo este epigrafe, lo que da una media de 8 trabajos por volumen

editado.
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3. La invsstigacién sabre srrores

3.1. Planteamiento y cuestiones generales

La reflexién actual sobre los errores en los estudios sobre aprendizaje de
las matematicas los considera tomo parte normal en los proceses de
aprendizaje, Brousseau, Davis y Werner* expresan claramente esta idea:

“Observaciones hechas en el aula ponen de manifiesto que:

1. Los estndiantes piensan frecuentemente acerca de sus tareas
matemdticas de un modo muy original, bastante diferente de
lo que esperan sus profesores.

2. Cuando esta via de pensamiento original se muestra
inesperadamente util, admiramos su poder y decimos que el
estudiante ha tenido una comprensién inusual; pero cuando,
por el contrario, este modo personal de pensamiento omite
algo que es esencial, decimos usualmente que el estudiante ha
cometido un error. De hecho, ambos casos tienen mucho en
comiin, en particular el dato de que las ideas en la mente del
alumno no son las que el profesor espera.”

Dentro de la pedagogia actual una dimensién importante consiste en
considerar los procesos de ensefianza/aprendizaje como procesos de
comunicacién, pero esta comunicacién debe fluir en ambas direcciones: desde
los estudiantes hacia el profesor igual que desde el profesor hacia los
estudiantes.

Tarea principal del trabajo del profesor consiste en dirigir y guiar el
desarrollo de ideas en las mentes de sus estudiantes, por ello es importante
para el profesor conocer que es lo que sus estudiantes se encuentran

“ Brousseau G., Davis R., Werner T. (1986). Observing students at work, en Christiansen B.,
Howson G. & Otte M. {Edt.): Parspectives on Mathematics Education. Dordrecht: Reidel
Publishing comp.
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pensando, y no limitarse a hacer suposiciones sobre esas ideas.

Al comenzar una observacién cuidadosa del trabajo de los alumnos, los
profesores se encuentran con una serie de sorpresas que, de nuevo,
Brousseau, Davis y Werner describen de! siguiente modo:

T -
“]. Se hace evidente rdapidamente que los errores de los alumnos

son, con frecuencia, el resultado de un procedimiento
sistemdtico que tiene alguna imperfeccion; pero el
procedimiento imperfecto lo utiliza el alumno de modo
consistente y con confianza. En estos casos, los errores
muestran un patron consistente.

2. Los alumnos tienen con frecuencia grandes concepciones
inadecuadas (“misconceptions”) acerca de aspectos
fundamentales de las matemdticas.

3. Cuando es posible observar a los alumnos y también
intercambiar informacion con sus profesores usuales, se ve
que los alumnos emplean con frecuencia procedimientos
imperfectos y tienen concepciones inadecuadas que'no son
reconocidas por sus profesores. B

4. También se hace evidente que los estudiantes son con
frecuencia mds inteligentes para inventar sus propios métodos
originales de lo que se espera de ellos. Incluso cuando un
método ha sido presentado por el profesor, un alumno puede
desarrollar su propio método original, llegando hasta ignorar

el método del profesor” .

Esta serie de fendémenos se vienen observando desde hace muchos afos,
como hemos puesto de manifiesto en el apartado arterior, pero no es hasta
fachas recientes cuando se tiene en cuenta la complejidad en la que se
encuadran. Al estudiar los errores, de acuerdo con las dificultades encontradas
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por los alumnos, se debiera reconocer que los errores también son funcién de
otras variables del proceso educativo: el profesor, el curriculo, el entorno social
en el que se enmarca la escuela, el medio cultural y sus relaciones, asi como
las posibles interacciones entre estas variables. Los errores en el aprendizaje
de las matematicas son, en nuestra consideracidn, el resultado de procesos
muy complejos. Una delimitacién cjara de las causas posibles de un error dado
o una explicaciéon de cada error con la posibilidad de actuar sobre él, es con
frecuencia bastante dificil debido a que hay una fuerte interaccién entre las
variables del proceso educativo y, a menudo, es muy dificil aislar relaciones.

T

Sin embargo, desde fechas recientes, se ha producido un avance
considerable en la investigacién sobre educacién matematica y se aprecia un
interés creciente por lograr un esquema claro de interpretacién y prevision de
errores y concepciones inadecuadas.

Ya en 1979 Radatz® sefialé varias razones por las que el estudio de
errores y la necesidad de un marco teérico de explicacion, eran importantes:

“]. El desacuerdo y escepticismo tanto respecto de los tets con
relacién a norma como con los tests con relacién a criterio
para medir los logros en matemdticas han aumentado la
atencién por los aspectos diagnésticos de la ensehanza.

2. Las reformas sucesivas del curriculo de matemdticas
probablemente no han conducido a nuevos errores y
dificultades, pero con seguridad han surgido nuevos errores,
debido a los contenidos especificos.

3. La individualizacién y diferenciacién de la instruccion
matemdtica requirié, como posteriormente la socializacion y
las relaciones de comunicaciéon en el aula, de una gran
destreza en el diagnéstico de dificultades especificas; los

™ Radatz H. (1979). Eror Analysis in Mathematics Education. Journal for Research in Mathematics
Education. Voi. 9 pagg. 163-172.
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profesores necesitan de modelos de actuaciéon para
diagnosticar la ensefianza en los que los aspectos del contenido
matemdtico estén integrados con ayuda de la psicologia
educativa y la psicologia social. |

4. La critica sobre los paradigmas tradicionales de la
investigacién educativa han estimulado otros métodos de
investigacion en educacion matemdtica: investigacion clinica,

estudio de casos y fenomenologia diddctica” .

En el momento actual, la mayor parte de los investigadores y
especialistas™ coinciden en considerar como caracteristicas generales de los
errores cometidos por los alumnos los siguientes:

1. Los errores son sorprendentes. Con frecuencia los errores cometidos

por ios alumnos surgen de manera sorprendente, ya que por lo
general se han mantenido ocultos para el profesor durante algun
tiempo.

. Los errores son a menudo extremadamente persistentes, debido a

que pueden reflejar el conocimiento de los alumnos sobre un
concepto 0 un uso particular de reglas nemotécnicas. Son resistentes
a cambiar por si mismos ya que la correccién de errores-puede
necesitar de una reorganizacién fundamental del conocimiento de los

alumnos.

3. Los errores pueden ser o bien sistematicos o por azar. Los primeros

son muchos mas frecuentes y, por lo general, mas efectivos para
revelar los procesos mentales subyacentes; estos errores se toman
como sintomas que sefalan hacia un método o comprensién
equivocada subyacente, que el estudiante considera y utiliza como
correcto. Los errores por azar reflejan falta de cuidado y lapsus
ocasionales, y tienen relativamente poca importancia.

4. Los errores ignoran el significado, de este modo, respuestas que son

Trabajo de Investigacién. Prof. L. Rico

* Mulhern G. (1989). Between the ears; Making inferences about intemal processes, en Greer B.
& Mulhern G. {edtl): New directions in mathematics Education. Londres: Routiedge.
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obviamente incorrectas, no se ponen en cuestiéon. Los alumnos que
cometen un error no consideran el significado de los simbolos vy
conceptos con los que trabajan.

* Es claro que no pueden ignorarse las capacidades de los estudiantes;
tampoco pueden olvidarse los erfores que comenten. Brousseau, Davis y
Werner” sefialan cuatro vias mediante las que el error puede presentarse:

A

“l. Los errores son a menudo el resultado de grandes
concepcjones inadecuadas acerca de aspectos fundamentales de
las matemdticas. |

2. Frecuentemente los errores se presentan como resultado de la

. aplicacion correcta y crédula de un procedimiento imperfecto
sistematizado, que se puede identificar con facilidad por el
profesor.

3. También los errores pueden presentarse cuando el alumno
utiliza procedimientos imperfectos y posee concepciones
inadecuadas que no son reconocidas por el profesor.

4. Los alumnos con frecuencia inventan sus propios métodos, no
Jormales pero altamente originales, para la realizacion de las
tareas que se les proponen y la resolucion de problemas” .

Estudiar y analizar los errores cometidos por los estudiantes ha emergido
recientemente como una gran linea de estudio e investigacién en Educacion
Matematica, con implicaciones considerables en gran parte de los campos de
estudio en nuestra area.

'7 Obra citada.
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3.2. Principales lineas de investigacién

Cuatro son los polos en torno a los cuales se articulan los estudios e
investigaciones recientes relativos a errores en el aprendizaje de las
matematicas:

T .

Primero: Estudios relativos al analisis de errores, causas que los producen
o elementos que los explican, y taxonomias y clasificaciones de errores
detectados. Estos trabajos proceden o conectan con alguna teoria psicoldgica o
psicopedagogica que proporciona un marco explicativo y a la que el analisis de
errores ofrece una metodologia adecuada para aumentar su contenido
empirico. También incluimos aqui las aproximaciones tedricas hechas desde un
planteamiento epistemoldgico o estrictamente matemaético, que tratan de
establecer causas estructurales para los errores debidas a la propia naturaleza
del conocimiento matematico, con exclusividad sobre cualquier otro argumento;
los trabajos sobre obstaculos son un ejemplo potente de esta opcion.

Segundo: Estudios dedicados al tratamiento curricular de los errores del
aprendizaje. en matematicas. Se incluyen aqui los trabajos dedicados a la
organizacion didactica de la ensefianza de las matematicas que contempla la
consideracién de los errores como un dato destacable. Una linea de trabajo es
la denominada enseﬁanza'diagnéstica 0 por diagnoéstico, que trata de prever
los errores, detectarlos y proponer los medios para su correccién. También
inciuimos en estos estudios las propuestas realizadas por otros autores que
contemplan los errores como platatormas para incentivar el estudio e
investigacion de los contenidos matematicos. Igualmente quedan comprendidos
en este apartado los estudios sobre evaluacion y el papel que desempefian ios
errores en las valoraciones que se deben realizar sobre las producciones de los
alumnos. |

Tercero: Se consideran aqui los estudios dedicados a determinar qué

conviene que aprendan los profesores en formacién en relacién con los errores
que cometen los alumnos. Se trata de estudios relativos a la formacion del
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profesorado y al papel que la observacion, andlisis, interpretacién y tratamiento
de los errores de los alumnos tienen en este proceso de formacion. Aunque con
un caracter mas restringido que los apartados anteriores se trata de un campo
de trabajo delimitado que ha tenido cierto desarrolio recientemente.

Cuarto: incluimos en este apgrtado aquellos trabajos de caracter técnico
que implementan y sostienen una determinada clase de analisis sobre errores.
El caracter dicotémico de,la valoracién correcto/incorrecto para las
producciones de los alumnos han permitido una utilizacién considerable de
procedimientos estadisticos; gran parte de los trabajos de orientacion
psicométrica van dirigidos al estudio de errores en el aprendizaje. Los
programas de ordenador elaborados para sustentar la interpretacién de los
errores como bugs y el desarrolio posterior que se ha hecho de los mismos,
aunqgue tienen una fundamentacién teérica clara en el procesamiento humano
de la informacioén, tienen igualmente un desarrollo técnico propio por lo que los
consideramos en este apartado.

Finaimente, incluimos en este apartado técnicas de andlisis puestas a
punto por algunos equipos investigadores para contrastar hipdtesis alternativas
que justifican el origen o0 causa de un determinado error.

Aunque estas cuatro categorias no son excluyentes, las vamos a utilizar
para organizar la presentacion y realizar una breve descripciéon de los trabajos
e investigaciones relativos a errores del aprendizaje en matematicas mas
significativos para nosotros en estos ultimos afios.

3.3. Andilisis, causas y clasificacién de errores

Caracteristica diferenciadora de la aproximacién cognitiva al estudio del
aprendizaje con respecto a los estudiocs conductistas es la necesaria
postulacion de procesos mentales en la realizacién de tareas. Sin embargo, los
procesos mentales no son visibles; por ello, los investigadores deben recurrir a
una variedad de métodos indirectos de observacidon que permitan hacer
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inferencias sobre los procesos mentales considerados.

El surgimiento de la teoria del procesamiento de la informacién ha
resultado valioso para el estudio del pensamiento y, en particular, el trabajo de
un numero creciente de investigadores ha puesto de manifiesto que el
pensamiento matematico es especialmente indicado para representarlo
mediante modelos de procesamiento de la informacién.

&+

El método de procesamiento de la informacién estd basado en la
suposicién de que los problemas matematicos pueden descomponerse en
varios componentes de procesamiento. Sin embargo, estos subcomponentes
son, por su naturaleza, internos y, por tanto, hay que utilizar métodos indirectos
de observacién. Entre estos métodos indirectos se encuentra el andlisis de los
errores de los sujetos en sus producciones matematicas.

Algunos de los resuitados e interpretaciones mas valicsos mediante el
procesamiento humano de la informacién se han encontrado estudiando los
errores; la utilidad de esta aproximacion se incrementa con el hecho de que hay
patrones consistentes en los errores. La consistencia puede considerarse a dos
niveles, por un lado, a nivel individual, ya que los sujetos muestran una
regularidad considerable en su modo de realizar tareas y resolver problemas
matematicos similares, con poca variabilidad en periodos cortos de tiempo. Por
otro lado, también hay consistencias en los grupos humanos, de caracter
colectivo; se trata de ciertos errores que personas diferentes cometen en ciertas

etapas de su desarrollo educativo.

Mediante combinacién de resuitados empiricos con algunos supuestos
acerca de estructuras mentales y ciertas leyes generales del procesamiento
humano de la informacién, es posible predecir algunos patrones comunes de
error.

Trabajo de InvestigaciSn. Prof. L. Rico
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Davis™ elabord una teoria de esquemas 0 constructos personales, que se
presentan de forma similar en distintos individuos que comparten las mismas
experiencias, y cuya combinacién mediante los principios generales que
regulan -el procesamiento humano de la informacidon le permiten tipificar e
' interpretar algunos de los errores mas usuales de los escolares en el

aprendizaje de las matematicas. Lgs esquemas postulados por Davis tienen las
siguientes caracteristicas:

1.Deben considerarse como esquemas para asimilar informacién, es
decir, para organizar los datos de entrada.
2. Cada estructura de representacion puede identificarse por los errores
~que presenta, con lo que revela parte de su modo interno de trabajo.
3. Cada estructura de representacion tiene un origen legitimo, en un
aprendizaje iniciaimente correcto.
4. Cada estructura de representacién necesita un tipo de informacién
inicial y no funcionaré correctamente si no se le proporciona toda la
- informacién inicial.
- _ 5. Los esquemas son persistentes. Es precisamente esta propiedad la
iF=...-... que los hace reconocibles como entidades internas de
” | ‘procesamiento de la informacién: que pueden ponerse en
correspondencia con ciertos comportamientos externos observables.
Esto se observa porque funcionan de modo idéntico en una variedad
de situaciones; producen alteraciones en los datos de entrada
cuando no parecen encajar con el esquema; cuando se pretende
ensefiar contra un esquema intariorizado el aprendizaje apenas se
produce. :
6. La creacién y el modo de operaciéon de los esquemas sigue ciertas
: reglas ordenadas. Una de estas reglas es la denominada de
| sobregeneralizacién inicial; un segunda expresa que no se
' discrimina cuando no es necesario; una tercera dice que el
procesamiento tiende a producirse segun el esquema asumido y
cuando encuentra algin inconveniente se producen modificaciones

'* Davis R. (1984). Learning Mathematics: the Cognitive Science Approach to Mathematics
Education. Australia: Crroom Helm.
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0 adaptaciones que permiten continuar.

7. La recuperacion en memoria de un esquema puede realizarse
mediante términos clave breves y explicitos.

8. Un alumno que realiza una tarea mateimatica con éxito encuentra
gran parte de ia informacidn necesaria en los esquemas que utiliza,
que no suelen estar presentes en los enunciados de los problemas o

tareas propuestas.

+

Al postular la representacién interna de informacioén, las estructuras de su
procesamiento y algunas caracteristicas de los componentes estructurales
propuestos, Davis plantea un mecanismo mediante el que analiza el
pensamiento matematico humano y algunos de sus errores.

Algunos de los errores clasicos explicados por el modelo de Davis son:

1. Reversiones binarias. Ejps. 4 x 4 =8; 23 =6.

2. Errores inducidos por el lenguaje o la notacién. Ejp. 2 x - x = 2.

3. Errores por recuperacién de un esquema previo. Entre los ejemplos
que propone se encuentran los errores usuales-de la suma y ia resta,
justificados por esquemas tales como el de adicién con dos entradas,
el simétrico de la sustracion y la comparacién de unidades en una
relacién de proporcionalidad. '

4. Errores producidos por una representacion inadecuada.

5. Reglas que producen reglas. Asi, de la implicacién: (x-2){(x-3) = 0 =P

x=2 0 x=3, se pasaa : (x-2)(x-3) = 2 =P x=4 0 x=5.

Radatz" realiza una clasificacién de errores a partir del procesamiento de
la informacién y establece cinco categorias generales.

1. Errores debidos a dificultades de lenguaje. Sefala que el
aprendizaje de los conceptos, simbolos y vocabularic matematicos

" Obra citada.
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es para muchos alumnos un problema similar al aprendizaje de una
lengua extrajera. Una falta de comprensién semantica de los textos
matematicos es fuente de errores; por ello, la resolucién de
problemas verbales estad especialmente abierta a errores de
traduccién desde un esquema semantico en el lenguaje natural a un
esquema mas formal en gl lenguaje matematico. o

2. Errores debidos a dificultades para obtener informacién espacial.
Aunque se trata dg un campo de estudio cuyo desarrcllo se esta
iniciando, es cierto que las diferencias individuales en la capacidad
para pensar mediante imagenes espaciales o visuales es una fuente
de dificultades para muchos jévenes y nifios en la realizacién de
tareas matematicas.

Algunas representaciones icénicas de situaciones matematicas
pueden suponer dificultades en el procesamiento de la informacién;
el andlisis y sintesis perceptivos implican una demanda considerable
para algunos alumnos, presentando dificultades y produciendo
errores. _ , '

3. Errores debidos a un aprendizaje deficiente de hechos, destrezas y
conceptos previos. En este tipo de errores se incluyen todas las
deficiencias de conocimiento sobre contenidos y procedimientos
especificos para la realizacién de una tarea matematica. Estas
deficiencias incluyen la ignorancia de los algoritmos, conocimiento
inadecuado de hechos basicos, procedimientos incorrectos en la
aplicacion de técnicas y dominio insuficiente de simbolos y
conceptos necesarios.

4. Errores debidos a asociaciones incorrectas o a rigidez del
pensamiento. '

La experiencia sobre problemas similares anteriores puede
producir una rigidez en el modo habitual de pensamiento y una falta
de flexibilidad para codificar y decodificar nueva informacién. En
estos casos los alumnos desarrollan operaciones cognitivas, que
contintan empleando alin cuando las condiciones fundamentales de
la tarea matematica en cuestion se hayan modificado. Persisten en la
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mente algunos aspectos del contenido o del proceso de solucion,

inhibiendo el procesamiento de nueva informacién. Dentro de esta

clase de errores se encuentran los siguientes:

-Errores por perseveraciéon, en los que predominan elementos
singulares de una tarea o problema.

-Errores de asociacién, gue incluyen interacciones incorrectas entre
elementos singulares.

-Errores de interfgrencia, en los que operaciones o conceptos
diferentes interfieren con otros.

-Errores de asimilacion, en los que una audicion incorrecta produce
faltas en la lectura o escritura.

-Errores de transterencia negativa a partir de tareas previas, en las
que se puede identificar el efecto de una impresién errénea
obtenida de un conjunto de ejercicios o problemas verbales.

5. Errores debidos a la aplicacién de reglas o estrategias irrelevantes.

Este tipo de errores surgen con frecuencia por aplicar con éxito

reglas o estrategias similares en areas de contenidos diferentes.

En una investigacion mas reciente sobre errores cometidos por alumnos

‘de Secundaria en matematicas, Movshovitz-Hadar, Zaslavksy e Inbar® hacen

una clasificacién empirica de los errores, sobre ia base de un anélisis
constructivo de las soluciones de los alumnos realizada por expertos.

De acuerdo con la metodologia propuesta determinan seis categorias
descriptivas para clasificar los errores encontrados. Estas categorias son:

1. Datos mal utilizados. Se incluyen aqui aguelios errores que se han
producido por alguna discrepancia entre los datos que aparecen en
una cuestion y e! tratamiento que le ha dado ei aiumno. Dentro de
este apartado se encuentran los casos en los que: se afladen datos
extrafios; se olvida algun dato necesario para la solucién; se
contesta a aigo que no es necesario; se asigna a una parte de la

® Movshovitz-Hardar N., Zaslavksy O. & Inbar S. (1987). An Empirical clasification model for errors
in High School Mathematics. Journal for Research in Mathematics Education, Vol 18, pagg. 3-14
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informacién un significado inconsistente con el enunciado; se utilizan
los valores numéricos de una variable para otra distinta; o bien, se
hace un lectura incorrecta del enunciado.

. Interpretacion incorrecta del lenguaje. Se incluyen en este caso los
errores debidos a una traduccién incorrecta de hechos matematicos
descritos en un lenguajg simbdlico a otro lenguaje simbdlico_distinto.
Esto ocurre al poner un problema en: ecuaciones expresando una
relacion diferente de la enunciada; también cuando se designa un
concepto matematico mediante un simbole distinto del usual y
operando_con €l segun las reglas usuales; a veces se produce
también una interpretacién incorrecta de simbolos graficos como
términos matematicos y viceversa.

. Inferencias no validas légicamente. Esta categoria incluye aquellos
errores que se producen por falacias de razonamiento, y no se
deben al contenido especifico. Encontramos dentro de esta categoria
aquellos errores producidos por: derivar de un enunciado
condicional su reciproco ¢ su contrario; derivar de un enunciado
condicional y de su consecuente, el antecedente; concluir un
enunciado en el que el consecuente no se deriva del antecedente,
necesariamente; utilizar incorrectamente los cuantificadores; o
también, realizar saitos injustificados en una inferencia logica.

. Teoremas o definiciones deformados. Se incluyen aqui aquellos
errores que se producen por deformacién de un principio, regla o
definicién identificable. Tenemos en este caso la aplicacion de un
tecrema sin las condiciones necesarias; aplicar la propiedad
distributiva a una funcién no lineal; realizar una valoracion o
desarrollo inadecuado de una definicién, teorema o férmula
reconocibles.

. Falta de verificacién en la solucién. Se incluyen aqui los errores que
se presentan cuando cada paso en la realizaciéon de la tarea es
correcto, pero el resultade final no es la solucién de la pregunta
planteada; si el resolutor hubiese contrastado la solucién con el
enunciado el error habria podido evitarse.
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6. Errores técnicos. Se incluyen en esta categoria los errores de célculo,
errores al tomar datos de una tabla, errores en la manipulacién de
simbolos algebraicos y otros derivados de la ejecucidn de algoritmos

basicos.

La categorizacién de estos; autores estd fundamentada mas en el
conocimiento matematico que en el procesamiento de la informacién. Cuando-
se intenta avanzar desde !a descripcién de los patrones de error y las técnicas
falsas hasta llegar a un andlisis de las causas de los errores en las cogniciones
de los alumnos, parece claro que la interpretacion en base al procesamiento de
la informacién ofrece una base tedrica mas completa para la clasificaciéon de

errores.

Otra aproximacién diferente es la realizada por algunos investigadores
desde un punto de vista epistemolégico, que pasamos a comentar brevemente.
Las ideas generales que sustentan este planteamiento son como sigue:

“La reconstruccién y apropiacion de conocimiento matemdtico exige
una labor depurdtiva constante en la que se ponga en cuestion el
conocimiento vulgar, empirico, parcial, falso en unos casos o superficial en
otros, que tienen los individuos en cada momento educativo, para que se
produzcan rupturas con los conceptos y representaciones necesariamente
limitados, y que aparezcan en su lugar nuevas concepciones, teorias y
procedimientos, como alternativas mds amplias, profundas e integradoras.

Este punto de vista caracteriza el proceso de aprendizaje como
resultado de modificaciones cualitativas del conocimiento en la direccion
del conocimiento cientifico y por tanto de un pensamiento mds
evolucionado. A grandes rasgos, el conocimiento matemdtico se construye
- paulatinamente mediante actos sucesivos de abstraccion, a partir de la
realidad, para desembocar en un nivel en el que el trabajo se realiza con

entes y relaciones matemdticas con poca o nula conexién con la realidad en
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la mayoria de los casos. Se trata de un proceso en cadena con sucesivas
rupturas y ampliaciones, en el que aparecen dificultades inherentes al salto
cualitativo que supone el paso de la realidad concreta cotidiana a la realidad
matemdtica formal. En este proceso, el individuo debe ir abandonando y
sustituyendo progresivamente ciertos tipos de conocimiento por otros mds
evolucionados, venciendo las resistencias naturales que suelen presentarse
ante modificaciones. Los conocimientos antiguos que funcionan no son
desechados completamente sino que quedan integrados y valorados dentro
de la nueva y mds_completa vision que surge del aprendizaje. En esta
dindmica, los errores que cometen los individuos de forma persistente son
manifestaciones de la presencia de un fenémeno mds amplio, que algunos
autores denominan inadaptacién del conocimiento, provocada por
obstdculo. El error dentro de esta interpretacion es un hecho constatable
que tiene su origen o es debido a la presencia de uno o varios obstdculos
como fendémenos mds generales y arraigados en el individuo” *

Aunque se han hecho serios intentos por desarrollar un sistema de
categorizacién de errores en base a una tipificacion de obstaculos y del analisis
derivado correspondiente, el hecho real es que, hasta el momento, no se han
superado los niveles generales, meramente descriptivos, y no existe un
desarrollo tedrico sistematico que permita clasificar, interpretar y predecir ios
errores en términos de obstaculos, es decir, en funcién de argumentos
fundamentalmente epistemolégicos y con exclusién de categorias cognitivas.

¥ Gonzalez J. L.. (1992). Pensamiento relativo. Andlisis de errores en tareas de traduccién-
interaccién entre sistemas de representacién. Tesis Doctoral inédita.
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3.4. Tratamiento curricular de los errores

Siguiendo a Bell® consideramos que la ensefianza diagnéstica surge a
partir de los estudios actuales sobre comprensiéon de la matematica, que
presenta dos rasgos principales.

T “ -

En primer lugar, la ensefianza se basa en tareas criticas gue exponen las
ideas, correctas y equivocadas, de los alumnos. Proporcionan material para
lecciones basadas en el conflictc cognitivo y la discusién. En segundo lugar, se
esfuerza en basar la ensefianza directamente en tareas lo mas cercanas
posible a aquellas en las que se espera que los alumnos apliquen los principios
gue aprenden. Si se combinan estas dos ideas tenemos que, en su comienzo,
hay que elegir una tarea realista que incorpore los conceptos erréneos y
provocar asi un conflicto cognitivo que desemboque en una discusién dirigida a

resolver ese conflicto.

Los trabajos realizados o dirigidos por el Profesor Bell orientan su
investigacion a descubrir y poner de manifiesto un nimero de areas
susceptibles de errores y equivocaciones graves y ampliamente desconocidas.
El comienzo se ha hecho observando ios errores de los alumnos al realizar
tareas prescritas, aunque luego ha sondeado mas profundamente en los
errores de concepcion que los sostienen y gobiernan. Una vez que se ha
puesto de manifiesto que muchos errores no son simples fallos de memoria,
sino que tienen raices mds profundas, se hace evidente que la ensefianza
necesaria para remediarlos o evitar su aparicién tiene que operar a un nivel
profundo. El énfasis de la ensefianza se aparta de la adquisicién de
procedimientos algoritmicos y se dirige hacia el desarrollo de estructuras
conceptuales correctas. Los estudios sobre estructuras multiplicativas y
comprension por los alumnos de ias mismas, entran dentro de los ejemplos més
conocidos de investigacién sobre errores para producir un tratamiento

curricular.

ZBell A. (1986 ). Disefio de ensefianza diagndstica en matematicas.
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El material desarrollado se articuia en torno a un modelo de leccién
diagndstica a la que se incorporan algunos tipos de tareas. La leccion
diagndstica tipica utiliza uno ¢ unos cuantos problemas criticos (casi siempre
desarrollados originalmente como items de tests) para descubrir concepciones
erroneas y asi provocar discusiones conducentes a una resolucién; a
continuacién siguen problemas;similares que se dan con algun tipo de
retroalimentacién inmediato en cuanto a la correccion, para consolidar ia
conciencia recién adquirida.

Se han desarrollado varios tipos de tareas que proporcionan diversas
maneras de descubrir conocimientos erréneos, provocar la reflexiébn o activar
los conceptos pertinentes. Estas tareas son: empleo de diagramas, sustitucion
de nimeros faciles, juegos, invencién de preguntas, calificacién de deberes y
tareas colectivas. El desarrollo alcanzado en la ejemplificacién de estas tareas
con el material elaborado y editado por Shell Center de la Universidad de
Nottingham (U.K.), que ha alcanzado un alto grado de difusién y una
ejemplaridad didactica sobresalientes, nos eximen de entrar en mas detalles
sobre estos aspectos.

Con posterioridad a ias investigaciones del Prof. Bell han sido muchos los
especialistas que se han dedicado a estudiar, clarificar y tratar de eliminar los
conceptos erréneos de los alumnos, abordando las dificultades de transferencia
a aplicaciones realistas, incorporandolas desde el comienzo a la ensefianza.

Otra orientacién curricular surgida en estos ultimos afios es la que vienen
desarroilando Borassi® y otros autores sobre la utilizaciéon de los errores como
plataformas para explorar nuevos conocimientos matematicos, en vez de un uso
exclusivamente diagnostico y preventivo.

Sobre Ia base de algunos errores usuales que se presentan en el estudio
de las fracciones tales como:

# Borassi A. (1987). Exploring Mathematics through the Analysis of Errors. For the Learning of
Mathematics. Vol. 7, pagg. 2-9.
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3/4 + 6/7 =911, 2/3+5/7 =710
se plantean cuestiones comao las siguientes:

;,Cudl es la regla alternativa que el estudiante estd aplicando aqui?, ¢por
qué esta haciendo eso?, la regla de adicién utilizada ;puede tener significado
en algunos casos? ¢bajo qué condiciones ocurre esto?

¢Hay un sistema matematico en el que opere esta nueva regla de adicién?
¢ qué propiedades teﬂdria un tal sistema?

Escalonadamente, y mediante una serie de cuestiones con sentido, nos
llega a mostrar que, aunque la operacién 2/3 + 5/7 = 7/10 puede considerarse
como una equivocacién, hay algunos contextos en los que esta regla puede
resultar razonable. De este modo llegan a plantearse cuestiones més de fondo,

como las siguientes:

¢ Puede haber aigo que sea cierto y falso a la vez en matematicas?
¢ Como se puede decidir si una regla es cierta o falsa en matematicas?
¢ Es siempre posibie hacer esa determinaciéon?

Llegando a un nivel de andlisis como el que plantean estas otras
cuestiones: ;Como escoger reglas y definiciones para establecer un nuevo
sistema en matematicas?, ;Cudl es el efecto de la simbolizacién sobre el
aprendizaje de las matematicas?, ;,Cudl es el efecto de elegir diferentes
simbolizaciones sobre el desarrollo de un tépico matematico?

Estas y otras reflexiones dan pie a plantear ios errores como punto de
partida para una nueva orientacién de las clases de matematicas, que superen
el nivel simplemente diagndstico. La linea argumental es como sigue.

La interpretacién exclusiva de los errores como instrumentos de
diagndstico y correccién explota sélo parcialmente el potencial educativo del
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error discutido. En primer lugar, con tal suposicion solamente profesores e
investigadores podrian estar implicados en el proceso de analizar el error. Los
propios estudiantes quedarian privados de la oportunidad de implicarse en la
actividad de explicar y dotar de sentido a sus propios errores, una actividad que
puede resultar altamente motivadora y provocadora. Ademas, la propia
creatividad de los investigadores al analizar el error se puede ver constrefiida
por el enfoque limitado a buscar las causas del error del estudiante de torma
que se pueda eliminar, Esto sycede porgue consideran el error necesariamente
como una desviacién de un cuerpo de conacimiento establecido al que no
deben conceder la consideracion de un reto para los resultados estandar.

Pero a la vista del ejemplo anterior, incluso los errores matematicos mas
simples pueden proponer tales retos, sin necesidad de un conocimiento
matematico sofisticado, ni tampoco un alto nivel de capacidad matematica.

Hay al menos dos direcciones principales que pueden seguirse en el uso
de los errores para motivar la refiexion e interrogarse acerca de ia naturaleza de
nociones mateméticas: Los errores pueden usarse para investigar la naturaleza
de nociones matematicas fundamentales tales como “prueba”, “algoritmo” o
“definicion”. Debido a que utifizamos continuamente algoritmos, pruebas y
definiciones cuando estudiamos mateméticas podria suponerse que sabemos
muy bien lo que son esas nociones y si estamos cometiendo errores al trabajar
con elias. Por el contrario, es muy dificil explicar qué es lo que caracteriza una
prueba matematicamente buena (o un algoritmo, o una definicién) e incluso es
mas dificil legar a ser consciente de sus funciones o sus limites. Puede ser
mucho mas sencillo sefialar por qué una cierta prueba no parece correcta,
intentar arregla'rla y a partir de este proceso concreto intentar abstraer qué
propiedades deseamos que tenga una prueba matematica.

Los errores pueden ayudarnos a investigar cuestiones abstractas relativas
a la naturaleza de las matematicas a las que es dificil acercarse por otra via. De
nuevo esto implica utilizar el contraste destacado por el error, al igual que de su
contenido informativo, aunque con un enfoque distinto a un nivel superior de
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abstraccion.

Utilizar los errores como motivacién y medio para interrogar sobre la
naturaleza de las matematicas puede mejorar la comprensién de las
matematicas como disciplina por parte de los estudiantes. Comprender una
materia implica mucho mas que simplemente “aprender con comprension” su
contenido basico. También incluye comprender su filosofia, la metodologia
empleada, el alcance y las, limitaciones de la disciplina; debe incluir el
desarrollo de actitudes positivas hacia la disciplina. Este tipo de comprension,
por desgracia, no s muy comuin en especial en matematicas, y tratar de
mejorario gebiera ser extremadamente importante tanto para los estudiantes
como para los profesores de cada nivel y materia.

Para pcder apreciar compietamente el potencial educativo de los errores
como plataformas para interrogar, en los dos niveles identificades, también es
impoi'ta_nte comprender la variedad de cuestiones y exploraciones que pueden
~ motivarse por diferentes clases de errores matematicos. De hecho, aunque la

mayor parte de la gente parece identificar los errores con el uso 0 la
comprensidn deficientes de una regla, los errores matematicos pueden
presentar caracteristicas bastante diferentes, al menos con respecto a:

* Grado de incorreccion: ademas de resultados falsos, se pueden tener
de hecho resuiltados parciales ¢ aproximados, resultados correctos
obtenidos mediante procedimientos ineficientes o inaceptables,
resultados que se pueden tomar como correctos en un contexto
determinado pero no en otro, problemas para los que no se ha llegado
a una solucién, etc.

* Contexto matematico: es decir, si estamos trabajando con problemas,
algoritmos, teoremas, definiciones, modelos, etc.

El punto de vista elegido por estos autores puede resumirse diciendo que
los errores pueden emplearse como instrumento de motivacién y como punto de
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partida para exploraciones matematicas creativas, que implican actividades
valiosas de pilanteamiento y resclucion de problemas. También los errores
pueden proporcionar una comprensién mas completa y profunda del contenido
matematico y de |a propia naturaleza de las matematicas.

Esta linea de estudio e invgstigacién sobre el uso de errores en el
desarrollo curricular estd sélo en sus comienzos y necesita aun de esfuerzo
investigador para llegar a propyestas mas sistematicas y completas.

Para concluir este apartado realizaremos algunas reflexiones en torno a
las conexiones entre el estudio de errores y ta evaluacion.

~ Son muchos los investigadores que han cuestionado estos ultimos afios la
naturaleza estrictamente psicométrica de la evaluacién escolar. Los aspectos
cuantitativos predominantes en los tests y otros métodos similares para medir el
rendimiento no proporcionan criterios suficientes para procedimientos
_instructivos eficientes.

.. En los dltimos afios venimos asistiendo al desarrollo de nuevos modelos
_' " de evaluacién que requieren de nuevos procedimientos de valoracion; pero tan
- “importante 0 mas que la valoracién que reciben los alumnos, esta el hecho de
~ que esas valoraciones sirvan para reorientar su comprensién ayudéndoles en
la superacion de sus concepciones deficientes y en la supresién de los errores.
La evaluacién no debe reducirse a los aspectos puramente externos y formales
sino que debe lograrse una interiorizacién de los juicios alcanzados para
- proceder a una modificacién y avance en los conocimientos. Nesher® nos
aporta algunas consideraciones claves para una actualizacién del papel de la
evaluacion, diferenciando las pruebas de evaluacién de los e;ercucuos o
instrumentos para la investigacion. =

*Radatz H. Obra ctada.
#Nesher P. (1987). Toward on Instructional Theory: the Role of Student's Misconceptions.
For the Learning of Mathematics. Vol. 7, pagg. 33-39.
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Las recomendaciones de Nesher, resumidamente, dicen:

“a) El aprendiz deberd ser capaz, durante el proceso de aprendizaje de
valorar las limitaciones e incomodidades de una pieza dada de
conocimiento. Esto puede ser enfatizado desarrollando entornos de
aprendizaje que funcionkn como sistemas de retroalimentucion
dentro de los cuales el aprendiz sea libre para explo}'ar SUs
creencias y obtener re&puesta especifica a sus acciones.

b) En los casos en que el aprendiz reciba retroalimentacién inesperada,
st no queda hEquueado por ella, deberd ser estimulado y motivado
para continuar e interrogar respecto a su tarea.

c) El profesor no puede predecir completamente el efecto del sistema
de conocimiento previo del estudiante en un nuevo entorno. Mds
aun, antes de que complete su instruccién, debiera proporcionar
oportunidades al estudiante para manifestar sus concepciones
deficientes y as( relacionar la instruccion subsiguiente a estas
concepciones.

d) Las concepciones deficientes son, por lo general, una excrecencia de
un sistema de conceptos y creencias ya adquiridos aplicados
equivocadamente a un dominio. No debieran tratarse como cosas
terribles que deben desarraigarse ya que ello puede confundir a los
aprendices y destruir su confianza en el conocimiento previo. En
vez de ello, el nuevo conocimiento debiera conectarse con el
esquema conceptual previo del estudiante y situarlo en la
perspectiva correcta.

e) Las concepciones deficientes no sélo se encuentran tras las
realizaciones erréneas, sino que también se ocultan tras muchos
casos de ejecucion correcta. Una teoria de la instruccion deberd
cambiar su enfoque de las realizaciones erréneas hacia la

comprensién del sistema de conocimiento completo de los
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estudiantes, del cual se derivan sus reglas de actuacion.

f) Los items diagnostico que discriminan entre concepciones adecuadas
y deficientes no son necesariamente los mismos que se emplean en
los ejercicios y pruebas escolares. Un esfuerzo especial de
investigacion debiera hacerse para construir items diagndstico que
establezcan la naturaleza e§pecfﬁ'ca de las concepciones deficientes.

También Romberg® insiste en la compiejidad de las tareas de evaluacion y
en la necesidad de superar un tratamiento exclusivamente penalizador de las

producciones erréneds o incorrectas de los alumnos.

3.5. Los errores y —la Formacién del Profesorado

Al comienzo de este apartado ya se hizo refencia a la funcion prioritaria de
los profesores en dirigir y guiar el desarrolio de ideas matematicas en las
- -— _ mentes de los escolares, razén por ia cual era de importancia destacable el
- entrenamiento en pautas de observacién cuidadosa sobre el trabajo de los
alumnbs con el fin de conocer en profundidad lo que los estudiantes estan

ij"p‘éhé'aihdo. Este aprendizaje debe iniciarse durante el periodo de formacién

[

_ :: _inicial. A la pregunta “;qué conviene que aprendan los profesores en
i 7wz .. formacién al realizar la observacion de los alumnos en su trabajo
'f matemdtico?”, Brousseau, Davis y Werner”, contestan sefalando algunas

ideas directrices a tener en cuenta para esa observacién:

“1. Proporcionar a los estudiantes una oportunidad para ver lo que
conocen y lo que pueden inventar o descubrir con antelaciéon a

ensefiarles un método, técnica o concepto supuestamente
novedoso.

2. No dejar a la casualidad la creacién de las representaciones
mentales de los alumnos. Se pueden proporcionar experiencias

‘—‘ﬁorrberg T. (1989). Evaluation: a coat of many colours. En Robitaille (Edt.): Evaluation and
Assessment in Mathematics Education. Paris: Unesco,

¥ Brousseau G., Davis R. & Wemer T. Obra citada.
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para los alumnos que influirdn considerabiemente en las
representaciones mentales que ellos construyan mentalmente.

3. Mediante las relaciones de comunicacion con los alumnos, el
profesor puede conocer las representaciones mentales que los

alumnos estdn empleando.”
7 " -

Ademas del entrenamiento en la cbservacion de las actuaciones de los
alumnos y en una guia efectiva para ayudarles a superar las concepciones
inadecuadas y los errores, los profesores en formacién inicial y permanente
deben tener un condbcimiento general de las consideraciones tedricas y de
fundamentacién que hemos hecho en los apartados anteriores relativas a la
clasificacion de errdres, determinacién de causas, esquemas tedricos de
interpretaciéon y desarrollo curricular derivado del diagnéstico, tratamiento y
superacion de los errores en el aprendizaje. Todas estas cuestiones tienen
interés intrinseco para la formacién de profesores y deben ser objeto de estudio,
reflexion y practica explicitas.

Hay, finaimente, otras dos cuestiones de interés en reiacién con la
formacién de profesorado y el estudio de los errores. Por un lado, el anélisis de
los errores cometidos pbr los alumnos y la discusion en seminario de vias
posibles para su correccién ponen de manifiesto las propias concepciones que
tiene cada profesor en formacién respecto del conocimiento matematico y la
naturaleza de su aprendizaje. Esta comprensién sobre las propias creencias
permite asumir criticamente los planteamientos profesionales de cada profesor
en formacién, observando las incoherencias y aspectos olvidados y
promoviendo una concepcidn mas compieta de las tareas docentes.

Introducir en el aula una consideracion sistematica de los errores va mas
alla de introducir un nuevo tépico en el curriculo, y hace necesario la
ensenanza de estrategias adecuadas. Esto es debido a que tanto los profesores
como los alumnos tienen fuertes concepciones previas scbre los errores y, por
tanto, estas consideraciones influirdn sus comportamientos en relacién con las
actividades que impliquen errores. Sera pues importante que los profesores
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clarifiquen sus concepciones sobre las matematicas, su aprendizaje y los
errores para que puedan ayudar a sus alumnos a superar el sentimiento
negativo que las personas tienen hacia los errores.

o

Por otro lado, también los profesores en formacién cometen errores en la
realizacion de tareas matematicas, muchas de ellas similares o debidas a las
mismas causas que las que comenten los escolares. Poner de manifiesto las
concepciones deficientes y Jos errores cometidos €s una tarea formativa
ineludible para el Profesor en formacién; conviene aprovechar este tipo de
actividades para proponer esquemas de trabajo correctivos y situaciones en las
que el conflicto cognitive entre las concepciones inadecuadas y las adecuadas
se ponga fuertemente de manifiesto y obliguen a una reestructuracién positiva
de los esquemas previos.

Algunas investigaciones recientes han trabajado en esta linea.®

3.6. Técnicas de analisis

‘A lo largo de los estudios e investigaciones en educacién matematica
podemos encontrar una gran variedad de métodos para el estudio de los
errores en matematicas. Mulhern® los agrupa en cuatro amplias categorias:

1. Contar simplemente el numero de soluciones incorrectas a una
variedad de problemas. Este método, que tiene un valor diagndéstico
limitado es cercano al método psicométrico, y ha dominado la
educacién estatal hasta hace poco.

2. Andlisis de los tipos de errores cometidos. Esta técnica implica
usualmente clasificar diferentes tipos de error, examinar como se
desvian de la solucién correcta y hacer inferencias sobre qué
factnres pueden haber conducido al error.

@ Tirosh D. & Graeber A. (1989). Preservice elementary teachers’ explict beliets about
multiplication and division. Educ. Stud. Math. Vol. 20, pagg. 79-96.

# Mulhern G. Obra citada.
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3. Andlisis de patrones de error. Tales andlisis pueden revelar errores
sistematicos que sean sintorna de concepciones inadecuadas, o bien
al variar aspectos de las tareas los patrones de error que resuitan
pueden proporcionar claves sobre que estrategias se han utilizado.

4. Construir problemas de tal modo que puedan provocar errores en los
individuos. Aqui el investigador observa los patrones de error
realizados por los individuos; especula sobre ias posibles causas de
estos errores; y, sisteméticamente, construye nuevos problemas de
los que puede predecirse que induciran a errores similares.

Ya hemos indicado, al considerar los antecedentes en el estudio de
‘errores, que la mayor parte de los estudios hasta fechas recientes eran de la
| primera de las clases mencionadas, con una fuerte influencia de la metodologia
psicométrica. También hemos considerado en detalie diversas aproximaciones
a la clasificacién de errores. Vamos a presentar el planteamiento que estan
siguiendo algunos autores como Nesher” al realizar el analisis de patrones de
errores como sintomas de concepciones deficientes o inadecuadas

- (“misconceptions”).

La nocién de concepcién deficiente sefiala una linea de pensamiento que
causa una serie de errores, todos ellos procedentes de una premisa incorrecta
subyacente, en vez de errores esporddicos, desconectados y no sistematicos.
No siempre resulta sencillo seguir ia linea de pensamiento de los nifios y poner
de manifiesto como es de consistente y sistematico. La mayor parte de los
estudios, sin embargo, informan sobre la clasificacién de errores y su
frecuencia, aunque ésto no explica su origen y por tanto no pueden tratarse
sistematicamente.

Parece que esta carencia de generalidad en los analisis podria evitarse si
se mira en los niveles de representacion mas profundos en los que evoluciona
un sistema de significado que controla las realizaciones superficiales. Cuando

% Nesher P. Obra citada,
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se detecta un principic errdoneo en este nivel mas profundo, es posible explicar
no un caso sino toda una clase de errores. Denominamos a una tal regla para la
guia de errores una concepcion deficiente.

La aplicacién de estos principios al estudio de dos tipos de errores
detectados en la comparacién de;numeros decimales™ , sirve para poner de
manifiesto los esfuerzos de los alumnos por proporcionar sentido conceptual a
nuevos conocimientos matematicos recibidos mediante instruccion en términos
de conocimientos previamente dominados; ésto es lo que explica la aparicién
de los errores. En este estudio, el disefio de una prueba en la que se tienen en
cuenta todas las posibles actuaciones de los alumnos en términos de las
concepciones deficientes que se hipotetizan, proporcicna un modelo para
analizar los patrones de error como categorias consistentes, de un modo mas
detallado y directo que en trabajos anteriores.

Las dificultades gue se presentan usualmente para detectar estos errores,
debido a que los alumnos pueden obtener buenas calificaciones en pruebas de
comparacion de decimales (que es el contenido que se estudia}, aun cuando se
encuentren afectados por algunas de las concepciones deficientes
subyacentes, llevan a realizar las siguientes consideraciones de caracter

general:

a) Para hacer el disefio sobre la instruccidn relativa a un nuevo
conocimiento, no es suficiente con analizar ios procedimientos y sus
requisitos previos, que es lo que se hace en muchos casos. Debemos
conocer cOmo este nuevo conomiento se integra en un gran sistema de
significados, que el nifio ya posee, y del cual va a derivar sus directrices.

b) Es crucial conocer especificamente como los procedimientos ya
conocidos pueden interferir con el material que se estd aprendiendo.

¢) Todos los nuevos elementos que se asemejan, pero son distintos de los
antiguos, debieran discriminarse claramente en el proceso de

¥ Resnick L., Nesher P., Leonard F., Magone M., Omanson S., Polet |. (1989). Conceptual bases
of Arithmetic Errors: the case of decimal fractions. Journal for Research in Mathematics
Education Vol 20 pagg. 8-27.
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instruccidn, y el profesor debiera esperar encontrar errores en estos
elementos. Es innecesario decir que, aunque produzcan mayor nimero
de respuestas efréneas, tales elementos deben presentarse a los nifios,
y no tratar de evitarlos.

Otro desarrollo técnico avanzado en el estudio de errrores, ya comentado,
es el realizado en el campo de la sustraccién al aplicar el modelo de los bugs,
considerando la metafora de Jla mente humana como un ordenador. Maurer®
nos explica los resultados mas importantes de esta técnica de analisis. El
conocimiento de Ios tipos de errores de sustraccion que cometen los
estudiantes es ahora tan detailado que se han escrito programas de inteligencia
artificial que cometen los mismos errores que los estudiantes, proporcionando
al programa s6lo unos cuantos principios basicos. Otros programas sirven para
diagnosticar rapidamente qué bugs tiene un estudiante determinado. Otros
ayudan a diagnosticar los bugs de los demas mediante un entrenamiento en
esta tarea. Practicando las destrezas de busqueda de bugs, ios estudiantes
llegan a reconocer que sus propios razonamientos pueden tener bugs. También
‘la teoria sobre la generacién de bugs ha empezado a proporcionar ideas sobre
las mejores y peores elecciones de ejemplos y sobre los métodos mejores y
peores para seleccionar material. Esto era algo que no podia-hacer el antiguo
conocimiento sobre errores sistematicos.

En cualquier caso, la investigacion actual indica que muchas respuestas a
problemas que han sido considerados descuidos son, de hecho, el resultado de
concepciones inadecuadas sistematicas sobre sustraccién.

La figura muestra el trabajo de un estudiante con un bug. El bug se refiere
a “lievarse” 0 “pedir prestado”, en este caso “llevarse” de O:

ao0b
- XYZ donde z es mayor que b

2 Maurer S. Obra citada.
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El estudiante transforma la sustraccion en:

(a-1) 0 (b+10) (a-11 9 (b+10)
-_X ¥ z en vez de: -_X ¥ z
Procedimiento que conduce a su vez a una segunda dificuitad:

T -
0-y=y (unaversion) 0-y=0 (otraversion).

No hay nada aleatorio 0 chapucero en el trabajo del estudiante con bugs
como estos. Esta trabajandc cuidadosamente, siguiendo un procedimiento

preciso, aunque incorrecto.

,Queé explican tales bugs?. Imaginemos que el estudiante comprende el
algoritmo de la sustraccién de una manera muy mecdanica. Lo ve como una
mera manipulacién columna por columna, excepto si el digito de arriba de una
columna es mas pequefo que el de abajo, en cuyo caso se disminuye el digito
¢ de su izquierda en 1 y se sustituye d por 10 + d. Imaginemos ademas que el
profesor nunca ha presentado el caso en que ¢ es cero, 0 que el estudiante
estaba distraido cuando el profesor lo hizo. ;Qué hace el estudiante en un
ejemplo en el que ¢ vale cero?. No se evade, sabe que debe dar una respuesta.
Asi, generaliza imaginando alguna versién del procedimiento que incluye todos
los casos previos y también este. En este ejemplo, la idea del estudiante es que
el digito de! que se pide prestado no necesita ser el que esta inmediatamente a
la izquierda, sino que puede ser el digito no nulc mas cercano a la izquierda.
De este modo, ante una laguna en el algoritmo, el estudiante hace un
“remiendo” incorrectamente, creando un bug. El estudio de tales correcciones

se llama “"Repair theory”.

Si bien los criticos a la Repair theory han puesto de manifiesto las
limitaciones de los andlisis hechos scbre esta fundamentacion, en especial por
las caracteristicas tan especificas que tienen los conocimientos a los que se
puede aplicar, que le dan un caracter limitado y restrictivo, no cabe duda que,
en su campo, la potencialidad del analisis logrado es bastante completo.
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4, Aportacionss & la investigacion sobrs errorss &n sl
aprendizaje de las mateméticas

4.1. Presentacion

Nuestros trabajos de inrvestigacién en Educacién Matemética y
nuestros estudios han desarrollado y mantenido unas cuantas lineas de
reflexion basicas a lo largo de los afies. La preocupacion por el disefio y
desarrollo del Curriculo de Matematicas es una constante a lo largo de
todos nuestros” trabajos; también ha sido un motivo de reflexién
permanente, al que hemos dedicado muchas horas de esfuerzo y sobre el
que hemos realizado algunas contribuciones especificas al tema de la
formacién inicial y permanente del Profesorado de matematicas, con
especial énfasis en su formacion didéctica. En relacion con los contenidos
de la matemética nos hemos visto especialmente atraidos por los
contenidos de la Aritmética, en los primeros niveles; el estudio de los
Sistemas numéricos en los niveles intermedios; y hacia los contenidos

_iniciales de Célcﬁlo,wAnélisis y Teoria de Numeros en los niveles superiores.

" Esto no ha supuesto un abandono de otros contenidos, como los del
aigebra, geometria y estadistica, pero si un énfasis y preocupacién
especiales por nimeros y funciones, en sus diferentes concrecciones y
grados de generabilidad.

También hay algunas lineas transversales de reflexién que portan
coherancia y unidad a los trabajos e investigaciones realizados. Entre estas
lineas tiene para nosotros una importancia especial ia cuestién de errores y
dificultades en la ensefianza y aprendizaje de las mateméticas. Nuestro
interés por este tépico viene de antiguo, desde los comienzos mismos de
nuestro trabajo en Didéactica de la Matematica. Constituye para nosotros
una procupacién moral mejorar el nivel cientifico y cultural de nuestra
sociedad espafiola de finales del sigio XX; estamos convencidos que la
extension y profundizacién en el conocimiento matemdtico por medio del
Sistema Educativo constituye un elemento imprescindible de ese avance, y
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una condicién ineludible para una sociedad mas justa, racional, eficaz y
productiva que la que hemos recibido. Por todo ello, el conocimiento
malogrado, deficiente, mal fundado o erréneo supone una preccupacion
permanente, un objetivo a batir, una situacion que superar.’ Desde el
comienzo de nuestro trabajo en Didactica de la Matematica la identificacién
de errores, el andlisis de sus; causas, la posibilidad de su diagndstico y
deteccidn y los medios y recursos para su superacién han constituido parte
esencial del contenido de puestros trabajos e investigaciones y, sobre todo,
de la filosofia personal y de la orientacién profesional con fa que hemos
concebido nuestra tarea.

Queremos presentar en este apartado algunas de las contribuciones
realizadas por nosotros al estudio de errores, y queremos hacerlo poniendo
en evidencia la linea de progreso gque hemos recorrido a lo largo de
nuestros trabajos en este campo. Para elio hemos hecho una seleccién de
trabajos en los que destaca algin aspecto o variante de estudio y con los
que se pone de manifiesto la progresion realizada en nuestros analisis. En
todos los trabajos nuestra participacién es a nive!l autor o de director del
proyecto o de la investigacion, si bien la mayor parte de ellos se ha
realizado en colaboracién con otros profesores. De la mayor parte de las
contribuciones gue se presentan no se hace una descripcién exhaustiva, ya
que constan los documentos originales completos, sino gue nos limitamos a
destacar aquellos aspectos del estudio o investigacién que hacen
referencia explicita, o conectan de modo especial con los errores del

aprendizaje en matematicas.

Creemos que esta eleccién responde mejor y da una visién més
completa de lo que ha sido una linea de investigacién permanente a lo
largo de muchos afios, en vez de limitarnos a destacar un dnico trabajo

aislado.
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4.2. Delimitacion de soluciones incorrectas:

Hemos citado anteriormente las cuatro categorias que sefala Mulhern,
relativas a la variedad de métodos empleados en el estudio de los errores
en matematicas. La primera de ellas incluye todos aqueilos estudios que,
basicamente delimitan problemas que dan iugar a soluciones incorrectas y
contabiliza el nimero de ellas en cada caso. Se han criticado estos trabajos
por su valor diagnéstico, limitado, su fundamentacién prioritariamente
psicométrica, el uso casi exclusivo de pruebas con relacién a norma y su
empleo indiscriminado en evaluacion durante muchos anos. La influencia
de estos estudios comenzd a decaer en nuestro pais a partir de los cambios
producidos por la Ley General de Educacién del aio 70.

Dentro de esta categoria podemos situar la tesina de licenciatura,
dirigida a la Profesora Castro® el afio 75. Las cuestiones a estudiar
mediante este trabajo fueron:

1. Conocimiento de los estadios de madurez que permiten el dominio

... de.las diferentes dificultades que se presentan en la reaiizacién de

~_ problemas simples de calculo; para ello se trata de establecer escalas
ordenadas por rendimiento de los contenidos por edades.

2. Conocimiento de los instrumentos que permiten descubrir el
rendimiento de los estudiante o, alternativamente, las combinaciones que
producen especiales dificultades de aprendizaje, por mayor acumulacién o
frecuencia de errores.

Este estudio se realizé mediante un test diagnéstico, el test de Ballard,
traducido y adaptado por Garcia Hoz, en el que se hace una presentacion
pormenorizada de cada una de las fases 0 niveles especificos de un
proceso de calculo, con un grado considerable de minuciosidad y caracter
analitico. El instrumento constaba de 100 cuestiones de Aritmética general:
operaciones elementales entre naturaies, decimales o fracciones; raices

* Castro Martinez E. (1975}. El Calculo Aritmético en la E.G.B. Tesina de Licenciatura.
Granada: Universidad de Granada.
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cuadradas; porcentajes y proporcionalidad; calculo con magnitudes
basicas.

:Las hipdtesis a contrastar fueron: obtener el grado de dificultad y
niveles de éxito mediante el instrumento seleccionado y estudiar la
habilidad de céalculo segun los piveles escolares. .

El trabajo se realiz¢ mediante un estudio longitudinal sobre una
muestra de 2069 escolares, en los niveles comprendidos entre 3% y 8° de
E.G.B., seleccionados intencionalmente en 8 Colegios Nacionales de la
provincia de Granada; la prueba se aplicé durante el primer trimestre del

Curso.

Los resultados mostraron que no habia diferencias significativas entre
los Centros, por lo que podian considerarse muestras provenientes de la
misma poblacién; alternativamente, el instrumento resultd utif para medir el
dominio aritmético de los escolares. Si se obtuvieron diferencias
significativas entre parejas consecutivas de niveles; de este modo se pudo
establecer a qué edad o nivel se configura ia aptitud para diversos

_ problemas y combinaciones de calculo, que permite valorar el grado de

madurez de los alumnos concretos.

En este estudio solo se contabilizaron los errores a cada una de las
cuestiones planteadas, sin realizar ningtn otro tipo de analisis en relacion
con dichos errores.

4.3. Clasificar diferentes tipos de error:

El simple recuento de errores, incluso combinado con métodos
gstadisticos sofisticados, habia probado su insuficiencia para hacer
aportaciones consistentes a la mejora de los procesos de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas escolares. Por ello, y fundamentalmente a
partir de las obras de Tyler y Bloom, se comenzé a trabajar
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sistematicamente en |a clasificacion y elaboracion de taxonomias, no solo
para las conductas ideales previstas para ios alumnos, sino también para
sus producciones reales; la clasificacion de errores en diferentes tipos y el
comienzo en los estudios conjeturales sobre posibles causas o factores
conducentes al error, fueron una consecuencia obligada de la linea general
de trabajo. ¥ .

Nuestra aportacién, gomo Director e Investigador principal, en esta
linea fue la Investigacidn Granada-Mats™ , llevada a cabo entre los afios
1971-1982.

El Disefio y puesta en practica de este trabajo queda resumido en el
siguiente esquema:
1. Marco general.
2. Fase de Preparacién y Disefio.
3. Fase de Aplicacién y Desarrollo.
4, Fase de Contraste y Control.
5. Conclusiones.

Sintetizando las aportac;iohes mas destacab'!es_ de este trabajo, en
especial por lo que se refiere al estudio de errores, hemos de destacar las
siguientes: B

* Operativizacién de los Programas para el Area de Matematicas en
la E.G.B..

* Baremacion de los objetivos y clasificacién de ios mismos segun su
indice de dificultad.

* Determinacién de dificultades y errores usuales segun tépicos
matematicos y niveles escolares.

* Propuestas para la deteccién y correccién de los errores usuales.

* Redaccién y propuesta de un nuevo Programa de Matematicas para
ta E.G.B.

*Rico L.y Col. (1985). Investigacion “Granada-Mats”. Un andlisis del Programa Escolar para el
Area de Matematicas. Granada: Instituto de Ciencias de la Educacién, Universidad de Granada.
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Sin embargo la clasificacién de los errores, los medios para su
deteccidén y los criterios para su tratamiento y correccién no aparecen
tratados explicitamente en el tomo citado que hace la descripcién generai
del trabajo; hay que remitirse a las memorias anuales de investigacién en
las que se van comentando y analizando los resultados de cada una de las
evaluaciones, comparando cpn resultados anteriores e integrando los
informes personales de los profesores encargados de realizar el trabajo de

campo. ,

Un andlisis_mas detallado de los errores, tipos de errores y posibles
causas de los mismos lo encontramos en algunos de los trabajos derivados

de esta Investigacidén.

Asi podemos verlo en el trabajo “Programacion del blogque de las

fracciones en el Ciclo Medio de E.G.B.”,” en donde se presentan los
tipos de errores mas frecuentes en la comprensién del concepto de fraccidn,
en sus diversas representaciones y en su operativizacion. En la
comunicacién “Cero, jes un nimero natural?. Andlisis de las

dificultades de cero” * se analizan y clasifican algunos errores de lectura y
escritura de nimeros naturales y decimales debidos al cero, asi como
errores y dificultades en las operaciones, comparando los rendimientos
entre los casos en los que interviene el cero con aquellos otros en los que
no interviene. lgualmente en los libros del Profesor de los Cursos 39, 4¢ y 5%
y los de los cursos 6%, 72 y 82% hay, sistematicamente, consideraciones en
torno a errores y dificultades usuales de los topicos que se estudian. Todos
los datos utilizados en estos trabajos proceden de la investigacién
“Granada Mats” , y en todos ellos se realiza una tipificacién de errores en el
aprendizaje de las matematicas, con un comienzo de clasificacién en

Trabajo de Investigacién. Prof. L. Rico

* Rico L. y Col. (1982). Programacion del Blogue de Fracciones en el ciclo Medio de la E.G.B.
Actas de las Il Jomadas sobre Ensefanza y Aprendizaje de las Matematicas. Sevilla,

pagg. 612-640. ‘

% Rico L., Castro E. {1983). Cero ;es un nimero natural?. Andlisis de las dificultades de Cero.
CAadiz: Actas | Jornadas Andaluzas de Profesores de Matematicas, pagg. 152-161.

* Rico L. y Col. {1982). Guia dei Profesor, Matematicas 32, 4® y 5¢ E.G.B. Madrid: Edt. Anaya.
* Rico L. y Col. (1985). Guia del Profesor, Mateméticas 6°,7° y 8° E.G.B. Madrid: Edi. Anaya.
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términos de causas estructurales, si bien las consideraciones en términos
de rendimiento tienen adn una valoracién pricritaria.

4.4. Anidlisis de patrones de error

A mediados de los anos 80 se constituye el Seminario E.G.B..de la
Sociedad Andaluza de Educacién Matematica Thales, en el marco del
Departamento de Didactica de la Matematica de la Universidad de
Granada. Este Seminario esta compuesto por Profesores del Tercer Ciclo
de E.G.B. y Profesores del Departamento, principaimente. Desde su
comienzo se plantea como objetivo realizar el estudio e investigacién del
Curriculo de Matematicas de los cursos finales de la E.G.B. desde la
aproximacién denominada Resolucién de Problemas, que hemos descrito
en el Proyecto. Una de las caracteristicas de esta aproximacién es su
insistencia en el valor de los procedimientos y estrategias; por un lado se
conecta con el énfasis en la creatividad, invencion y prueba, etc. La
intervencion de los alumnos en el enunciado y seleccion de los problemas,
el trabajo en equipo, la discusién y resolucién en grupo, la critica a las
diversas interpretaciones y soluciones obtenidas, la verificacién de los
resuftados, son todas ellas, caracteristicas de una metodologia dirigida de
modo especial al estimulo y desarrollo de habilidades metacognitivas.

Una de las dimensiones del campo de resolucion de problemas a la
que dedicamos, y seguimos dedicando, una atencion especial es el estudio
de variables. Entre las clasificaciones usuales de variables en los estudios
sobre resolucidn de problemas una de las mas fecundas es la de
Kilpatrick,” que establece tres grandes categorias: variables del sujeto,
variables de la tarea y variables de la situacion. Las variables de ia tarea
son las que estan asociadas con la naturaleza del problema, que Kilpatrick
clasifica en variables de contexto, estructura y variables de formato.

®Kilpatrick J. (1978). Variabies and Methodologies in Research on Problem Solving, en
Hatfied L. & Brandbard D. (Edts.) Mathematical problem solving: papers from a research
workshop. Columbus, Ohio: Eric-Smeac.
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Durante los siete ultimos afios el Seminario de Profesores de la SAEM
Thales ha trabajado sobre las dificultades metodolégicas para llevar a cabo
una orientacion del Curriculo de la E.G.B. sobre Resolucién de Problemas y
una de las lineas mas fructiferas de investigacién ha sido la dedicada al
estudio de las variables de tarea en los problemas del Tercer Ciclo. Al
seleccionar variables estructyrales y estudiar el comportamiento de los
alumnos ante las diferentes tareas que surgen de delimitar unas pocas
variables, encontramos que las producciones de los alumnos se ajustan a
unos determinados patrones, correctos unocs e incorrectos otros, cuyo
estudio y analisis nos permiten establecer las claves interpretativas de las
estrategias utilizadas por los alumnos.

Son varias las aportaciones realizadas por nosotros en este campo,

que presentamos en las |l Jornadas Andaluzas sobre Didactica de las

Matematicas, Almeria 1985; lll Jornadas Andaluzas sobre Didactica de las
Matematicas, Huelva 1987; Il Congreso Internacional de investigacién en
Didactica de las Ciencias y de las Matematicas, Valencia 1987; IV Jornadas
Andaluzas de Educacion Materﬁética, Benalmadena (Malaga) 1989.

Sobre esta linea de investigacion vamos a singularizar tres
aportaciones. En primer lugar, el trabajo “La relacién verbo-operacion en
la resolucion de problemas aritméticos” *. E| objetivo de este trabajo
consistia en clasificar los verbos usuales de los problemas aritméticos
atendiendo a la operacioén aritmética que subyace en cada caso 0 que,
simplemente, viens evocada por la accién que expresa el verbo. La
cuestién que se plantea es: ;depende la resolucién de un problema del
verbo que expresa la accién en el enunciado? o, dicho de otro modo:
iactuan los verbos como distractores -generadores de error- en los
problemas aritméticos?

Trabajo de Investigacién. Prof. L. Rico

“ Gonzdlez E., Gutiérrez J., Rico L., Tortosa A. (1985). La relacién verbo-operacién en la
resolucién de problemas aritméticos del Tercer Ciclo de E.G.B. Actas |l Jomadas Andaluzas
de Profesores de Matematicas. Almeria, pagg. 258-267.
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La experiencia que se realizd consistié en clasificar una lista de verbos
de acuerdo con la operacién mas adecuada y enunciar problemas con los
verbos elegidos por cada operacion; localizar nuevos verbos para cada una
de las operaciones y, finalmente, seleccionar verbos igualmente adecuados
para dos operaciones. Este trabajo se realizé sobre una muestra de 192
alumnos de 6° de E.G.B. dp Granada. Las conclusiones obtenidas,
basicamente, fueron: los alumnos tienen un patrén gramatical basico de
enunciado de problemas gritméticos; hay dificultades y falta de dominio del
vocabulario para enunciar problemas con determinados verbos; se
reconoce una prioridad de determinados verbos como adecuados para
expresar ciertas operaciones y de otros como inadecuados; esto permite
una clasificacion -general de los verbos segtin |la operacién que evocan;
finaimente, es importante la comprensién del verbo para resolver un
problema.

Un segundo trabajo, de caracter mas general, es la memoria

denominada “Diddctica activa para la resolucion de problemas” *. De
este trabajo queremos destacar la aportacién que hicimos a la
determinacion de las variables que, tedricamente, pudiesen tener influencia
sefialada y contrastable en las actuaciones y producciones de {os alumnos.

A partir de algunas de esas variables propusimos una serie de tareas
mediante las que elaboramos unas pruebas de control. Estas pruebas se
utilizaron para estudiar experimentalmente el rendimiento producido por
nuestra propuesta metodolégica, en comparaciéon con un tratamiento
convencional.

El anterior estudio lo completamos con un estudio de casos en el que
analizamos los procesos de resolucién individuzl de problemas aritméticos,
teniendo en cuenta la estructura seméntica, el tipo de sentencia y otras
variables de contexto; clasificamos y analizamos los errores de los alumnos
en este proceso de resolucién; comparamos los procesos de resolucién

“* Rico L. (Director) (1988). Didactica Activa para la Resoluckén de Problemas.
Granada: Universidad de Granada.
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individual de un mismo problema con respecto a un modelo tedrico-
cognitivo. El analisis del proceso de resolucidn de los problemas seguido
por los alumnos en este estudio nos flevd a considerar que los errores
formaban parte del proceso; que éstos errores se ajustaban a unas pautas;
y que, como colofén, habia que implementar las estrategias de los alumnos

para la deteccién y superacion. de errores. L

Un dltimo trabajo a comentar es “Choice of Structure and
42

Interpretation of Relation in Multiplicative Compare Problems” *,
recientemente presentado en el XVl PME. En este trabajo se analizan y
clasifican los errores cometidos por alumnos de 10 y 11 afios, en la
resolucion de problemas multiplicativos de comparaciéon, como fase previa

para conjeturar las causas que producen esos errores.

4.5. Disefio de experimentos predictivos de errores, pruebas de
diagnéstico y propuestas para la superacién de los errores

Nos referimos en este caso a los estudios e investigaciones que se
vienen desarrollando al utilizar el potencial didactico de los errores
cometidos por los alumnos en toda su amplitud. Como hemos visto en el
apartado anterior de revision de investigaciones, se trata de un campo de
trabajo en desarrollc actualmente.

Una primera aportacién en esta linea de trabajo fue la tesina realizada
por Francisca Molina “Propuesta de Innovacion Curricular sobre
Andlisis Numérico en el Bachillerato” ®. En este trabajo presentamos un
estudio de casos realizado con tres alumnos de primero de Bachiller a los
que propusimos la realizacién de una serie de tareas numéricas; las dos
primeras habia que realizarlas en interaccidon con un ordenador y consistian

< Castro E., Rico L., Castro E. (1992). Choice of Structure and Interpretation of Relation in
Muttiplicative Compare Problems. New Hampshire. Proceedings XVI Annual Conference of the
International Group of PME.

**Molina F. (1989). Propuesta de Innovacién Curricular sobre Anélisis Numérico en el Bachillerato.
Tesina de Licenciatura, Granada: Departamento de Didactica de la Matemaética.
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en obtener la aproximacion con 10 digitos de una raiz irracional de una

ecuacion de tercer grado, y obtener la solucién de un sistema de tres

ecuaciones con tres incégnitas mediante operaciones entre las ecuaciones

‘del sistema, respectivamente. La tercera actividad consistia en obtener una
' aproximacién de la superficie de una figura irregular. Las realizaciones de

los alumnos nos permitieron poner de manifiesto pautas de actuacion no
_ sospechadas, detectar errores conceptuales, observar procedimientos
- alternativos y estrategias de actuacion sobre los mismos.

Este trabajo_nos ha abierto ia posibilidad de realizar un estudio mas en
profundidad en el que, proponiendc problemas numéricos a los alumnos,
se puedan poner de manifiesto los errores usuales, las causas que los
prodﬁcen y los modos mas convenientes para su correccién y superacion.

En los Proyectos de Tesis Doctoral actualmente en curso el andlisis de
errores desempefa un papel esencial. El trabajo del Prof. Gonzdlez Mari

“Pensamiento numérico relativo. Andlisis de errores en tareas de
traduccion-interaccion entre sistemas de representacion” tiene como uno
- - de sus slementos fundamentales el analisis de patrones de error, causas de
' los errores y superacién de los mismos en el campo de los nimeros

enteros.

El trabajo de la Profesora E. Castro “Los niimeros figurados como
modelos intuitivos” estudia como una dimension clave para la
comprensidn de los nimeros naturales y de las relaciones numéricas los
problemas de representacién grafica y de manipulacién de imagenes
visuales, en el sentido sefalado por Radatz como segunda categoria dentro
de la clasificacion de causas para los errores que realiza.

El trabajo del Profesor E. Castro “Niveles de comprensién en

Problemas Verbales de Comparacién multiplicativa” esta utilizando el
andlisis de patrones de error y la entrevista clinica para presentar tareas
que puedan provocar determinados errores en los individuos. Establecer
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las concepciones deficientes que tienen los escolares sobre problemas de
comparaciéon multiplicativa, proponer pruebas que diagnostiquen los
diferentes tipos de resolutores segun los errores que cometan y, finalmente,
sefalar técnicas correctivas es uno de los objetivos principales de este
estudio.

4.6. Conclusioén

*

El campo de estudic sobre errores en el aprendizaje de las matematicas
escolares hemos_visto qué se viene desarrollando y definiendo de manera
crecientemente productiva durante los Ultimos anos. Su interés para la
mejora en la comprensién y conocimiento de los alumnos, asi como para
una realizacion eficaz de las tareas docentes, es indudable. Creemos que,
en los proximos afos, asistiremos a un mayor desarrollo de estos estudios
al avanzar en la comprensién tedrica y en sus implementaciones préacticas.
Para nosotros constituye un campo de interés permanente en el que
pensamos continuar desarrollando una parte considerable de nuestras
investigaciones en el Area.
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