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En los tltimos afios la probabilidad ha pasado a
formar parte del curriculo de los programas de
matematicas en la educacion bésica de una gran
cantidad de paises del mundo. Esta realidad plan-
tea un reto didactico que conlleva no sélo la elabo-
racion de los programas para cada nivel educativo,
sino su implementacidn didactica en el salon de cla-
se. Por la experiencia alcanzada en los cursos uni-
versitarios y por las investigaciones didacticas rea-
lizadas recientemente, se acepta que la probabili-
dad es un tema particularmente dificil.

No obstante el arraigo que en la vida social tienen
términos como el azar, la incertidumbre, las posibili-
dades, lo poco o lo muy probable, las intuiciones y
concepciones que las personas se forman alrededor
de ellos - y aqui surge el problema - no se corres-
ponden con los resultados de la teoria matematica
de la probabilidad. Este es precisamente el conflic-
to: su enorme potencial de aplicabilidad a muchas
situaciones sociales y el poco entendimiento que de
sus ideas fundamentales tienen las personas.

Si bien es cierto que, a primera vista, el aspecto
formal de la teoria matematica que se contempla
en los curriculos matematicos escolares no repre-
senta mayores dificultades, la falta de ideas y refe-
rentes claros que respalden este formalismo y que
generen intuiciones validas hace que la creacion
de los modelos que permitan resolver problemas
de probabilidad se convierta, muchas veces, en reto
insuperable para los estudiantes.

Una de las razones para la brecha entre el pen-
samiento y la realidad de la gente y las ideas mate-
maticas es la falta de oportunidades que tienen las
personas para observar muchas repeticiones de un
experimento aleatorio y, por lo tanto, percibir sus
regularidades. Esto hace, por ejemplo, que las per-
sonas asuman el concepto de probabilidad asocia-
do con el posible resultado en una proxima repeti-
cion de un experimento aleatorio, y no con un con-
junto grande de repeticiones. Este enfoque en el
resultado aislado, como lo llamé Konold (1991),
es una de las grandes barreras que dificultan una

buena comprension de los procesos aleatorios y de
la medida de probabilidad.

Asi las cosas, si el problema radica en la falta de
un numero suficiente de repeticiones, la solucion debe
ser, entonces, disefiar experimentos y repetirlos un
nimero grande de veces. Fischbein (1982), por ejem-
plo, resalta la necesidad de la practica controlada de
experimentos aleatorios como el medio mas eficaz

de desarrollar nuevas intuiciones probabilisticas:

... paracrear nuevas y correctas intuiciones €l estudiante debe
involucrarse activamente en un proceso de realizacion de ex-
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perimentos aleatorios, de predecir resultados y evaluar posibi-
lidades, de confrontar resultados individuales y grupales con
unas predicciones calculadas a priori, etc. Nuevas y podero-
sasintuiciones probabilisticas no pueden ser producidas por la
sola practica de las formulas de probabilidad (p. 12).

En este mismo sentido, los Estandares Curricula-
res de la NCTM (National Council of Teachers of
Mathematics), desde su primera edicion de 1989 y
ratificada en la version del 2000, destacan el enfo-
que experimental de la probabilidad, la comparacion
de sus resultados con los resultados tedricos, las pre-
dicciones basadas en probabilidades, la realizacion
de simulaciones para estimar probabilidades, como
actividades basicas para generar intuiciones validas
acerca de los procesos aleatorios, de la medida de
probabilidad y de la relacidon de los modelos tedricos
con los resultados practicos o reales.

Ahora bien, lo que los Estandares no mencionan
es la forma como se deben implementar estas ac-
tividades en el saldn de clase para producir los be-
neficios requeridos, y cuales son las malas con-
cepciones que se deben combatir.

Para llenar este vacio, en esta charla propone-
mos un esquema basico de realizacion de situacio-
nes experimentales o de simulacion que satisfagan
los lineamientos propuestos.

A partir de dos problemas elementales de urna, uno
con sustitucion y otro sin ella, presentamos las res-
puestas mas comunes que se presentan en las perso-
nas de todas las edades cuando se les proponen estos
problemas u otros equivalentes, y proponemos la for-
ma de mejorarlas. El primer problema nos permite
introducir el enfoque frecuencial de la probabilidad,
en tanto que el segundo se refiere a algunas ideas
claves alrededor de los experimentos compuestos y
por ende de la probabilidad condicional.

Problema 1

Consideremos una urna que contiene una bola
blanca y una bola negra. El experimento consiste
en extraer con sustitucion una bola de la urna e
identificar su color.

1) (Cudl es la probabilidad de que la bola extraida
sea negra?

2) Si realizamos 10 extracciones, ;cuantas bolas
negras se extraeran?

La investigacion en didactica de la probabilidad
ha reportado que muchas personas responden de

la siguiente forma a cada una de las preguntas an-
teriores:

1) "Como existen dos bolas y una de ellas es
negra, la probabilidad de obtener una bola
negra es 72"

Esta respuesta, en un sentido positivo, puede es-
tar reflejando una intuicion vdlida de la proba-
bilidad clasica' como modelo teérico a priori. Sin
embargo, desde otro punto de vista puede ser el
reflejo de un esquema de proporcionalidad que las
personas en general poseen y que aplican en el
caso de la probabilidad, sin mucha claridad sobre
las condiciones subyacentes y mucho menos sobre
sus consecuencias predictivas, tal como lo mues-
tran las respuestas a la segunda pregunta.

2) "Por lo tanto, si realizo 10 extracciones se
deben obtener 5 bolas negras". Otra respues-
ta muy popular es que "puede obtenerse
cualquier cantidad".

La primera respuesta evidencia una concepcion
determinista en la interpretacion del valor de la pro-
babilidad, que muchas veces hace que se niegue
su caracter predictor cuando, al realizar las repeti-
ciones, observen que su prediccion no concuerda
en la mayoria de los casos con los resultados obte-
nidos. La segunda respuesta muestra una concep-
cion muy generalizada entre las personas, en el
sentido de que lo aleatorio es incontrolable y por lo
tanto carente de regularidades y donde todos los
eventos son equiprobables.

Para combatir tanto el enfoque aritmético del va-
lor de probabilidad como la idea de equiprobabilidad
de los eventos aleatorios, lo mejor es repetir el expe-
rimento un nimero "suficiente" de veces. En el sa-
l16n de clase se puede pedir a los estudiantes que se
agrupen en parejas y que realicen 100 extracciones
con sustitucion de una bolsa con dos bolas (o que
realicen el experimento equivalente de lanzar una
moneda) y que lleven el registro de los resultados
obtenidos en una tabla con varias columnas, donde
ademas de los resultados individuales se registre el
namero de bolas negras obtenidas acumuladas y la
frecuencia relativa asociada a este resultado. El gra-
fico 1 muestra algunas graficas diferentes de las fre-
cuencias relativas que se podrian producir con la
experimentacion de los estudiantes.

'Si un experimento aleatorio tiene un nimero finito N de resultados posibles, se dbtiene
€l modelo dlésico de probabilidad, que define la probabilidad de obtener un evento Ade
laforma siguiente:

P(A) = total de resultados favorablesa A

N




P(negra) =

Las diferentes graficas de las frecuencias relativas
nos permiten observar tres hechos fundamentales:

1. La existencia de la variabilidad, es decir de los
diferentes valores que toman las frecuencias re-
lativas. Esta variabilidad, ademas, es diferente
para las diversas muestras obtenidas.

2. La variabilidad de las frecuencias relativas ob-
tenidas disminuye a medida que se aumentan el
numero de repeticiones del experimento.

3. Se infiere que si se siguen aumentando el nume-
ro de repeticiones, la variabilidad se hard cada
vez mas pequeiia, y por tanto el valor de las
frecuencias relativas debe tender a un valor
constante.

Para corroborar la ultima conjetura, juntando los
resultados de todas las parejas de estudiantes, o si-
mulando el experimento en un computador que per-
mite repetir miles de veces el experimento, se puede
percibir la convergencia de las frecuencias relativas
para cualquiera de las muestras que se generen.
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nbn Gréfico 1. Frecuencias relativas vs repeticiones
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LOs resultados de la experiencia se resumen en la
siguiente expresion que, ademas de introducir el con-
cepto de probabilidad frecuencial, ratifica la cerca-
nia entre el resultado proporcionado por el modelo

clasico y los resultados de la experimentacion:

siendo 77,, las extracciones donde se obtuvo un
bola negra y n el total de extracciones efectuadas.

Con base en modelos semejantes, donde en lu-
gar de dos bolas se cuente con un mayor numero y
en proporciones diferentes, es factible que los es-
tudiantes lleguen a la siguiente conclusion, que pre-
sentamos en su forma simbdlica, donde el infinito
es asumido en términos de una cantidad enorme
de repeticiones:

N, .. n,
P(A)=—==lim—, (2)
N o= p

donde N , son los resultados favorables a 4 y N
son el total de resultados posibles, en tanto que 7,
son las repeticiones donde se obtuvo un resultado
favorable a A y n el total de repeticiones.

Las actividades disefiadas para obtener las ex-
presiones (1) y (2) nos permiten resaltar las siguien-
tes ideas fundamentales asociadas con el concep-
to de probabilidad:

1. La identificacion del valor de probabilidad
frecuencial sdlo es posible cuando se realiza una
gran cantidad de repeticiones del experimento.

2. La probabilidad frecuencial es solo una; lo que
son multiples son las aproximaciones obtenidas,
que dependen tanto de la muestra generada
como de su tamafio. Las aproximaciones son
mejores cuanto mayor sea el tamafio de la
muestra.

3. Existen dos formas de controlar los resultados
que se obtienen al realizar el experimento: por
el nimero de repeticiones y por la relacion que
existe entre los resultados posibles. Estas for-
mas son equivalentes cuando en realidad los
resultados son igualmente probables, lo que jus-
tifica el modelo tedrico clasico.

4. El carécter predictivo de la probabilidad se aso-
cia con conjuntos de repeticiones y no con el
siguiente resultado al realizar una repeticion mas
del experimento aleatorio.

De la expresion (2), y considerando un numero fini-
to de realizaciones de un experimento, podemos ob-
tener una expresion que, ademas de caracterizar el
caracter predictor de la probabilidad, tiene consecuen-
cias operativas muy interesantes en problemas de in-
ferencia probabilistica (cuando se trata de deducir
probabilidades a partir de probabilidades conocidas),
como veremos en el problema 2 mas adelante:

n,=n.P(4). (3)

Problema 2

Una urna contiene dos bolas blancas y dos bolas
negras. Se extraen sin sustitucion dos bolas.

1) Si se extrae una bola blanca en la primera ex-
traccion, ;cudl es la probabilidad de obtener una
bola blanca en la segunda extraccion?

2) Si se extrajo una bola blanca en la segunda ex-
traccion, jcual es la probabilidad de que se haya
extraido una bola blanca en la primera?

3) (Cual es la probabilidad de obtener una bola
blanca en la segunda extraccion?

Se han reportado las siguientes respuestas:

1) "Como ya se extrajo una bola blanca que-
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dan dos bolas negras y una blanca, por lo
tanto la probabilidad de obtener una blan-
ca en la segunda es 2/3". Intuicidén valida de
probabilidad condicional cuando la relacion "cau-
sal" es directa, o, desde otro punto de vista, la
relacion condicional estd en la misma direccion
del tiempo: el evento condicionante es anterior
al evento condicionado. Esta intuicidn sobre la
condicionalidad se complementa con el enfoque
clasico de la probabilidad.

2) "% porque la primera extraccion no se ve
afectada por la segunda". Esta respuesta res-
ponde a una concepcion causal-cronoldgica de
la probabilidad condicional (Falk, 1979) en la que
se asume que el evento condicionante no puede
suceder después del evento condicionado.

Respondiendo a una intuicion de la probabilidad
condicional relacionada con el enfoque frecuencial
de la probabilidad, para combatir esta mala creen-
cia se realizarian varias repeticiones del experimento
para luego calcular el cociente del nimero de re-
peticiones, donde se obtienen bolas blancas en
ambas extracciones sobre el total de extracciones
donde la segunda bola extraida es blanca.

Si bien de esta forma se obtiene una respuesta
que contradice la intuicién inicial y que conduce a
la respuesta acertada, la experimentacion en si
misma no concede una razon intuitiva que justifi-
que el resultado obtenido. Como es claro que la
aplicacion de la regla de Bayes no genera una in-
tuicion acerca del problema y de su solucién, pro-
ponemos dos formas diferentes de hacerlo: una
primera idea es percibir que el experimento de las
dos extracciones, una después de la otra, es equi-
valente a extraer las dos extracciones simultdnea-
mente, y por lo tanto, la condicionalidad no se aso-
cia con el tiempo y puede realizarse en los dos sen-
tidos con resultados iguales. La segunda forma se
aprovecha de una intuicion que las personas po-
seen y que se manifiesta cuando la pregunta se
propone en los siguientes términos: Si se extrajo
una bola blanca en la segunda extraccion, qué es
mas probable: ;extraer en la primera extraccion,
una bola blanca o una negra? Las personas res-
ponden que "si se extrajo una bola blanca en la
segunda es porque habia mas bolas blancas en la
bolsa al realizar la segunda extraccidn, cosa que
solo se produce extrayendo una bola negra en la
primera extraccion. Luego es mas probable obte-
ner una bola negra en la primera". Este razona-
miento y el resultado de la experimentacidon pue-
den provocar un razonamiento semejante a este:
"Si ya sali6 una blanca en la segunda extraccion,

quiere decir que en la primera solo se deben consi-
derar dos bolas negras y una blanca, por lo tanto la
probabilidad requerida es 1/3".

3) "Depende de la primera extraccion: Si en
la primera extraccion la bola es blanca, la
probabilidad de que la segunda sea blanca
es 1/3; si por el contrario, la bola de la pri-
mera extraccion es blanca, la probabilidad
de que la segunda sea blanca es 2/3".

Esta respuesta es tipica del uso del llamado enfo-
que en el resultado aislado que mencionamos pre-
viamente, y que se caracteriza por asumir el valor
de probabilidad como una medida de certeza res-
pecto a un solo resultado del experimento aleatorio.
El razonamiento utilizado tiene un cierto sabor 16gi-
co que no es compatible con el razonamiento
probabilistico asociado con muchos resultados. Un
forma de resolver esta pregunta utilizando la intui-
cion que existe sobre las probabilidades condiciona-
les directas, y que muestra que las simulaciones se
pueden realizar mentalmente y que los resultados se
pueden obtener como una consecuencia de la defi-
nicién frecuencial de la probabilidad utilizando la
expresion (3), es la siguiente: Al realizar n repeticio-
nes del experimento, segun (3) en aproximadamen-
te n. %2 de ellas se obtiene una bola blanca, y en otro
tanto bolas negras. De cada una de estas cantida-
des se obtienen (n. ¥2).? y (n. %2).? bolas blancas en
la segunda extraccion, respectivamente. Luego por
el mismo enfoque frecuencial de la probabilidad se
tiene que la probabilidad de obtener una bola blanca
en la segunda extraccion es igual a

n1/2).13+(n1/2)2/3
n

P(B,)= =(1/2)(1/3)+(1/2)(2/3)=1/2

Una representacion grafica de este procedimiento
se asocia con el diagrama de arbol que aparece en
la grafica 2 que en si mismo es una opcion operativa
para problemas de probabilidad condicional que
debe ser incentivada en el salon de clase.

Grafica 2. Representacion del enfoque
frecuencial restringido en un diagrama de arbol

Segunda
. B: (n. '%).?

Primera

B: n.( %)
N: (n. '2).?
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B: (n. '2).?
N: n.(Y2)

N: (n. 2).?



Conclusiones

Como se observa, el enfoque frecuencial de la
probabilidad le imprime un caracter de laboratorio
al tratamiento de la probabilidad, y se constituye en
un referente para dirimir las discusiones que alre-
dedor de la creacion de modelos en probabilidad
muchas veces se dan. La realizacion de experi-
mentos aleatorios en el salon de clases, ademas de
considerar la equivalencia de experimentos
aleatorios, permite confrontar las intuiciones erra-
das que las personas poseen respecto al compor-
tamiento de las secuencias aleatorias y del signifi-
cado de la probabilidad. Por su limitacion en la for-
macion de intuiciones, las experimentaciones en
clase deben acompafiarse de razonamientos rela-
cionados que permitan la justificacidon de los resul-
tados y la formacidén de buenas intuiciones
probabilisticas. El enfoque frecuencial, cuando se
aborda de acuerdo a la expresion (3) y que llama-

mos enfoque frecuencial restringido, permite re-
solver problemas de inferencia probabilistica sin
tener que realizar fisicamente el experimento
(Yanez, 2003).
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Extensiones del modelo de
van Hiele fuera del ambito
de la geometria elemental
ANDRES DE LA TORRE GOMEZ

UNiversiDaD DE ANTIOGUIA

Entre los continuadores de Piaget se cuentan los
esposos Pierre y Dina van Hiele, quienes introdu-
jeron en Holanda, a partir de 1957, el modelo de los
niveles de pensamiento con el propdsito de desa-
rrollar en los alumnos de la escuela elemental el
insigtht en la geometria [14], [15]. El modelo des-
pert6 de inmediato el interés de los psicélogos en la
Union Soviética, hasta el punto que A. M. Pyshkalo,
en 1963, lo tomo6 como base para su programa de
ensefianza de la geometria. En los Estados Unidos,
[zaak Wirszup introdujo formalmente las ideas de
los van Hiele mediante la conferencia titulada Some
Breakthroughs in the Psychology of Learning
and Teaching Geometry, ante el encuentro anual
del National Council of Teachers of Mathematics
(NCTM), de Atlantic City, realizado en 1974. Al-
gunas publicaciones, como las de Hans Freudenthal
[7], Alan Hoffer [9] y A. Coxford [2], ayudaron a
despejar el camino.

Aunque los van Hiele recibieron una fuerte in-
fluencia de Piaget, se separaron de éste en puntos
cruciales, como los siguientes:

1) La teoria psicologica de Piaget se refiere pri-
mordialmente al desarrollo del nifio, mas que al
aprendizaje. En el modelo de van Hiele, en cam-
bio, es esencial el asunto de codmo estimular a
los nifios para que asciendan de un nivel al si-
guiente. La teoria de las fases de aprendizaje
de van Hiele responde a esta necesidad.

if) Piaget no capto en toda su dimension el papel
que juega el lenguaje en el paso de un nivel a
otro por parte del aprendiz. En el modelo de van
Hiele, en cambio, el aprendiz desarrolla un len-
guaje especifico para cada nivel de pensamien-
to.

i) Piaget no veia la existencia de estructuras en
un nivel superior como resultado del estudio de
un nivel inferior. En el modelo de van Hiele s6lo
se alcanza el nivel superior si las reglas que go-
biernan el nivel inferior han sido hechas explici-
tas y estudiadas, convirtiéndose asi en una nue-
va estructura.

Siguiendo a Hoffer [8], quien se inspira para ello
en la interpretacion de los niveles de pensamiento
como categorias, se pueden identificar los objetos
para cada uno de los niveles en la siguiente forma:
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