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Resumen

Palabras clave

Se presenta una propuesta tedrico-didactica para la ensefianza y aprendizaje de la
traslacion y rotacion en el tratamiento de situaciones de preservacion de areas de figuras
geomeétricas planas, en el nivel secundaria. Dentro de ésta, se describe una linea hipotética
de trayectoria de aprendizaje, la cual esta basada en el uso del software GeoGebra. Este
trabajo aporta una herramienta para la actividad de ensefianza del profesor,
particularmente; se le propone una manera distinta a la clasica para el tratamiento del
concepto de area a través de las transformaciones isométricas. Por otra parte, al estudiante
le favorece un escenario propicio para la exploracién a través de recursos tecnolégicos
de los conceptos matematicos, sus conexiones y su aplicacion.

Trayectoria de aprendizaje, recurso heuristico, transformacion isométrica, area,
GeoGebra

Title

Abstract

Keywords

Hypothetical learning trajectory of the isometric transformations during the
calculation of the area of polygons through the use of GeoGebra

A theoretical-didactic proposal is presented for the teaching and learning of translation
and rotation in the treatment of situations of preservation of areas of plane geometric
figures, at the secondary level. Within this, a hypothetical learning trajectory line is
described, which is based on the use of GeoGebra software. This work provides a tool
for the teacher's teaching activity, particularly; a different way from the classical one is
proposed to treat the concept of area through isometric transformations. On the other
hand, the student is favored by a favorable scenario for the exploration through
technological resources of mathematical concepts, their connections and their
application.

Learning trajectory, heuristic resource, isometric transformation, area, GeoGebra.
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A. Morales Carballo, A. Damian Mojica, S. Balbuena Castillo, J. E. Marmolejo Valle

1. Introduccién

El concepto de &rea de figuras planas es un contenido importante dentro del sistema de contenidos
propuestos en los planes y programas de estudios de ensefianza y aprendizaje de la matematica en los
niveles bésico, preuniversitario y universitario en carreras de Mateméaticas o en carreras afines. La
importancia del concepto de &rea y de su preservacion en procesos de transformacion resultan
fundamentales tanto para el desarrollo de contenidos afines dentro de la geometria misma, asi como de
otras ramas de la matematica avanzada como el célculo integral (Morales, Locia, Ramirez y Sigarreta,
2020).

Al revisar la literatura acerca de estudios sobre el concepto de area (Corberan, 1996; Arenas,
2012; Garcia, 2013; Lopez, Silva y Fuentes, 2013; Gonzalez, 2014; Marmolejo y Gonzalez, 2015 y
Hernandez, 2016) se ha documentado e identificado en varios casos que permea en la practica la
presentacion clasica del estudio de las figuras geométricas y con ello, el tratamiento del area
considerando la representacion de dichas figuras en la posicion estandar. Esta manera de presentar el
contenido genera dificultades en estudiantes y profesores de nivel secundaria, lo cual fue constatado al
plantearles situaciones de area de figuras representadas en posicion no estandar (Morales, Damian y
Cano, 2020).

El uso de las transformaciones isométricas juega un papel importante en el estudio de la ecuacién
general de segundo grado (Morales, Locia y Salmerdn, 2016). También, en el tratamiento del area y de
su preservacion, favorece la medida del area de poligonos a través de la medida del area de rectangulos
o tridngulos de area equivalente al poligono. Esto resulta fundamental, ya que existen poligonos para
los cuales ya no existe una formula para la determinacion del area, y bajo la transformacion se favorece
su resolucidn. Por otra parte, si la representacion del poligono del que se conoce la férmula para medir
su area impide su calculo directo, se puede recurrir a las transformaciones isométricas para su resolucion.

Considerando los referentes dados, nos planteamos en este trabajo una propuesta tedrico-didactica
para la ensefianza y aprendizaje de la traslacién y rotacion durante el tratamiento de situaciones de
preservacion de areas de figuras geométricas planas, en el nivel secundaria. Dentro de esta propuesta se
describe una linea hipotética de trayectoria de aprendizaje que se basé en el uso del software GeoGebra.

2. Fundamento tedrico y metodologico

2.1. Tratamiento de conceptos

Los conceptos son parte de la estructura matematica y juegan un papel fundamental en el
desarrollo del conocimiento matematico y en la explicacion de la realidad objetiva (Ballester, 1992).
Gran parte de las dificultades acerca de la comprensién de los contenidos matematicos que se
documentan en las investigaciones, radica en la ausencia del tratamiento de los conceptos. En este
trabajo se asume que la comprension de los mismos exige dos actividades fundamentales: la formacion
y la asimilacion (fijacién). Bajo esta perspectiva, la presente investigacion busca aportar recursos para
incidir en la asimilacion de conceptos, en particular, de traslacion y de rotacién cuando se estudian
situaciones de area y de preservacion de areas en poligonos. Si bien en este trabajo no se plantea como
objetivo la formacién de dichos conceptos, en los procesos metodoldgicos que se describen figuran
aspectos que pueden influir en su etapa de formacion.
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Los trabajos de investigacion de Morales, Marmolejo y Locia (2014) y Arteaga, Diaz, Garcia y
Del Sol (2009) coinciden en la concepcion de asimilacion de un contenido matematico y la conciben
como las ejercitaciones, profundizaciones, sistematizaciones y aplicaciones del concepto. De manera
particular, el presente trabajo se orienta hacia las operaciones con los conceptos, incluyendo actividades
que contribuyen en el proceso de asimilacion. Las operaciones fundamentales son: de relacion, de
calculo, y de aplicacion. Cada una de ellas desempefia una funcion especifica. Asi, la operacion de
relacion favorece el desarrollo de habilidades para identificar las propiedades del concepto y su
definicion; si se trata de un concepto superior, colateral o subconcepto, o bien conceptos disjuntos. La
operacion de calculo permite determinar el concepto cuando esto es posible, como por ejemplo la
longitud de la altura o la medida del area, efecto de una transformacion como la traslacion o la rotacion.
Finalmente, la operacion de aplicacion favorece el desarrollo de habilidades para identificar situaciones
en las que se pueden aplicar los conceptos, mediante el uso directo o indirecto de sus definiciones y la
aplicacion en la resolucion de problemas, entre otros.

En cada una de las etapas que se conciben en el proceso de asimilacion, los procedimientos
heuristicos juegan un papel importante, ya que constituyen recursos mentales de busqueda que permiten
orientar y aportar elementos en los procesos de comprension y determinacion del concepto sobre la base
de resolucién de problemas (Torres, 2013). Estos procedimientos se clasifican en principios, reglas y
estrategias, las cuales interactGan durante los procesos de busqueda, elaboracion y aplicacion de la via
de solucion. Asi, los principios heuristicos constituyen sugerencias para encontrar directamente la idea
de solucion principal de resolucion; ademas posibilita determinar, por tanto, los medios y la via de
solucion. Las reglas heuristicas actian como impulsos generales dentro del proceso de busqueda y
ayudan a encontrar los medios para resolver el problema. En este trabajo utilizaremos la regla de las
transformaciones geométricas que radica en construir una figura que cumpla parcialmente con las
condiciones exigidas, para después obtener la figura de interés mediante una transformacion geométrica.

2.2. Trayectoria Hipotética de Aprendizaje (THA)

Simon y Tzur (2004) identifican las principales caracteristicas de la nocidén de trayectoria
hipotética de aprendizaje de la siguiente manera: una trayectoria hipotética de aprendizaje (THA)
consiste en los objetivos para el aprendizaje de los estudiantes, las tareas matematicas que se usaran para
promover el aprendizaje, y las hipétesis acerca del proceso de aprendizaje. En esta direccion,
investigadores como (Ledn, Diaz, y Guilombo, 2014) coinciden en que las THA refieren a las
predicciones del profesor sobre el camino por el que el aprendizaje puede movilizarse, son hipotéticas
debido a que las trayectorias reales del aprendizaje de los estudiantes dependen de las condiciones de
existencia de cada individuo y en que el aprendizaje de los individuos tiene ciertas regularidades.
Ademas, establecen que las THA proporcionan al investigador un criterio racional para decidir el disefio
que habra de considerar y las conjeturas de cémo hacer evolucionar los aprendizajes. Las tareas se
seleccionan con base en hipétesis acerca del proceso de aprendizaje.

En este trabajo se concibe que en la elaboracion y puesta en funcionamiento de una trayectoria
hipotética de aprendizaje esencialmente puede intervenir el profesor o el profesor-investigador. Desde
esta vision el profesor-investigador se concibe como aquel que en su practica docente identifica
problematicas, tanto de ensefianza como de aprendizaje de contenidos de la matematica; esencialmente
en el nivel en el cual incide, esa situacién lo obliga a indagar acerca del porqué de esas problematicas,
para después proyectar una trayectoria hipotética de aprendizaje; primero desde el plano teérico y luego,
para su puesta en funcionamiento.
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La elaboracion de la trayectoria hipotética del aprendizaje debe contemplar todos los elementos
que la fundamentan como constructo: comprension del conocimiento actual de los estudiantes que
recibiran la instruccion, descripcion de aspectos fundamentales sobre asimilacion y fijacion, la seleccion
de las tareas, y la preparacién matematica y metodoldgica del profesor para su posible intervencion en
ella, en caso necesario de que se exija modificar y reestructurar algiin aspecto de la THA.

2.3. Software GeoGebra

Entre las herramientas tecnoldgicas actuales, GeoGebra es un software que favorece la actividad
dinamico-visual y que posibilita el tratamiento de contenidos de la matematica en los distintos niveles
educativos. A través de la actividad dindmico-visual en el tratamiento de algin objeto matematico se
favorecen procesos de redescubrimiento de comportamientos numéricos, geométricos y algebraicos.
Con GeoGebra, los procesos de construccion y las transformaciones geométricas que se pueden realizar
resultan ser una herramienta importante para el tratamiento de contenidos como el de area, situaciones
de preservacion de area, congruencia y semejanza de triangulos, entre otros.

El uso de GeoGebra como una herramienta heuristica permite acelerar los procesos que tienen
generalizacion; este fendmeno se produce a través del redescubrimiento de patrones de comportamiento
(el software por si solo no arroja las soluciones a distintas situaciones). Es a medida que el individuo
manipula, ensaya, o lleva a cabo acciones pre-elaboradas o tedricamente validas como redescubre,
formula, conjetura, plantea estrategias de solucién y lleva a cabo la resolucién de las actividades o
problemas en el abordaje de los contenidos. En tal direccién, la representacion dinamica-visual y el
tratamiento de esta que favorece el software se convierte en un recurso metodol6gico para la ensefianza
y aprendizaje de la geometria. Con lo antes dicho, en este trabajo asumiremos el software GeoGebra
como un recurso heuristico mediador en los procesos de ensefianza y aprendizaje: la actividad dinamico-
visual que favorece como la asociacion de imagenes—ideas, contribuye en la interiorizacion de los
procesos de abstraccion sobre los contenidos matematicos a tratar.

2.4. La resolucién de problemas

Sin entrar en un andlisis minucioso acerca del concepto problema, en este trabajo se asume que
en un problema se conjugan los siguientes elementos:

e Existe una situacién inicial y una situacion final.
e La via de pasar de la situacion inicial a la situacion final es desconocida.

e Existe la persona que quiera resolver dicha situacion.
e Ademas, esta Gltima dispone de los elementos necesarios para la resolucion.

3. Linea de trayectoria hipotética de ensefianza y aprendizaje de la traslacion y rotacion
durante el tratamiento de situaciones de area y de preservacion de area de poligonos

3.1. Fases metodoldgicas

Considerando los referentes tedricos y metodol6gicos se planted y se describié una THA
compuesta por cinco fases para el tratamiento de las transformaciones isométricas durante el estudio de
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situaciones de area y de preservacion de area. Se trataron actividades matematicas relacionadas con el
topico de interés identificado en el nivel secundaria. El disefio de actividades y validacion se llevo a
cabo a nivel tedrico, considerando el criterio de expertos. Por tanto, esta propuesta es de tipo teorico-
didctico.

Fase 1. Accién motivadora. Esta se plante6 con el objetivo de que el profesor o el estudiante de
secundaria reflexione acerca de sus nociones en el calculo de areas de figuras que no estan representadas
en la forma estandar. Este tipo de actividades contribuyen a disminuir la fijacion de imagenes
conceptuales que obstaculizan la comprension de los conceptos y de su definicion.

Fase 2. En esta fase se ejemplifican las transformaciones isométricas ejecutadas desde GeoGebra.
De manera colateral, la realizacion de todas las actividades que se indican muestra una alternativa para
justificar la semejanza de triangulos. A pesar de que el topico de la semejanza no es objetivo de este
trabajo, con su realizacion también se busca identificar el papel que pueden desempefiar las
transformaciones en la resolucion de problemas diversos, a la par de que se favorecen las condiciones
previas para el trabajo con el contenido aqui indicado.

Fase 3. En esta fase de describen dos métodos diferentes para transformar un tridngulo a un
rectangulo de area equivalente. Se pretende que mediante el uso de GeoGebra se realicen, en un primer
momento, comprobaciones para casos particulares. Es decir, dado cualquier triangulo, identificar la
medida de su area (el software da ese dato, una vez que se hace la construccion) y luego, construir un
rectangulo de area equivalente. La siguiente etapa consiste en concebir un plan acerca de como lograr
dividir el tridngulo original en piezas mas pequefias, y con esas piezas cubrir el rectdngulo construido.
Finalmente, se procede a realizar la construccion general. Cabe destacar que en realidad esta actividad
es una aplicacion del Teorema de Bolyai-Gerwien. Sin embargo, lo que se espera es identificar los
efectos de la traslacion y la rotacion, una vez que se haya concebido alguna propuesta de division del
triangulo en piezas mas pequefias, y con ellas construir el rectdngulo de area equivalente.

Fase 4. Como preparacion para la generalizacion del proceso anterior (Fase 3), se describe el
proceso de justificacidn del Teorema de Pitagoras mediante el uso de las transformaciones isométricas
y del software GeoGebra.

Fase 5. Generalizacion. En esta fase se presentan un hexagono, un rectangulo y un triangulo que
tienen la misma area. La tarea inicial que se plantea es dividir en piezas mas simples al hexagono, y con
ellas cubrir el rectangulo. De manera analoga, a continuacion, se propone dividir el hexagono y con las
piezas resultantes cubrir el triangulo (evidentemente, dividir el rectangulo y cubrir el triangulo no fue
propuesto, ya que resulta una actividad inmediata). Lo que se busca es identificar si se favorecen las
siguientes cuestiones: ¢Por qué es posible descomponer en poligonos simples una figura plana y
transformarla a otra figura preservando la medida de las areas? ;Siempre es posible este proceso? ;Qué
relacién existe entre esta idea y la cuadratura de poligonos?

3.2. Descripcién y analisis

Fase 1. Accion motivadora. En esta fase se pretende influir en el profesor o en el estudiante en
reflexionar acerca de sus nociones en el célculo de areas de figuras que no estan representadas en la
forma estandar. Para esto se proyectan dos actividades, la primera tiene el objetivo de que el profesor
identifique la importancia del trabajo con lo espacial como un elemento importante en el proceso
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operacional de conceptos tales como el de area. La segunda actividad, tiene el proposito de que el
profesor busque otros medios que favorecen la representacion de las figuras planas y con ello, la parte
operacional conceptual. En el caso de los estudiantes, esta actividad puede contribuir en disminuir las
imagenes conceptuales que obstaculizan la comprensién de los conceptos y de su definicién.

Accion 1. Se pide describir algun procedimiento para determinar la medida del area del triangulo
ABC,y de los cuadrilateros DEFG y HIJK.

o m

[ohd
e

Figura 1. Representacion de figuras planas en la posicién no estandar.

Accion 2. Describir algunas estrategias que favorecen la transformacion de las figuras antes dadas,
Figura 1, a las figuras que componen la Figura 2.

A

= ———®
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E™ D"
. L
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Figura 2. Representacién de figuras planas en la posicion estandar.

Fase 2. Traslacion y rotacion. En esta fase se introduce al profesor o al estudiante a la realizacion
de ejemplificaciones de las transformaciones de traslacién y rotacion mediante el uso del software. Cabe
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destacar que, dada la experiencia docente de los autores de este trabajo, se propuso trabajar en esta fase
la ejemplificacion de las transformaciones isométricas sefialadas en una actividad que propone una
manera alterna para comprender la definicion de semejanza de tridangulos y que, en dicho proceso, la
traslacion y la rotacion contribuyen a identificar y poner en juego las propiedades matematicas
necesarias para la justificacion de la semejanza. Desde el punto de vista de la investigacion, este tipo de
situaciones favorecen las raices cognitivas para el desarrollo del pensamiento geométrico.

Asi, para producir lo visualizado en la Figura 3 se llevaron a cabo las siguientes acciones: Se
construyd un triangulo cualquiera ABC y un segundo triangulo A’B’C’ semejante al principal. Sin
embargo, este segundo triangulo se coloc6 en forma no estandar. Se construy6 un vector de traslacion

u=Aa4 que luego se ejecutd en GeoGebra (Traslacion, Triangulo A'B'C’, Vector u), obteniendo el
triangulo AB{'C/".

Se determind la medida del £CAC;’. Después, se activd en el orden indicado la instruccién
(Rotacion, Triangulo AB;'C{', Centro de rotacion “punto A”, ACAC]") (n6tese que la rotacion en este
caso es a favor de las manecillas del reloj). Para mejor visibilidad, se desactivaron algunas
construcciones auxiliares. Un trabajo analogo se puede realizar para hacer coincidir los £ABC y
4A'B'C’, los lados B'A’ sobre y en la direccién de BA 'y B'C’ sobre y en la direccién de BC. De igual
manera se procede para hacer coincidir los BCA 'y 4B'C'A’, los lados C'B’ sobre CB y C'A’ sobre CA.

Figura 3. Ejemplificacion de la traslacion, rotacion y la relacion de triangulos semejantes.

Fase 3. Transformacion de un tridngulo en un rectangulo de area equivalente. En esta fase
se pretende introducir al profesor o al estudiante a la resolucién de problemas geométricos que
involucran el area, a través de las transformaciones de traslacion y rotacion ejecutadas mediante el uso
de GeoGebra. Desde el punto de vista del contenido matematico se combinan la definicion de area, la
férmula cléasica para medir el area y las representaciones visuales. Se trata aqui de identificar que las
transformaciones isométricas posibilitan la transformacidn de figuras a otras, equivalentes en area, y en
la mayoria de los casos se busca que la figura resultante sea una figura para la cual se conozca una
férmula o procedimiento menos complejo que ayude a determinar la medida del area. Enseguida, se
presentan dos métodos para desarrollar esta fase y se conjetura en qué condiciones se pueden generalizar
estos procesos.
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Método 1. Etapa 1. Se construyé el tridngulo ABC utilizando la herramienta Poligono, se
determinaron los puntos medios de los lados AC y BC utilizando la herramienta Medio o Centro, se
construyo el triangulo DEC. Seguidamente, se activo la herramienta Rotacion, se selecciond el triangulo
DEC y como punto de rotacion se eligid el punto E, finalmente se indic6 el angulo de rotacion: 180
grados a favor de las manecillas del reloj, y se activd Aceptar. El resultado es el triangulo EBD;, ver
Figura 4, a).

Etapa 2. Producto de la rotacion en la etapa anterior, se completd un paralelogramo ABD’,D. Este
paralelogramo se trasladé a la posicion de la Figura 4, b). Este cuadrilatero tiene area equivalente a la
del triangulo ABC. Ya que mediante la rotacion se obtuvo el triangulo EB D, congruente con el triangulo
DEC.

Etapa 3. Mediante la traslacion se transformé el paralelogramo A5 B;C; Ds en el paralelogramo
A, ZT'W, como se ve en la Figura 4, ¢). Se ubica la interseccion de la perpendicular al lado A, Z desde
el punto W, para formar el tridngulo A;D;W. Con la herramienta Traslacion, se desplaza
horizontalmente el triangulo A, D, W en la direccidn de un vector de longitud A;Z. Después, mediante
una segunda traslacion se obtuvo el rectangulo G,J;T'W’, ver Figura 4, d). Finalmente, el rectangulo
M;M"]'Q que se identifica en la Figura 4, e) es resultado del proceso de las transformaciones que se han
realizado sobre el triangulo ABC vy, por tanto, tienen igual su area.

c

o
m
Q
Q
o
, O

c) z

=

d) z 1

w, ol e

Figura 4. Representacion del proceso de transformacién del triangulo al rectangulo de igual area.

Método 2. Etapa 1. Una vez construido el triangulo ABC, se traz una perpendicular al lado AB
desde el vértice C. Se determiné el punto medio E del segmento CD, y por dicho punto se trazé una
perpendicular hasta intersecar en los puntos medios a los lados AC y BC del triangulo principal, como
se observa en la Figura 5.
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Figura 5. Representacion del proceso de division del triangulo principal.

Etapa 2. En la Figura 5 se construyeron los triangulos FEC y GEC, con la herramienta Rotacion
se rotaron los triangulos construidos con centros de rotacion los puntos F y G. El triangulo FEC se rot6
180 grados en sentido contrario a las manecillas del reloj y el triangulo GE Cse roté 180 grados en sentido
a favor de las manecillas del reloj, ver Figura 6.

Figura 6. Representacion de las rotaciones de los triangulos a su nueva posicion.

Finalmente, el rectangulo ABE{E’ es la transformacion del triangulo ABC y tienen areas iguales.
En la Figura 7 se muestra el rectangulo construido, trasladado a otra posicion mediante la herramienta
Traslacion.

A' BF
Figura 7. Representacion del rectangulo, equivalente en area al triangulo principal.

Fase 4. El rigor de la prueba en matematicas viene precedido de una secuencia légica de
estructuracion que involucra axiomas (corolarios), definiciones y propiedades. Sin embargo, el avance
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de la tecnologia ha favorecido la implementacion de herramientas tecnolégicas adecuadas para el trabajo
propio en matematicas como el software de geometria dindmica GeoGebra. En tal direccion, en esta fase
de la trayectoria de aprendizaje se va mas alla de ensayar una prueba mas mediante un proceso distinto
al clasico para justificar el teorema de Pitagoras, y del hecho de que las transformaciones isométricas
juegan un papel central. En realidad, se busca crear las condiciones para reflexionar y responder las
siguientes cuestiones: ¢Por qué es posible descomponer en poligonos simples una figura plana y
transformarla en otra figura preservando la medida de las areas?, ¢Siempre es posible este proceso?,
¢Coémo se garantiza desde la teoria esta posibilidad?

Como se dijo antes, el desarrollo de esta fase genera las condiciones para la generalizacion del
proceso ejemplificado hasta ahora, y se resalta el papel que juegan las transformaciones de traslacion y
rotacion y el uso del software GeoGebra.

Teorema de Pitagoras. En un triangulo rectangulo ABC la suma de los cuadrados de las longitudes
de los catetos es igual al cuadrado de la longitud de la hipotenusa.

A continuacién, se presenta una manera de justificar el teorema anunciado. No es la Unica, pero
si se diferencian tanto los recursos matematicos, como el papel del software en dicho proceso.

Prueba. En cada lado del triangulo rectangulo ABC se construyeron cuadrados, ver Figura 8, a).
Por el punto A se construy6 una paralela al lado BC, los puntos L y M son las intersecciones de la
paralela con lados de los cuadrados ABHI y A'F'G'C’, y por el punto M se trazd una perpendicular a la
recta trazada antes. El punto N es la interseccion de la recta perpendicular con el lado F'G’, ver Figura
8, b). Con estos trazos y una vez ubicadas las intersecciones de las rectas construidas con los lados
identificados de los cuadrados, se logra dividir a los cuadrados ABHI y ACGF en triangulos y
cuadrilateros como se indica en la figura.

E E'
. .

Figura 8. Representacién geométrica del Teorema de Pitagoras y la divisién de los cuadrados construidos por
los catetos.

El siguiente paso consiste en colocar sin superponer las figuras en que se han dividido los
cuadrados ABHI y A'F'G'C’ en el cuadrado B'C'D'E’, para lograrlo se usaron las herramientas de
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Traslacion y Rotacién. Por ejemplo, el proceso de colocar el tridangulo N'G''M’ a su nueva posicion, el
triangulo F,G,E", se logré mediante la sucesion de indicaciones ejecutadas en el software: (Traslacion,
Triangulo N'G'"M',u,), (Traslacién, Triangulo J,F''I,,w; ), (Traslacién, Triangulo U,A"'T;,w),
(Traslacion, Triangulo Z;B"'W;,u,) y (Traslacion, Triangulo C,D,B,,w), ver Figura 9. De manera
analoga, y mediante la traslacion, rotacion y simetria axial se colocaron las figuras cubriendo el cuadrado
B""C"D"E" equivalente al cuadrado BCDE de la Figura 8, a).

.
5

Figura 9. Representacion del proceso de acomodar las areas de los cuadrados levantados por los catetos, en el
cuadrado levantado por la hipotenusa.

Con el proceso anterior, se ha llevado a cabo la prueba mediante el uso del software, y con las
herramientas de traslacion y rotacion se ha comprobado que las regiones de area que representan los
cuadrados ABHI y AFGC caben exactamente en la regidn de area que representa el cuadrado BCDE,
ya que los siguientes cuadrados emparejados son iguales: ABHI 'y A”"B"H"I"", AFGC y A"F"G"C",
BCDE y B"'C"D"E", como se identifica en las Figuras 8 y 9. Por tanto, se prueba geométricamente que
la suma de los cuadrados de las longitudes de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa.

Fase 5. Hacia la generalizacion.

El problema que ahora se plantea consiste en “dado el poligono ABCDEF se desea transformar
mediante traslacion y rotacién dicho poligono, o bien al rectdngulo KLIG, o bien al triangulo PQS”.
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P Q

Figura 10. Representacion del problema de transformar un poligono en un rectangulo o en un triangulo,
preservando la medida del area.

K L

c) d)

Figura 11. Representacion del proceso de transformacion.
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Una manera de lograr que de una transformacion resulte el rectdngulo KLIG es dividiendo el
poligono principal como se muestra en la Figura 11, a) y luego, mediante traslaciones y rotaciones, por
supuesto teniendo todos los datos para la ejecucion de dichas transformaciones, hasta obtener la Figura
11, b). Por otra parte, una manera de lograr que de la transformacién resulte el tridngulo PQS es
dividiendo el poligono principal como se muestra en la Figura 11, ¢) y luego, ejecutar traslaciones,
rotaciones y simetria axial, hasta obtener la Figura 11, d).

4. Conclusiones

Con esta propuesta de Linea de Trayectoria de Aprendizaje se contribuye con una herramienta
para la ensefianza de las transformaciones isométricas en el plano en el tratamiento de situaciones de
area y de conservacion de area en el nivel secundaria. Cabe destacar que el tratamiento de las
transformaciones isométricas mediante el software GeoGebra para el estudio de situaciones y
preservacion de areas, posibilita desarrollar habilidades para determinar el area de poligonos simples
representados en posiciones no estandar y para los cuales no se pueden aplicar directamente las formulas
clasicas; es mediante el uso de las transformaciones cuando se posibilita la resolucion. Esta propuesta
también ayuda a identificar que el tratamiento de las transformaciones isométricas y el uso de GeoGebra
favorecen el estudio de la semejanza y congruencia de triangulos, asi como demas contenidos de la
geometria en el nivel secundaria. Por tanto, esta propuesta contribuye directamente en los aprendizajes
de los estudiantes, ya que las etapas de la THA tienen caracter metodoldgico, lo que permite que el
desarrollo de las actividades siga un proceso heuristico que posibilita al estudiante la situacién de
generalizacion, en el estudio del concepto de area a través de las transformaciones isométricas y el uso
del software.

La generalizacion de las actividades que se han expuesto en la THA consiste en la formulacion
del Teorema de Bolyai-Gerwien: “Dados cualesquiera dos poligonos con areas iguales, entonces es
posible cortar uno de ellos en un ndmero finito de piezas poligonales méas pequefias de tal manera que
estas piezas pueden reacomodarse para conformar el otro poligono” y su relacion con el proceso de la
cuadratura de poligonos, que consiste en lo siguiente: EI problema clasico de la cuadratura de poligonos
y el método que se deduce de la geometria de los griegos, para transformar un poligono de n lados en
un cuadrado de area equivalente es el fundamento que asegura que dado un poligono se puede construir
al menos otro gque tenga la misma éarea que el original. De este resultado, se puede formular el Teorema
de Bolyai-Gerwien.
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