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Abstract

Este articulo utiliza una aproximacion documental para explorar las maneras en las
que un applet podria facilitar la reflexién acerca del uso de recursos matematicos
(conceptos y teoremas) durante la resolucién de problemas geométricos no rutinarios.
Se presenta un estudio cualitativo que investig6 las maneras en que un applet disefiado
en Geogebra ayudaba a que una pareja de futuros profesores de matematicas de
educacion Secundaria reflexionara sobre el uso de ciertos recursos matematicos
involucrados en el problema planteado, tales como el teorema de Pitagoras para
triangulos rectangulos, un angulo, la bisectriz, el area de un circulo, un segmento. El
estudio tuvo dos etapas: la primera consistié en resolver el problema, planteado por
el investigador, en papel-y-lapiz y la segunda, en resolver el mismo problema
apoyandose en un applet. La videograbacion de estas etapas fue triangulada con una
entrevista semi-estructurada. El andlisis de estos datos mostré la presencia de los 2
procesos inmersos en la génesis documental: instrumentalizacidn e instrumentacion,
en este Ultimo proceso se aprecia el surgimiento de la reflexion en los estudiantes
cuando esta presente el applet.

Keywords: Profesores en pre-servicio, applet, resolucién de problemas, recursos,
enfoque documental
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Resumen

This article uses a documentational approach to explore the ways in which an applet
might facilitate the reflection about the usage of mathematical resources during the
resolution of non-routinary geometric problems. A qualitative study is presented that
investigated the extent to what a Geogebra applet supported a couple of Secondary
school student teachers for reflecting about their ways of using some mathematical
resources involved in the problem posed, included the Pythagorean theorem for
rectangle triangles, an angle, the bisector, the area of a circle, and a segment. The
study had two stages: the first one was to solve the problem in paper-and-pencil. The
second one was to solve the same problem with the support of an applet. These stages
were video-taped and complemented with a semi-structured interview. The analysis
of these data showed the presence of the 2 processes immersed in the documentary
Genesis: instrumentalization and instrumentation, in the latter one can appreciate the
emergence of the reflection when the applet is present.

Palabras clave: Preservice teachers, applet, problema solving, resources,
documentation approach
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matematicas tanto en servicio como en pre-servicio suelen tener

problemas para movilizar sus conocimientos al resolver problemas

matematicos en contextos de papel-y-lapiz (Ball, Thames & Phelps,
2008; Tatto & Senk, 2011; Shulman, 1986,1987). Para contrarrestar esta
problematica, diversos autores (e.g., Granberg & Olsson, 2015; Hollebrands,
2007; Hollebrands & Lee, 2016; Zulnaidi & Zakaria, 2012) han investigado
la posibilidad de qué herramientas digitales mateméticas tales como
calculadoras CAS (Texas instruments) o softwares de geometria dindmica
(SGD, e.g., Geogebra), puedan ser utilizados como recursos para que los
profesores profundicen en el anélisis y la reflexion durante la resolucion de
problemas. Pepin, Gueudet y Trouche (2016) sefialan que las herramientas
digitales se estan incorporando en el aula rapidamente, lo que genera la
necesidad de investigar sus efectos en los procesos educativos. En particular,
estos autores sugieren investigar la interaccion que los profesores y futuros
profesores tienen con los recursos.

D esde hace tres décadas se ha documentado que los profesores de

El Software de Geometria Dindmica como recurso para desarrollar
significados

Entre los recursos digitales mas usados para la ensefianza y aprendizaje de
las matematicas se encuentran los relacionados con la geometria y el algebra,
incluyendo los SGDs como Geogebra, Geometer’s Sketchpad, y Cabri, asi
como los Computer Algebra Systems (CAS). Muchos de estos softwares no
fueron creados con un enfoque pedagdgico particular, ni todos son de libre
acceso o sugeridos en los planes y programas de estudio para la ensefianza
de matemaéticas. Ante esto, cada profesor elige idiosincraticamente el
software que utilizard en su practica. Las representaciones visuales en
entornos dinamicos tienen beneficios como su movimiento, (e.g., rotacion,
traslacion) y su féacil manipulacion, por ejemplo, el arrastre de objetos
geométricos sin que estos pierdan sus propiedades de construccion
(Hollebrands & Lee, 2016; Sangwin, 2007) lo que permite al estudiante
observar lo que cambia o se mantiene constante (Goldenberg & Cuoco,
1998). Dadas sus caracteristicas, los SGD permiten exploraciones dindmicas
que mejoran la visualizacién y comprension del objeto matematico en estudio
(Granberg & Olsson, 2015). Geogebra es un SGD que cuenta con una
diversidad de herramientas gque facilitan la construccién de applets, estos son
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representaciones dindmicas de algin problema que muestran informacién
grafica y en la mayoria de los casos puede interactuar con el individuo, el
applet por lo general realiza funciones especificas. Los applets suelen ser de
gran ayuda para resolver problemas, pues permiten explorar distintas
representaciones del problema mismo que en medios estaticos suelen ser muy
tediosos y tardados (Zulnaidi & Zakaria, 2012). Por ejemplo, con un applet
es menos tedioso analizar la variacion de una funcién cuyos parametros
cambian. En el aula, el software debe ser un compariero interactivo que
permita retroalimentar con el fin de dar argumentos verificativos sobre lo que
funciona y lo que no, contribuyendo de esta manera en el mejoramiento del
razonamiento creativo del individuo (Granberg & Olsson, 2015). Daher
(2009) y Hoffkamp (2011) sefialan que el applet proporciona una
manipulacién mas sencilla del problema que no seria posible en papel y lapiz,
permite una retroalimentacion instantdnea y correctiva, aumenta la
motivacion y atencion de los estudiantes, y presenta representaciones
multiples del mismo concepto matemético. Es asi como las distintas
representaciones pueden ayudar a pensar de manera critica y reflexiva sobre
los conceptos matematicos que estan involucrados en un problema e incluso
puede dar lugar a construcciones generalizadas de su solucién (Duval, 1999).

Las investigaciones de Doorman, Drijvers, Gravemeijer, Boon, y Reed
(2012) y Hoffkamp (2011) encontraron que los applets pueden llevar a los
estudiantes a mayores niveles de comprension de conceptos relacionados con
el calculo. Por su parte, Pea (1985) menciona que la tecnologia digital debe
funcionar como un amplificador y reorganizador del pensamiento, y no sélo
ser usada como facilitador de operaciones. En este sentido, los SGDs pueden
actuar como mediadores semioticos Utiles para facilitar la comprension de
significados matematicos (Bussi & Mariotti, 2008). Ruthven (2012) sefala
gue, en una tarea dada, los artefactos (recursos) permiten al usuario permear
en los objetos matematicos con el fin de ayudar a dar sentido a sus
significados. De esta manera, un recurso sea digital o no, es considerado un
mediador semi6tico (Mariotti & Maracci, 2012). Dar sentido y significado a
los objetos matematicos no es algo que ocurra espontaneamente en los
sujetos. Al respecto, Schon (1983, 1987) considera que las reflexiones que
los sujetos hagan de sus acciones, sobre lo que hacen y piensan, seran el
medio para que puedan movilizar su conocimiento y de esta manera
continuar reconstruyéndolo, pues es a través de las acciones que la estructura
cognitiva del individuo esta en continuo desarrollo. Este autor considera que
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las reflexiones no nacen por si solas en los sujetos, sino que tiene que existir
algo que las genere, por el ejemplo a partir del asombro al observar algo
inesperado y de lo cual quieren saber mas, o al encontrar que lo que se tenia
previsto no ocurre. Por su parte, Schoenfeld (1985) sefiala que la resolucion
de problemas requiere de procesos metacognitivos (monitoreo, regulacién y
control) que el sujeto efectla sobre su propia actividad cognitiva. La
actividad metacognitiva desarrollada por el sujeto durante la resolucion es un
camino que puede permitir plantear interrogantes como ¢de que otra manera
podria resolverlo? la cual podria llevarlos a generar reflexiones. En este
estudio consideramos que el applet puede potenciar acciones que originen
procesos de reflexion en los profesores en pre-servicio por lo que nuestro
interés estd en investigar como un applet construido en Geogebra puede
generar reflexiones sobre el uso de recursos matematicos tales como
teoremas y conceptos durante la resolucion de problemas, y como estas dan
lugar a la movilizacién de su conocimiento matematico. Para tales fines, nos
hemos basado en la aproximacion documental (Gueudet & Trouche, 2009),
pues esta nos da guia para analizar y documentar los beneficios que el applet
de Geogebra puede brindar. Con este estudio pretendemos responder a las
siguientes preguntas:

e ;CoOmo son las reflexiones en torno al uso de recursos matematicos

gue promueve el applet de Geogebra?
o De qué manera estas reflexiones apoyan la solucién de un problema
no rutinario en papel y lapiz?

Recursos y genesis documental en la actividad matematica

El enfoque tedrico utilizado en la presente investigacién es la Aproximacion
Documental de lo Didactico (ADD), desarrollada por Gueudet & Trouche
(2009, 2010, 2012), la cual resalta dos constructos importantes: recursos y
documentos. Adler (2000) analiza el concepto de recurso a partir de su
descomposicion, sefialando que un recurso (re-source) puede ser visto como
algo material, es decir un objeto (sustantivo), pero también como el origen
de algo nuevo o diferente en el sentido que puede ser una accion (verbo). De
acuerdo con Gueudet y Trouche (2009), los recursos que el profesor usa en
la ensefianza son de dos tipos: recursos fisicos o materiales (libro,
calculadora, papel, lapiz, etc.) y recursos no fisicos como son las acciones
(discusion entre colegas, conocimiento del estudiante, etc.). Para Adler
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(2012) los recursos del conocimiento son recursos no fisicos, refiriéndose a
los objetos matematicos, los procesos y a las practicas que usa. Los recursos
del conocimiento son reclutados por el individuo a medida que desarrolla la
actividad, asi la seleccion de los dominios matematicos, su uso, su
transformacion y su resultado es lo que da lugar al conocimiento matematico.

El documento visto desde la ADD es producto de la combinacién de dos
procesos: la instrumentacion y la instrumentalizacion, los cuales forman a su
vez parte de un proceso méas grande llamado génesis documental (Véase Fig.
1). La instrumentacion y la instrumentalizacion son procesos dinamicos
anidados en esta génesis, y es a través de estos que el usuario de los recursos
interactOa con ellos, los conoce, explora y se apropia de ellos. Durante estos
dos procesos dindmicos el usuario moviliza sus conocimientos para darle uso
y sentido a los recursos, en ocasiones producido por las caracteristicas
propias que ofrece el recurso y en otras por las que el usuario descubre
durante la exploracion.

‘_,--"__ T
s .
\ Un maestro \\1 Un conjunto de recursos
e //
__ e Influencias
institucionales
Instrumentacidn
g
E Instrumentalizacidn
=
=
g Para una determinada clase
; 'l’ de situaciones, en diferentes
5 contextos
= Un documento: recursos
combinados + un esguema de
utilizacidn

Figura 1. Representacién esquematica de la génesis documental. (Tomada de
Gueudet & Trouche, 2009, p. 206)

Para ejemplificar los procesos de instrumentacion e instrumentalizacion,
usemos el ejemplo del recurso fisico cuchara (utensilio para comer). El
usuario de ésta le dara el uso de acuerdo con lo que él conoce de ella y para
el fin que cree que fue construida, este fendémeno es interpretado como un
proceso de instrumentalizacion. Por otro lado, puede explorar las
propiedades de la cuchara y descubrir otras potencialidades, por ejemplo,
podria usar su concavidad para cavar un hoyo con ella, para destapar una
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botella, etc., es decir se le da un uso no esperado por el disefiador, este
fendmeno se interpreta como proceso de instrumentacion. Esta caracteristica
del recurso puede potencializar la actividad del sujeto. Cuando los entes
matematicos son utilizados como recursos en la resolucion de problemas, su
uso dependeré de los fines que se tengan y lo que se conozca de ellos, dando
lugar al proceso de instrumentalizacion. Por ejemplo, el teorema de Pitagoras
puede ser usado para calcular el &rea de un tridngulo rectangulo, lo que a su
vez puede ser un requerimiento de un problema matematico mas complejo,
incluso aplicado a una necesidad practica. Si se quiere calcular el &rea de una
parcela de forma triangular con las longitudes de sus lados conocidas, se
podria recurrir a este recurso (teorema de Pitadgoras) a partir de lo que se sepa
del tipo de parcela triangular que se tenga. Si la parcela tiene caracteristicas
de un triangulo escaleno, el recurso matematico (teorema de Pitagoras)
limitaria la actividad, pero si es un tridangulo rectangulo potencia la actividad
para calcular el &rea. Cuando el recurso es capaz de instrumentar al sujeto
para llevar a cabo su actividad se da el proceso de instrumentacion. Estos dos
procesos dinamicos que nacen del usuario son los que dan origen al llamado
documento, éste se construye por un recurso y por el esquema de utilizacion
(Vergnaud, 1990) que el individuo construye de él. Durante la génesis
documental el usuario construye sus propios esquemas. La construccién de
los esquemas dependeréa de la interaccion que tenga el sujeto con el objeto y
de la exploracién que haga sobre él con el fin de conocerlo. El trabajo que el
sujeto hace para asignarle significado al recurso a partir de su uso para una
determinada tarea y dar lugar al documento se le denomina trabajo
documental. ElI documento elaborado durante dicho trabajo puede ser
considerado como un nuevo recurso, por lo que éste no es algo aislado, sino
gue pertenece a un conjunto de recursos (véase figura 2).

~

-
e ] Conjunto de recursos 2
‘ O [ ]
03
’ e

[ Conjunto de recursos 1 J

Figura 2. Documentos y recursos (Tomado de Gueudet & Trouche, 2009, p.
206)
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Método

El estudio es cualitativo y por lo tanto el analisis es descriptivo. Esta
metodologia nos permitié acercarnos a los profesores en pre-servicio para
observar sus acciones dentro del escenario de estudio propuesto (Cohen,
Manion & Morrison, 2007). Para llevar a cabo el estudio se aplicaron
actividades matematicas a profesores en pre-servicio de educacion
secundaria. Los participantes contestaron un cuestionario diagndéstico dias
antes de que se les aplicara las actividades del estudio. Posteriormente
realizaron 3 actividades, cada una consisti6 en resolver un problema
geométrico-algebraico en dos etapas: la primera en papel-y-lapiz y la
segunda con ayuda de un applet en Geogebra.

Participantes

Se trabajo inicialmente con un grupo de 20 profesores en pre-servicio, que
en ese momento cursaban el sexto de ocho semestres en la Escuela Normal
Superior de México. Primero se aplicé a todos los estudiantes un cuestionario
diagnostico en una sola sesidn de hora y media. El Gnico criterio de seleccion
de los estudiantes fue que estuvieran cursando los Ultimos semestres de su
formacion y que quisieran participar en el estudio. Una vez aplicado el
cuestionario se pidio al profesor encargado que nos permitiera trabajar las
actividades del estudio con los 20 estudiantes. El profesor accedi6é a que
trabajaramos con 6 de sus mejores estudiantes y sélo en su hora de clase. Se
invitd a los demas estudiantes a trabajar fuera de su hora de clase, pero
declinaron. Asi, trabajamos con los 6 estudiantes elegidos por el profesor.

Cuestionario diagnostico

El objetivo de este cuestionario fue verificar que los participantes conocian
los temas contenidos en los problemas matematicos de las actividades. Se
procur6 que los contenidos matematicos del cuestionario fueran parte del
curriculo de formacion de los participantes. EI cuestionario tenia 14 items de
contenido geométrico y algebraico, de las cuales seis eran problemas y ocho
eran preguntas conceptuales. De los problemas, dos estaban relacionados con
la pendiente de una recta, tres con encontrar el area de un triangulo y uno con
razones trigonométricas. Las ocho preguntas cubrian los siguientes temas:
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Teorema de Tales, teorema de Her6n (ambas para triangulos), rectas
paralelas y perpendiculares, semejanza de tridangulos, bisectrices, ley de
senos y cosenos, area del circulo y teorema de Pitagoras. El cuestionario
diagndstico sirvio para determinar el nivel de conocimientos respecto a los
temas presentados. Principalmente, se busco determinar si los participantes
podian elaborar argumentos acerca de sus conocimientos matematicos. La
Tabla 1 describe los criterios utilizados para el analisis de las respuestas al
cuestionario diagndstico.

Tabla 1
Criterios de clasificacion de las respuestas del cuestionario

Tipo de respuesta Descripcion

I. Respuesta incorrecta  Ideas intuitivas sueltas [sin relacionar] o ideas

0 no contestada semi-relacionadas, pero alejadas de la respuesta
correcta, carecen de justificacion, sobre el uso de
los recursos, no llevan a la respuesta correcta.

Il. Respuesta con Ideas intuitivas semi-relacionadas, no

criterios cercanos de la  fundamentadas sobre el uso de recursos, cercanos

respuesta correcta de la respuesta correcta; sin embargo, no
permiten completar la respuesta correctamente.

I11. Repuesta correcta Ideas intuitivas y razonadas [relacionadas entre

sin fundamentar si] sobre el uso de recursos que llevan a la

respuesta correcta, pero no son justificadas.
IV. Respuesta correcta  Ideas intuitivas, razonadas, relacionadas entre si 'y
y fundamentada justificadas sobre el uso de recursos que llevan a
la respuesta correcta.

Los resultados del cuestionario diagnéstico indicaron que la mayoria de
los estudiantes recuerdan la formula para calcular el area de un circulo, asi
como el teorema de Pitagoras para tridngulos rectangulos, y aunque no
definen el concepto de bisectriz saben a qué se refiere. La mayoria presenta
dificultades para explicar el primer y segundo teorema de Thales, pero la
mayoria puede identificar cuando dos tridngulos son semejantes sin
dificultad. Presentaron dificultad para calcular el area del triangulo sabiendo
solo sus lados, asi como para describir el teorema de Heron para triangulos.
Pocos recuerdan la ley de senos y cosenos, y tienen dificultades en lo
referente al calculo de las pendientes de una recta. La mayoria recuerda las
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razones trigonométricas. Estos resultados sugieren que el nivel de
conocimiento matematico de los estudiantes tiende a ser homogéneo,
denotando dificultades con los conceptos mencionados.

Actividades e implementacion

Con los 6 estudiantes participantes se formaron 3 parejas al azar, las cuales
trabajaron en 3 actividades de resolucion de problemas no rutinarios.
Entendemos como problemas no rutinarios a aquellos que no tienen un
algoritmo o una solucién inmediata, sino que requieren detenerse a pensar
con cautela (Selden, Selden, & Mason, 1994). Con el applet se busco s6lo
dar movimiento a la representacion estatica de papel-y-lapiz con el fin de
permitirle al estudiante una exploracion dinamica que lo llevara a promover
la reflexion. Desde el enfoque constructivista social, el desarrollo del nuevo
conocimiento matematico se deriva del diadlogo y las negociaciones
interpersonales. Tanto el conocimiento subjetivo (el que construye el
individuo) como el conocimiento objetivo (conocimiento matematico) estan
en constante dinamismo en el que uno contribuye a la renovacion del otro
(Ernest, 1991). Las 3 actividades fueron implementadas en el siguiente orden
a cada una de las parejas: Primero, en papel-y-lapiz y con el apoyo de una
calculadora CASIO fx-82MS para facilitar las operaciones; segundo, en el
applet de Geogebra. Se decidi6 esta forma de trabajo debido a que con este
estudio se quiere observar el impacto que tiene el applet en Geogebra sobre
las reflexiones antes efectuadas por los estudiantes en papel-y-lapiz. Este
estudio no propone que se cambie dicha forma sino enriquecerla con la
exploracion en Geogebra. Es importante mencionar que, aunque los
participantes no habian trabajado con applets su uso en este estudio sélo se
limité a mover un deslizador y a observar lo que ocurria. Se videograbd la
resolucion de problemas de las 3 parejas de estudiantes. También se
recopilaron las producciones plasmadas en sus hojas de trabajo (trazos,
calculos matematicos, graficos, etc.). Durante la resolucion de los problemas,
la primera autora de este estudio intervino ocasionalmente con preguntas para
entender las acciones de los sujetos, mismas que tuvieron el formato de una
entrevista semi-estructurada (Harrell & Bradley, 2009).
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Analisis y Discusién de Resultados de la Resolucién de Problemas en
Pares

Se reporta una de las 3 actividades de una de las parejas. Se eligié a esta
pareja porque sus datos nos permiten observar, a partir de categorias de
analisis, dos procesos clave en la génesis documental descrita en la ADD:
instrumentacion e instrumentalizacion. En las otras dos parejas estos dos
procesos no se observaron tan claramente en los datos recopilados. De la
pareja seleccionada se eligi6 sélo una actividad de resolucién de problemas
porgue los datos fueron consistentes en las tres actividades, por tanto, se tomo
la decision de hacer un andlisis profundo, pero no repetitivo. Con el anlisis
se tratd de identificar si applet ayudaba a los estudiantes a reflexionar sobre
el uso que les daban a los recursos matematicos y cémo estas reflexiones
difieren a las logradas en papel-y-lapiz. Las entrevistas fueron transcritas y
analizadas con ayuda de tres categorias de andlisis planteadas a partir de la
ADD, descritas a continuacion.

Recursos previos: Son conocimientos matematicos previos

(conceptos y teoremas), que se usan y que permiten plantear las

primeras ideas generalmente intuitivas de cémo resolver el

problema.

Acciones Epistémicas: Reflexiones conscientes que los estudiantes

logran hacer sobre los conceptos y teoremas matematicos y que

guian a la solucién del problema.

Generacion de documentos: Son los nuevos usos que se logran ver a

los recursos previos debido a las acciones epistémicas efectuadas.

A continuacion, se describe el andlisis de la actividad en papel-y-lapiz,
después se presenta el analisis de la exploracién en Geogebra. En ambos
casos se hacen descripciones por episodios seguidos de su correspondiente
analisis. Llamamos episodio a una parte de entrevista que muestra los sucesos
gue se quieren resaltar de acuerdo con cada categoria de anélisis. Un
episodio, enlazado con otros, muestra de manera general el proceso de
resolucion. Cada episodio se segmento en pequefios extractos de entrevista,
los cuales son dialogos cortos segmentados con la intencién de resaltar, de
acuerdo con categorias de analisis, las acciones mas representativas de los
estudiantes. Dichas categorias se establecieron a criterio de los dos autores
de este articulo y de acuerdo con el marco teérico.
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Actividad en Papel-y-Lapiz

En la Figura 3 se muestra el problema matematico no rutinario presentado en
papel-y-lapiz. Los recursos matematicos relevantes de este problema que
permiten encontrar una solucion al problema son: teorema de Pitagoras,
identificacion de las alturas de un tridngulo, bisectriz del angulo recto, y
férmula para calcular el area de un triangulo cuando se conoce su base y su
altura. Los estudiantes analizados mostraron un buen dominio de estos temas
en el cuestionario diagnostico. Dada su naturaleza geomeétrica, este problema
es susceptible de ser llevado a un contexto de exploracién dindmica. En el
applet se implementaron elementos como un deslizador para implementar
movimiento dindmico y dos botones que al ser activados hacian visibles dos
segmentos de recta. Estos elementos tenian la finalidad de ayudar a que los
estudiantes encontraran una estrategia de solucion del problema.

Problema 1
Ambiente de papel-y-ldpiz: el cuadrado y sus tridngulos

En el cuadrado de vértices ABCD de lado 1 cm (como se muestra en la Figura 1), la diagonal BD se divide en
cuatro partes iguales. ;Cual es el area del triangulo DFC? Ahora divide la diagonal BD en cinco partes iguales v
tuego en 6 phrtes iguales, ;jcual es el area del trisngulo DFC que se forma con la quinta v sexta parte de la
diagonal BD?

- C

Figura 3. El cuadrado (tomado y modificado de Mason, Burton y Stacey,
1989).

En la siguiente transcripcion, los estudiantes son nombrados S1 y S2,
mientras que al entrevistador se le nombra E.

Episodio la. Recursos previos

En este extracto de entrevista se pueden observar dos estrategias empleadas
por los estudiantes para resolver el problema. Estas estrategias dan evidencia
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del uso que los estudiantes dan a los recursos explicitos como la longitud de
los lados del cuadrado, y a los implicitos como los triangulos, segmentos, etc.
También se observa cémo estos recursos junto con los que logran encontrar
con ayuda de sus conocimientos previos les permiten plantear las primeras
ideas, generalmente intuitivas, de como resolver el problema. Para Fischbein
(1994) lo intuitivo se refiere a una forma primitiva e inmediata del
conocimiento que no se limita por un conocimiento sensorial, es decir, son
declaraciones personales que rebasan lo observable. Es una teoria que va mas
alla de la informacidn accesible, pero donde estd presente un conocimiento
matematico a priori.

Primera estrategia de resolucion

L1 S1:[...] Piden que calculemos el area DCF [...]. Sabemos que
cada lado mide un centimetro [sefiala los lados del cuadrado] y la
diagonal, entonces, mide [...], por el simple hecho de ser un
triangulo rectangulo [sefiala el triangulo BCD] y si aplicamos el
teorema de Pitagoras [...] [véase Figura 4.a].

L2 S1:[...] Nos piden calcular el area, entonces, creo que hay
cinco formas de calcular el area de un triangulo. La mas comun es
base por altura sobre dos, pero no tenemos la altura. jNo recuerdo la
del perimetro! Si la del semi-perimetro [...] Ahora si lo hacemos por
angulos, ya se que éste mide 45 [sefiala el vértice D, en la Figura 4b].
L3 S1:[...] Siyo trazo esta linea de aca a aca [sefiala del punto C
al punto G en la Figura 4.b] puedo tener otro tridngulo rectangulo de
90 grados [se refiere al tridngulo CGF de la Figura 4.b] [...]
Supébngase que mide la mitad, pero la mitad de 45 es 22.5, este
angulo mediria 22.5 [traza el angulo, véase Figura 4.b] [...] No
recuerdo [silencio prolongado].

L4 E: ¢Qué requieren o qué les hace falta?

L5 S1:Pues nos hace falta la medida del segmento FC [véase el
segmento en la Figura 4.b].

Se muestra en este episodio que los estudiantes hacen uso de sus recursos
previos (el triangulo rectangulo BCD y el teorema de Pitdgoras) para
encontrar el segmento DB. Su conocimiento los guia a usar estos recursos
que los llevaron a encontrar otros. Ellos formulan varias estrategias de como
podrian calcular el area del tridngulo DFC, pero éstas no estan del todo
consolidadas, pues dicen no recordarlas por completo. La falta de
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conocimiento de los estudiantes obstaculiza su uso de recursos. Aunque
logran encontrar algunos angulos, estos recursos matematicos no fueron
suficientes para resolver el problema, lo que los llevd a abandonar esta idea.
Segunda estrategia de resolucion.

¢yt
¢ zotb
Y -y T
C- \l.’a-2 +b
7T .. C
C - . * { .Ir\ B
¢ (1w '
¢+ {z
- I - N ,
DF = g8 -~ 19
0% ANE g1
a. El Teorema de Pitagoras. b. Angulos intemos del triangulo DGB.

Figura 4. Conocimientos previos: Algebraicos y geométricos.

L6 S1:jAh! Vamos hacer lo siguiente: Si calculamos el &rea del
triangulo ABC [escribe] es igual a base por altura sobre dos,
entonces, la base seria uno, por la altura que seria uno, entre dos [...].
Entonces, se supone que éste [sefiala el tridngulo BCG, véase Figura
4.b] seria dos sobre cuatro que esto es igual a [...], ;no son cuatro?
L7 S2:No, seria igual a un cuarto [...], porque seria 1 por 1 [véase
Figura 5].

L8 S1:jAsi! uno por uno, perdén. Un cuarto. Entonces, se supone
que éste [sefala triangulo BCG, véase Figura 4.b] es un cuarto del
area total [véase Figura 5], area del cuadrado ABCD [...].
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Figura 5. Formula para el &rea del tridngulo

Debido al fracaso de la busqueda de dngulos, como nueva estrategia se
centran en buscar areas de triangulos que los orillen a encontrar el area del
triangulo DFC. Los estudiantes usan el segmento CG para dividir el tridngulo
BCD en dos triangulos (BCG y CDG). Ellos son conscientes de que estos dos
tridngulos son congruentes, pero no dan una justificacién matematica que lo
respalde. Sin saber como puede ayudar a la resolucion ellos deciden
encontrar el area del triangulo ABC y determinan que el area del triangulo
BCG es la mitad del area de ABC. Con esta informacion logran descubrir
que el &rea del triangulo BCG es un cuarto del area del cuadrado ABCD. En
la L7 se observa la intervencién de S2 con el unico fin de corregir los
razonamientos de su compafiero. A partir de esta intervencion S1 reflexiona
acerca de sus acciones efectuadas en L6. En esta estrategia los estudiantes
dirigen el uso de los recursos de acuerdo con lo que ellos saben y creen que
pueden servir para resolver el problema; sin embargo, no estan seguros de
que los pueda llevar a la solucion del problema.

Episodio lla. Acciones epistémicas y generacién del documento
En este episodio se muestra como a partir del fracaso de las estrategias

anteriores, se produce la reorganizacion y surgimiento de nuevas ideas o
estrategias de resolucidn, asi como acciones conscientes que efectian los
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L9 S1:Es que si éste lo vemos asi [voltea la hoja y sefiala el
triangulo DFC, véase Figura 4.b] es un tridngulo escaleno y la altura
es exactamente este lado [sefiala el segmento CG] y ya tenemos la
base que equivale a un cuarto del segmento BD [...]. Entonces, CG
seria igual a un medio de raiz de dos [...].

L10 S2:Cero, punto setenta, setenta y uno [se refiere a 0.7071].
L11 Sl:Entonces, la formula mas béasica para saber el area de un
triangulo es base por altura sobre dos [véase Figura 6.b] [...].
Podemos hacerlo de dos formas. [S2 opera en la calculadora y
escribe en el papel A=0.124979, véase Figura 6.a].

L12 S1:No recuerdo [realiza operaciones en el papel, véase Figura
6.b]. Entonces, el area seria ¢un octavo? Y ¢;cuanto seria un octavo?
L13 S2:Cero, punto ciento veinte y cinco, y si es eso [sefiala en el
papel 0.124979].
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estudiantes producto de su reflexién acerca de los distintos usos que se le
pueden dar a los recursos.
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a. Procedimiento de estudiante 52.

b. Procedimiento de estudiante S1.

Figura 6. Area del triangulo DFC.

Las limitaciones de las estrategias anteriores llevan a los estudiantes a
repensar el uso que antes ya habia dado al segmento CG y descubrir nuevos.
Ahora logran ver este segmento como una de las tres alturas del triangulo
DFC. A partir de esta idea y con los recursos antes deducidos logran darle
solucién al problema. Desde el sentido tedrico este nuevo uso que se le da a
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este recurso y que lo lleva a la solucion del problema y que ademas es
aceptado como correcto por los estudiantes es el llamado documento.

Actividad con Geogebra

Para la exploracién en Geogebra el entrevistador pidi6 a los estudiantes que
movieran el deslizador y que observaran lo que pasaba (véase Figura 7). La
funcion del deslizador consisti6 en dividir la diagonal DB del cuadrado en
“n” partes iguales, es decir, en 2, 3, 4, etc., con la finalidad de ir formando
dos triangulos: BCD y DFC, de distintas areas por cada division que se
hiciera. El valor numérico de estas areas se iba registrando dindmicamente
en la pantalla de Geogebra conforme el deslizador se movia. Lo que se queria
con este movimiento es que los estudiantes lograran tres cosas: Visualizar la
solucién, encontrar una estrategia matematica que la respaldara, y generalizar
la solucién al problema. Después de un rato de exploracién con ayuda del
deslizador, se aplicd la entrevista semi-estructurada. En el dialogo resultante
se distinguieron dos episodios, uno en el que se movilizaron los recursos
previos y otro en el que se dieron las acciones epistémicas y generacion del
documento.

5] A o] &)= )

< _>~—=—DESLIZADOR

/—ireaA BCD = 0.5

z Area/\ DFC =0.125

y .

Figura 7. Exploracién en Geogebra

Segmento |

Segmento ||
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Episodio Ib. Recursos previos

En las siguientes dos exploraciones con el applet, observamos que algunos
recursos eran novedosos para los estudiantes y otros no. En la primera
exploracion, comparan los resultados encontrados en papel-y-lapiz con lo
gue se muestra en Geogebra y llegan a la conclusion de que obtienen los
mismos. En la segunda, descubren recursos nuevos los cuales les permitieron
darles un uso y encontrar un camino diferente de resolver el problema.

Primera exploracion

L14 E: ¢Es similar lo que encontraron en papel-y-lapiz con lo que
observan en Geogebra?

L15 S1:Si, es basicamente lo mismo, sélo que lo que hicimos con
papel-y-lapiz lo basamos todo en torno al cuadrado y ahorita, si lo
basamos sélo al triangulo, seria exactamente lo mismo, el area.
Cuando N es dividida en 10 partes, el area del triangulo que se forma
[se refiere al triangulo DFC] es un décimo del area del triangulo
mayor [se refiere al triangulo BCD, véase Figura 7] [...].

L16 E: ¢ Se les ocurre otra forma de resolver el problema?

L17 S1: Esque no hay otra forma.

En este episodio S1 logra darse cuenta de que también pudieron resolver
el problema en torno al triangulo y no sélo en torno al cuadrado, como ellos
lo hicieron en papel-y-lapiz. Esta primera exploracion con el deslizador s6lo
les sirvio a los estudiantes para corroborar la solucién que antes habian
encontrado con papel-y-lapiz, pero no les gener6 otra idea diferente para
resolver el problema.

Segunda Exploracion

L18 E: Con el cursor presiona dentro de la pantalla donde dice
segmento uno [véase Figura 8].

L19 S1: Si, es lo que habia dicho. Que todos los tridangulos
comparten la misma altura.

L20 E: ;Cuél seria la altura?

L21 S1: El segmento CH.
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Archivo Edita Vista Opciones Hemramientas Ventana Ayuda
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Figura 8. Segmento | (CH)

L22 E: Ahora presiona el segmento dos con el cursor [véase Figura
9].

Archivo Edita Vista Opclones Herramientas Ventana Ayuda
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Figura 9. Segmento Il (GE).
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L23 Si:

jAh! jYa sé que es esto! se supone que esto esta en

razén [se refiere en proporcion a] de esto [sefiala segmentos DG y
BE] [...] DC esta en razon de EC y FE est4 en razéon de BC [...] ;Si

ahi estd, es el teorema de los catetos! [...][Véase Figura 10].

L24 E: ¢Podrian resolver, con lo que acaban de observar, el

problema?
L25 S1:

L26 E: ¢Se les ocurre alguna otra idea?
iAh ya! Si, la diagonal [sefiala segmento DB] se divide

L27 Sil:

[...] No recuerdo.

Figura 10. Proporcionalidad entre tridngulos

en cuatro partes se supone que ésta, también, se divide en cuatro
partes [sefiala segmento BC]. Entonces, si yo lo divido en dos [véase
Figura 11.a], se supone que es la mitad, si lo divido en 3 [Figura
11.b][...]ysilodivido en 10 [Figura 11.c] este cachito es un décimo
de uno [se refiere al segmento EC].

105

V'

a. N=2

b. N=3

c. N=10

Figura 11. Particion del segmento DB en 2, 3 y 10 partes iguales.
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Al inicio de este extracto se muestra que el segmento CH que aparece al
activar el segmento | en el applet no caus6 ninguna sorpresa a los estudiantes
pues ya lo habian usado, por lo que no le dieron algun otro uso. Sin embargo,
lo que si les causo sorpresa fue el segmento |1, al verlo se les ocurrid la idea
de usarlo como medio para comparar los dos tridngulos DGF y BEF y buscar
proporciones idea que no funcion6. Mas adelante en L27 se observa que los
estudiantes encuentran la relacion entre el nimero de particiones del
segmento DB y el segmento EC, no obstante, este descubrimiento no les fue
suficiente para resolver el problema.

Episodio Ilb. Acciones epistémicas y generacion del documento

En este episodio se muestra las acciones que dan lugar al cambio en el uso
de los recursos. Las acciones no son efectuadas de manera automatica debido
a un uso mecanizado o memorizado, sino que requieren de una reflexion
generada por la interaccion con el recurso.

L28 E: ;/Ven alguna relacion entre el segmento GD vy el triangulo

DFC?

L29 S1: FD es la hipotenusa del triangulo DGF y al mismo tiempo

este DGF deberia de estar en proporcion [interrumpe S2].

L30 S2: Simplemente, GD es la altura del tridngulo rectdngulo

DFC. Entonces, para sacar el area es base por altura. Sabemos que

la base es uno y la altura es un cuarto de uno, punto veinte y cinco

[...] v asise puede sacar el area [...].

{DCF . o hn
A AD e

AADCT = pe-Db
2

De-_1\_
N

N= nimero G portey e~ qe & dhack |a diagonal

Figura 12. Solucion parcial del problema.
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L31 S1: Ahora dice, si dividiéramos la diagonal en cinco partes
iguales. A ver vamos a hacerlo rapido, dijimos que la altura es un
medio de raiz de dos y la base es un quinto de raiz de dos [...]
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Figura 13. Solucién generalizada del problema

En este extracto se observa que S2 logra visualizar que el segmento GD
puede ser usado como una de las alturas del triangulo DFC. Este
descubrimiento le permite encontrar una solucién parcial al problema. Mas
adelante en L31 se observa que S1 logra generalizar la solucién para
cualquier nimero de divisiones del segmento DB. Este uso que los
estudiantes dan al segmento GD con la exploracion en Geogebra, no lograron
visualizarlo en papel-y-lapiz ni tampoco pudieron visualizar esta estrategia
de resolucion del problema.

Discusion

Se observo que los estudiantes utilizaron recursos matematicos similares,
pero de manera distinta en cada una de las actividades, lo que nos habla de la
forma en la que la naturaleza dindmica del applet aument6 los procesos de
reflexion iniciados en la actividad en lapiz-y-papel. A continuacion,
discutimos la manera en la que los resultados del estudio responden a las
preguntas de investigacion.
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¢Colmo son las Reflexiones en Torno al Uso de Recursos Matematicos
gue Promueve el Applet de Geogebra?

En la actividad con Geogebra se observd como el dinamismo del applet
favorecié acciones epistémicas con las que los alumnos confirmaron los
recursos y soluciones producidos en la actividad en papel y lapiz, pero
también descubrieron recursos matematicos nuevos, que facilitaron
reflexiones mas profundas porque su uso les permitié encontrar nuevas
estrategias para abordar el problema y encontrar una solucién generalizada.
Es importante enfatizar que la simple manipulacion de los elementos
dindmicos del applet fue insuficiente para generar el descubrimiento de
recursos nuevos. Por ejemplo, en el Episodio 1b, la manipulacion del
deslizador y la consecuente division de la diagonal DB permite que los
alumnos descubran que también pudieron haber resuelto el problema en torno
al triangulo y no s6lo en torno al cuadrado, como hicieron en la actividad
papel y lapiz. Sin embargo, la estrategia subyacente en ambos casos, es el
uso de las areas como recurso matematico para resolver el problema y, por
tanto, el uso del deslizador no les parece tan novedoso y no les hace ver que
hay otros recursos matematicos disponibles para resolver el problema. Es
hasta que los estudiantes activan la visualizacién del Segmento Il (GE) que
descubren recursos nuevos como el teorema de los catetos (L23) y la relacion
entre el nimero de particiones de los segmentos DB y EC. Sin embargo, las
acciones epistémicas clave para el descubrimiento de una nueva solucion,
mas potente por ser generalizada, se da hasta que los estudiantes hacen una
reflexion acerca del segmento GD, con la que se reutilizan recursos ya
utilizados anteriormente, como las formulas para calcular las areas de los
triangulos. Desde el enfoque tedrico el proceso de instrumentacion se hizo
presente en este momento por que el applet potencié la actividad de los
estudiantes. La visualizacion del Segmento Il (GE), junto con la intervencion
del investigador, generd en los estudiantes curiosidad e interés, llevandolos
a continuar con la exploraciéon del problema, como ha sido sefialado por
Daher (2009) y Hoffkamp (2011). La manipulacion de las representaciones
geométricas generadas por el applet fue crucial porque ayud6 en la
movilizacion de los conocimientos propios de los sujetos (p.ej., respecto a
las &reas y teoremas como el de Pitagoras y el de los Catetos), en el sentido
de la activacion de esquemas descrita por (VVergnaud,1990). Los esquemas
de uso ya alojados en el sujeto y los apropiados en el momento de la
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resolucion se complementaron y ampliaron facilitando la movilidad de los
recursos matematicos que ya se habian activado en la actividad papel y lapiz.

¢De qué Manera Estas Reflexiones Apoyan la Solucién de un Problema
no Rutinario en Papel y Lapiz?

Para responder esta pregunta, primero describiremos los procesos de
reflexion en la actividad lapiz-y-papel, para después discutir como estos
procesos de reflexion aumentaron por medio de las herramientas dindmicas
en la actividad en Geogebra. En la actividad papel-y-lapiz los participantes
lograron identificar componentes implicitos y explicitos de la estructura
matematica del problema. Los alumnos usaron sus conocimientos teéricos e
intuitivos para identificar componentes tales como triangulos, angulos,
bisectrices, etc., mismos que constituyen sus recursos matematicos puesto
que detras de ellos hay un esquema de uso que permite llevar a cabo una
accioén (Vergnaud,1990). El esquema detras de un recurso muchas veces es
activado y guiado por conocimientos y observaciones iniciales, en un proceso
Ilamado conocimiento-en-la-accién (Schon, 1983), y no necesariamente por
una reflexion consciente sobre sus usos. Al principio de la resolucién los
estudiantes explicaron la manera de usar los recursos de acuerdo con lo que
sabian de ellos, y es aqui donde el proceso de instrumentalizacion (Gueudet
& Trouche, 2009) entr6 en juego. En este proceso, 10s recursos matematicos
gue se encontraban dentro de este ambiente de resolucién estatico no
influyeron en el usuario, es decir, no los invitaron a ver otros usos distintos a
los que ya conocian. Los usos que los estudiantes dieron a los recursos
matematicos involucrados en su primera estrategia de resolucion no fueron
del todo claros, carecian de convencimiento sobre si los llevasen o no a la
solucion del problema. Sin embargo, es importante sefialar que algunos de
estos usos que dieron a los recursos, a veces cargados de dudas, los llevé a
encontrar algunos otros recursos (angulos, longitudes de segmentos, areas)
que ayudaron a clarificar el posible camino a la resolucion final del problema.
Para la basqueda de nuevos recursos los estudiantes se apoyaron de datos
explicitos que daba el enunciado del problema, datos implicitos (segmentos,
triangulos, angulos, etc.,) trazados u observados en la figura, asi como de sus
conocimientos previos (el teorema de Pitagoras, la bisectriz, etc.). Durante
estos primeros acercamientos con dichos recursos los estudiantes efectuaron
lo que Gueudet & Trouche (2009) llaman trabajo documental, en el cual
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fueron dandole uso y sentido a los recursos, explorando su uso con el fin de
encontrarles usos diferentes que pudieran ayudar a resolver problema. A
partir de los errores cometidos con los recursos utilizados inicialmente, los
estudiantes reorganizaron sus ideas y visualizaron otros, constituyendo asi el
proceso de instrumentacion.

En la segunda etapa, que consistio en resolver el problema con ayuda del
applet, la exploracion inicial de los estudiantes no solo sirvi6 para cerciorarse
de que la solucion parcial que encontraron en la etapa de papel-y-lapiz era
correcta, sino que la visualizacion también les ayudd a darse cuenta de que
pudieron haber abordado el problema en torno al tridngulo ABC. La reflexion
gue consiguieron con la visualizacién se facilitd, como lo sefialan Granberg
y Olsson (2015), por las caracteristicas dinamicas del applet. El deslizador
sirvio para que los estudiantes pudieran observar y reflexionar sobre el
comportamiento dinamico de las areas de los triangulos DFC y BCD cuando
la diagonal es divida en “n” partes iguales, asi como la relacion entre dichas
areas. Al identificar que las areas que se mantienen constantes y las que
cambian al mover el deslizador, facilité a los estudiantes descubrir nuevos
usos de los recursos (Hollebrands & Lee, 2016; Sangwin, 2007). Este uso del
deslizador, los estudiantes descubrieron otras maneras de resolver el
problema. Los resultados también indican que los recursos digitales no
necesariamente facilitan procesos de reflexion, pero cuando lo hacen, se
generan procesos de instrumentacion e instrumentalizacion. Por ejemplo, la
activacion del “Segmento I” no caus6 ninguna sorpresa en los estudiantes y
tampoco le vieron otro uso distinto al que ya le habian dado antes en papel-
y-lapiz. En el sentido tedrico el proceso de instrumentacion, hasta el
momento, no fue diferente al ya obtenido en papel-y-lapiz, por lo que las
potencialidades y limitaciones del recurso digital no influyeron para generar
nuevas acciones en los estudiantes. Sin embargo, al activar el Segmento Il en
el applet, este si causé sorpresa que los llevé a encontrar otra forma de
resolver el problema. En el episodio Ilb de la entrevista con Geogebra la
intervencidn del entrevistador permite a uno de los estudiantes darse cuenta
de que el segmento GD es la altura del tridngulo DFC. El descubrimiento de
este nuevo uso que se le da a este recurso fue crucial para que los estudiantes
pudieran resolver el problema de forma generalizada. El segmento Il del
applet no sélo influy6 en la actividad de los estudiantes, sino que también
ayudo a reestructurar su forma de pensar para que los dos procesos dindmicos
-instrumentacion e instrumentalizacidn- estuvieran presentes en la resolucion
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del problema. Aungue las reflexiones generadas tanto en papel-y-lapiz como
en el applet se complementaron para encontrar dos maneras distintas de
resolver el problema, fueron las reflexiones hechas con ayuda del applet las
que permitieron que los estudiantes lograran la construccion generalizada de
la solucion al problema, objetivo que no pudieron alcanzar con papel-y-lapiz.
Con este estudio se puede observar que el medio dindmico ayud6 a los
estudiantes a movilizar su conocimiento, ya que pudieron visualizar otras
formas de resolver el problema, distintas a las que pudieron ver con papel-y-
lapiz. Si bien el trabajo en lapiz-y-papel generd que los estudiantes invocaran
diversos conocimientos previos, el medio dinamico influy6é para que los
estudiantes invocaran un rango mas amplio de ideas matematicas.

Limitaciones y Conclusiones

En este documento sélo se reporta el analisis de una de las tres actividades
presentadas a la pareja de estudiantes, estos mostraron comportamientos
similares en las otras 2 actividades. En las 3 actividades se observo que fue
hasta la interaccién con el applet que los estudiantes pudieron ver nuevos
usos a los recursos lo que ayud6 a abrir nuevos caminos para resolver el
problema. A pesar de la consistencia de los resultados observados en las tres
actividades, es necesario reconocer que, dada la naturaleza no rutinaria de los
problemas utilizados en esta investigacion, es de esperarse que los procesos
de reflexion se desarrollen de maneras cualitativamente diversas. En el
estudio que aqui se reporta fue posible analizar estos procesos por medio de
las acciones conjuntas y argumentos de los estudiantes. El estudio de
procesos de reflexidn en problemas no rutinarios abordados individualmente
requerird una estrategia de andlisis distinta. Sin embargo, Los resultados
obtenidos de las tres actividades sugieren que es posible extrapolar los
beneficios que pudiera presentar el applet en problemas no rutinarios
similares. Las figuras geométricas dindmicas ampliaron la vision sobre el uso
de los recursos distinto al de las figuras estaticas. Las tres actividades en el
applet no sélo facilitaron la observacién del comportamiento de los
elementos que conformaron el problema, sino que causaron asombro e
interés en los estudiantes al ver lo que ocurria. La disposicion de buscar
nuevas formas de resolver el problema con ayuda del applet fue mas
vehemente al mostrado en papel-y-lapiz.



112 Mayo & Xolocotzin—El applet como recurso para la reflexién

Para concluir, nos gustaria enfatizar que el estudio reportado ofrece datos
empiricos que demuestran el potencial de la ADD como herramienta tedrica
para explicar la manera en la que las herramientas representacionales del
SGD pueden estimular el desarrollo del pensamiento matematico de
profesores en formacion. Esto es importante porque las propuestas didacticas
y tecnoldgicas para la ensefianza de las matematicas sélo pueden tener éxito
si se sostienen en marcos tedricos que, como la ADD, tienen la capacidad de
explicar la complejidad del pensamiento matematico en la préctica.
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