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Introduccion

Con este trabajo, queremos explicar, en primer lugar, el
origen del interés especial de los autores por la nocion de
aproximacion, como un aspecto epistemolégico fuerte de
la matematica y su relacion con el calculo. Este interés
tiene sus raices en la preocupacion del grupo por las difi-
cultades y los frecuentes fracasos que presentan los estu-
diantes universitarios, especificamente los estudiantes para
profesores de matematicas, cuando se enfrentan al apren-
dizaje del célculo diferencial.

Para abordar la problematica en primer lugar damos cuenta
del porqué consideramos a la aproximacion como nociéon
fundamental del calculo y porqué es fundamental en las
matematicas. En segundo lugar describimos, a manera de
resumen, nuestra propuesta de trabajo con las ideas mas
importantes que la articulan.

La aproximacion una nocion
fundamental en el calculo diferencial

El calculo como eslabén del anilisis, es un dominio cu-
yas entidades de base, nimeros reales, funcién limite, y
sus técnicas, son bastantes complejas por si mismas. Al
respecto diferentes investigaciones (Cornu 1991.
Sierpinska, 1985, Artigue 1993), muestran las dificulta-
des fuertes y persistentes que encuentran los estudiantes
en el aprendizaje del calculo. Del analisis de estos resulta-
dos se deduce que tienen origenes diversos pero se impli-
can y refuerzan mutuamente constituyendo una red com-
pleja dificil de organizar en categorfas independientes

(Artigue, 1998).
Un resumen apretado de la dificultades categorizadas por

Artigue permite sefialar que se encuentran ligadas a la
complejidad matematica de los objetos basicos del cam-

CURSOS Y TALLERES

po conceptual del calculo, nimeros reales, funciones y
sucesiones, limite, a sus técnicas y a la ruptura necesaria
entre los modos caracteristicos del pensamiento algebraico.
(Artigue, 1998).

Con base en estos resultados sin lugar a dudas se puede
afirmar que al calculo se puede llegar después de consu-
mar un largo proceso el cual se caracterice por la cons-
truccion de un nicho ecolégico donde el estudiante desa-
rrolle practicas significativas y prototipicas de los modos
de pensamiento y de las técnicas que fundamentan el cam-

po.

La historia de gestacion de las nociones basicas del calcu-
lo muestra como los problemas constitutivos de su gesta-
cién como campo conceptual se encuentran en torno a
los problemas de variacién y aproximacion. La medicién
del cambio relativo en intervalos grandes a la medicion
del cambio relativo en un instante involucra procesos de
aproximaciones sucesivas, procesos infinitos, puesto que
se requiere que dos cambios cercanos al punto donde se
quiere medir el cambio instantaneo sean los suficiente-
mente proximos. El comportamiento tendencial del pro-
ceso de aproximacion mide el cambio instantaneo. El pro-
ceso comienza a preparar de manera significativa la con-
cepcién de limite como proceso.

Atn la representacion geométrica para medir el cambio
instantaneo, a través de la pendiente de la familia de se-
cantes, se logra a través de un proceso de aproximacion
para reemplazar en las proximidades del punto de con-
tacto a la curva la secante por una tangente. Por su parte
el valor de la derivada en un punto cualquiera de una
funcién se obtiene al aproximarla a la funcién lineal de-
terminada por el punto y cuya pendiente es el valor de la
derivada en el punto. En consecuencia, las expresiones
analiticas que expresan los conceptos de limite y derivada
representan procesos de aproximacion.
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Pero la aproximacién no solo se encuentra involucrada
en los conceptos de limite y derivada, es parte consustan-
cial de otro de los objetos asociados al calculo, los nume-
ros reales. Para nadie es desconocido que un nimero real
es a veces descrito por una secuencia infinita az de aproxi-
maciones, en el cual el valor de a es dado por el valor az,
con un considerable grado de precision si se escoge el
indice # suficientemente grande. La lista de valores an
encierra un margen de error, el cual es controlado por el
tamano de #z, en tanto si este se toma suficientemente
grande las diferencias entre @y a7, son cada vez menores,
es decir cada vez estan mas cerca el uno del otro.

La aproximacion, nocion
fundamental de las matematicas

Cantoral (1997), sefiala que la nocién de aproximacion es
consustancial a las matematicas, y que se encuentra im-
presa en los pliegues mas ocultos de la naturaleza de sus
métodos. En dominios aritméticos como el algoritmo de
la division y la extraccion de raices (cuadradas, cubicas)
se pueden catalogar como procesos de aproximacion. De
igual manera en el algebra, la busqueda de soluciones de
ecuaciones no lineales exige recurrir a métodos de aproxi-
maciones En la geometria, el calculo de areas de superfi-
cies y de volumenes de sélidos utiliza métodos de aproxi-
macion (integral). La medicion de magnitudes, exige el
uso de procesos de aproximacién mediatizados por los
instrumentos.

De otro lado, la necesidad de modelar matematicamente
fenémenos de la ciencias conllevé a la exigencia de crear
métodos para buscar soluciones a problemas que no po-
dian ser resueltos por métodos analiticos exactos. Esta
necesidad surgi6é en el reconocimiento de que la mayoria
de los problemas de las ciencias no pueden ser modela-
dos por ecuaciones analiticas lineales, lo que di6 lugar a
la creacién de métodos numéricos sistematicos. La no-
cién fuerte que subyace en estos métodos es la de aproxi-
macion, estos métodos encuentran su fundamento con-
ceptual en el area del andlisis denominada Andlisis Nu-
mérico.

En el momento actual, el hacer matematico se enriquece
con la incorporacién de una herramienta como el com-
putador, lo que implica reconocer que se vuelve a otorgar
un gran valor a las exploraciones numéricas. Ademas, este
hacer cuestiona el valor que se le ha asignado a la de-

Valledupar , 5 al 7 de octubre de 2000

mostracion como unico criterio de validez para organizar a
la matematica como cuerpo axiomatico y coloca de presente
la importancia de la prueba elaborada con base en argumen-
tos numéricos que actian a manera de demostracion.

Este nuevo hacer matematico posea caracteristicas pro-
pias que contravierten los haceres tradicionales con que
se han identificado a las matematicas. En este hacer, el
objeto matematico se genera mediante un proceso local,
desde el cual se constituye paso a paso el objeto. La cons-
truccion se sucede por reglas algoritmicas que actian
desde lo local para alcanzar la globalidad; las reglas ac-
than sobre signos carentes en principio de significado o
referencial (Lorenzo, 1997), lo Gnico que se exige de es-
tas reglas es que sean comprensibles. Estas caracterfsti-
cas del hacer computacional pone en cuestiéon dialécticas
epistemologicas fuertes sobre cuestiones relativas al ca-
racter exclusivamente demostrativo del conocimiento
matematico. Una nocién fuerte al interior de este hace lo
constituye la aproximacion.

En si mismo, la aceptacion de métodos de aproximacion
como parte consustancial de los métodos matematicos
enfrenta un obstaculo epistemolégico fuerte cuando se
ha estructurado a través del aprendizaje de las matemati-
cas, una concepcion de conocimiento matematico como
garante de la exactitud.

Los argumentos anteriores nos han llevado a establecer
los siguientes interrogantes: ¢Es posible construir vias de
acceso cognoscitivas, temprana y didacticamente a la
aproximacién en los estudiantes de la educacion Basica?,
¢Cuales son las situaciones de la ensefanza y de aprendi-
zaje de las matematicas en la educacion basica en las que
es pertinente trabajar con técnicas de aproximacionr.

Elementos conceptuales, técnicos y registros
de representacion de la aproximacion

Los métodos de aproximacién se caracterizan por ser
métodos iterativos y/o recursivos, es decir su fundamen-
to es una secuencia finita de reglas operativas en las cua-
les se repiten un numero dado de pasos tomando como
sus datos de entrada aquellos obtenidos por el mismo
para encontrar el siguiente dato (Cantoral, Reséndiz, 1997).
La bisqueda de la exactitud en procesos de aproxima-
cién genera procesos infinitos; estos, se tornan finitos al
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decidir mediante un juicio cuando han de parar. La vali-
dez de este juicio reside en definir qué cantidad de cifras
significativas se requieren o qué cantidades se definen
como despreciables. La solucion que emerge de tornar
finito un proceso infinito es sélo una aproximaciéon al
posible valor verdadero, puesto que se presenta un frunca-
miento del proceso infinito. Aparece el error como otras
de los elementos conceptuales asociados a la aproxima-
cion.

Los valores obtenidos como solucion, con los métodos
de aproximacién, generan una lista de nimeros, casi siem-
pre reales, con un orden definido que pueden considerar-
se sucesiones en donde cada término es una aproxima-
ci6n al valor verdadero. Las técnicas de aproximacion se
pueden clasificar en cerradas y abiertas: son cerradas aque-
llas técnicas que usan intervalos y generan aproximacio-
nes convergentes. Se llaman abiertas o de intervalo por-
que se necesita establecer dos valores iniciales que enca-
jonan el valor verdadero que se busca, el encajonamiento
es iterativo y recursivo. Los registros de representacion
pueden ser: sélo expresiones numéricas, (calculo de las
raices y de cocientes), registros graficos y analiticos. Las
técnicas mas conocidas son la biseccion y la regla falsa.

Las técnicas abiertas se basan en formulas y fundamen-
talmente se utilizan para calcular las raices de ecuaciones
polinémicas no lineales o trascendentes. Se basan en for-
mulas que requieren de un solo valor de x o de un par de
valores que no necesariamente contienen a la rafz. Algu-
nas veces el proceso diverge del valor verdadero, pero
cuando convergen lo hacen mas rapidamente que las téc-
nicas cerradas.

De estas técnicas las mas conocidas son: iteracion de punto
fijo, Newton- Raphson y método de la secante. Los regis-
tros que utilizan estas técnicas combinan registros anali-
ticos, geométricos y numéricos.

Las técnicas de aproximacion,
medicion y estimacion, cuando

En este apartado, tal como lo enunciamos al inicio, desta-
caremos los aspectos esenciales que determinan las posi-
bilidades de introducir tempranamente en la educacion
basica la aproximacion. Estas orientaciones solo preten-
der ofrecer a los profesores los referentes necesarios para
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diseflar unidades didacticas en funcién de las practicas
institucionales y las caracteristicas de los alumnos.

Tal como hemos sefalado, el primer referente para intro-
ducir la aproximacién en los disefios curriculares de la
educacion Basica esta asociado a la concepcién
epistemolégica del conocimiento matematico que sustenta
el disefio. Ya es completamente aceptado por la comuni-
dad de educadores matematicos las implicaciones entre
concepciones epistemoldgicas de las matematicas y los
disefios curriculares. En particular la concepcion que ronda
en nuestra educaciéon de la matematica como ciencia de la
exactitud, de la objetividad, se convierte en un obsticulo
epistemologico para eventualmente aceptar a la aproxi-
macién como un nucleo epistémico del curriculo.

La aproximacion se inscribe en la concepcion de las ma-
tematicas como una construccién humana, concepcion
donde la invencion de sus objetos se logra a través de la
negociacion social y favorece la aceptacion de la falibili-
dad. Desde este enfoque es posible modificar los trata-
mientos tradicionales con que se ha presentado la ense-
flanza de la medida de magnitudes, privilegiando la exac-
titud atn en la medicién que se efectia con instrumentos
y en la medicion indirecta, areas, volimenes. Por el con-
trario, es posible disefiar situaciones de aprendizaje en las
cuales se discuta, se argumente sobre los resultados obte-
nidos de un proceso de medicién, el caracter aproximati-
vo de diferentes mediciones, los posibles errores, y la exac-
titud.

Los procesos algoritmicos iterativos, se presentan tem-
pranamente en la educacion primaria, con el algoritmo de
la division, puede acercar a los estudiantes a procesos de
aproximacion por exceso y por defecto. De igual manera,
el calculo de raices no exactas debe ser también una acti-
vidad de aprendizaje.

En Geometria la relacion entre area y perimetro de figu-
ras cuyos lados crecen o decrecen de acuerdo a una regla
(.. la longitud de un lado es la mitad del anterior...) generan
sucesiones de aproximacion.

El aprendizaje de sistemas notacionales numéricos como
los decimales es un buen pretexto para construir proce-
sos de aproximacion a los nimeros reales.

En algebra la solucion de ecuaciones no lineales es un buen
motivo para introducir las técnicas de aproximacion.
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Como

Tal como le enunciamos en parrafos anteriores, la intro-
duccién de la aproximacion en el curriculo exige estable-
cer la conexion entre las matematicas y las ciencias expe-
rimentales en donde la modelaciéon de situaciones pro-
blematicas de las ciencias sea uno de los fundamentos.

La calculadora (numérica y grafica), ya sea usada como
instrumentos de exploracion, en el sentido de que permi-
te discutir sobre cuestiones como la exactitud, la preci-
sion, el error de notaciones decimales; o cuando se usa
para ver algo nuevo, es decir, construir aproximaciones; o
para establecer las relaciones estructurales de una cierta
fenomenologia (ajuste de curvas) se constituye en la he-
rramienta basica para el tratamiento de la aproximacion
en la educacion basica. Hay que propiciar la aceptacion
de la argumentacion y las inferencias inductivas que los
estudiantes realizan informalmente como criterio de vali-
dacion que estructuran la prueba en la construccion paso
a paso del objeto matematico.
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UNA MIRADA A LA PROPORCIONALIDAD
EN LOS TEXTOS ESCOLARES DE MATEMATICAS

Edgar Alberto Guacaneme Suarez
«una empresa docente»
UNIVERSIDAD DE LOS ANDES

Como lo resenan diversas investigaciones, el libro de tex-
to de matematicas, concebido como instrumento asocia-
do a la comunicacion de saberes matematicos, es el recur-
so mayoritariamente usado por los profesores.
Especificamente, el TIMSS (Tercer Estudio Internacio-
nal en Ciencias y Matematicas) muestra que el texto es
utilizado para decidir qué temas ensefiar y como ensefar-
los, asi como para determinar cudles ejercicios y proble-
mas solucionar. Esta posicion privilegiada del texto, con-
duce indudablemente al reconocimiento de la necesidad
de convertitlo en objeto de estudio didactico, y, en consecuen-
cia, de aprendizaje didactico.

Una vez reconocido el texto escolar como vital objeto de
estudio, es necesario admitir la existencia de multiples

actividades de indagacién en torno del mismo; éstas
involucran aspectos tan generales como el papel que el
texto escolar de matematicas juega al interior de un curri-
culo, o, aspectos tan particulares como la cantidad y va-
riedad de representaciones de un mismo concepto utili-
zadas en su comunicacién. De entre las multiples activi-
dades de indagacion en torno del texto escolar de mate-
maticas, hemos seleccionado para el desarrollo del taller
una de ellas. Esta tiene que ver con el estudio de la es-
tructura tematica de las unidades que abordan temas
matematicos relativos a la proporcionalidad.

Para estudiar dicha estructura, hemos construido una es-

trategia que permite, cuando menos, lograr una vision
general de los contenidos implicados en una unidad te-
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