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RESUMEN

El objetivo de este estudio es identificar el nivel de éxito y las estrategias usadas por estudiantes de Educacién
Primaria al resolver problemas de grupos multiples con fracciones. Los participantes fueron 149 alumnos desde 1°
hasta 6° curso de Educaciéon Primaria. El instrumento de recogida de datos fue un cuestionario con cuatro
problemas: dos de divisién-medida y dos de divisiéon reparto, que se adaptaron para cada uno de los niveles
educativos. Los resultados muestran que los alumnos del primer ciclo tienen mayor éxito en los problemas de
division-medida; en el segundo ciclo se obtiene el mismo nivel de éxito en ambos tipos de problemas; y, en el
ultimo ciclo, mas nivel de éxito en los problemas de reparto. Asimismo, las estrategias mas utilizadas en los
problemas de divisién-medida fueron las multiplicativas y el modelaje directo; y en los de reparto las estrategias
mas empleadas fueron la coordinacién aditiva y multiplicativa. Ademas, los estudiantes de los primeros niveles
presentan mas variedad de estrategias que los de los niveles superiores.

Palabras clave: division-medida; division reparto; educacién primaria; estrategias; fracciones; niveles de éxito;
problemas de grupos multiples.

Problem solving strategies of partitive and measurement division used by
students of Primary Education

ABSTRACT

The main objective of this study is to examine the strategies employed by primary school students when solving
problems of measurement division and partitive division with fractions. The participants were 149 students from 15t
to 6 grade of Primary Education. The data collection instrument was a questionnaire with four problems: two of
measurement division and two of partitive division, which were adapted for each of the educational levels. The
results show that students in the first cycle are more successful in the problems of measurement division; in the
second cycle, the same success is obtained in both types of problems; and, in the third cycle, students achieve more
success in the partitive division. In the same way, the most used strategies in the measurement division problems
were the multiplicative ones and direct modeling; while in the partitive division the most used strategies were the
additive and multiplicative coordination. In addition, students from the first levels have more variety of strategies
than those of the higher levels.

Keywords: fractions; levels of success; measurement division; partitive division; primary education; problems of
multiple groups; strategies.
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1. Introduccion

Un momento decisivo en el proceso de ensefianza-aprendizaje de las matematicas en Educacion
Primaria se presenta con la introduccién de los nimeros racionales, en particular, las fracciones. La
importancia de desarrollar introducir las fracciones, los nUmeros decimales, los porcentajes, la razén y
la proporcién de manera relacionada se debe a que forman una estructura que comparte ciertos
aspectos matematicos y psicolégicos (Llinares, 2003). Por ello, cabe resaltar la relevancia del aprendizaje
de las fracciones para su uso en los diferentes contextos cotidianos, como por ejemplo en la aplicacién
de repartos, asi como la necesidad de estudiar las fracciones para preparar y ayudar a los alumnos a
comprender, posteriormente, los contenidos algebraicos. Si los alumnos comprenden la aritmética, en
las siguientes etapas seran capaces de solucionar problemas y generar ideas en torno al algebra.

La dificultad para aprender fracciones es reconocida internacionalmente. Estudios recientes sefialan que
la ensefianza centrada en las relaciones entre las cantidades y en el desarrollo de la comprension de los
estudiantes acerca de las fracciones y los decimales, ayuda a los estudiantes a ver las “fracciones
conectadas con otras cosas que saben sobre el nimero y las operaciones. De esta manera, el aprendizaje
de las fracciones construye la comprensién de los estudiantes como un todo integrado y los prepara
para el aprendizaje futuro” (Empson y Levi, 2011, p. 19).

El aprendizaje de las fracciones es considerado un requisito previo para el estudio del algebra en
Educacion Secundaria Obligatoria, ya que ofrece a los estudiantes la oportunidad de explorar las
relaciones matematicas que constituyen las relaciones basicas en algebra. Estas relaciones se reflejan en
ciertas operaciones como la adicion, sustraccion, multiplicacion y divisién, las cuales funcionan tanto en
el dlgebra como en la aritmética (Empson y Levi, 2011).

Para lograr dicha finalidad, en el presente estudio se introduciradn las fracciones a los estudiantes
mediante la resolucién de problemas, con el objetivo de conocer si los estudiantes de diferentes niveles
son capaces de resolver problemas de grupos multiples, donde comienzan a aparecer fracciones o bien
en el enunciado o bien en la incégnita, haciendo uso del pensamiento relacional u otras estrategias. De
este modo, se trata la dificultad que presentan los discentes en la resolucién de problemas de division-
medida en los diferentes cursos de Educacidon Primaria. Algunos estudiantes pueden resolver una
variedad de problemas utilizando el modelaje directo, procedimientos de conteo, agrupamiento y
estrategias basadas en la adicion y sustraccion.

Los estudiantes que no conocen el algoritmo de la division son capaces de resolver problemas de
division-medida mejor que aquellos que ya han trabajado el algoritmo en la escuela (Li y Silver, 2000),
como muestra la investigacién realizada por Downtown (2009) con nimeros naturales. Sin embargo,
nuestro estudio se focaliza en la resolucién de problemas de divisidén-medida con fracciones, por lo que
presenta cierto grado de originalidad al no haberse realizado ninguna investigacién de este tipo hasta
el momento.

Cabe afiadir la importancia de este fin, ya que se fundamenta en el curriculum de Educacién Primaria
(Decreto 88/2017) y en los estudios de diversos autores realizados acerca de los problemas de estructura
multiplicativa y pensamiento relacional (Downton, 2009; Empson, Levi y Carpenter, 2011; Napaphun,
2012). Ademas, es cierto que el desarrollo de la competencia de los estudiantes para resolver problemas
matematicos ha sido considerado como un objetivo importante del plan de estudios de las matematicas
en la escuela (Consejo Nacional de Maestros de Matematicas (NTCM), 1980, 1989, 2000; citado en Silver,
2000, p.233). Por tanto, el objetivo de esta investigacion es identificar el nivel de éxito y las estrategias
usadas por estudiantes de Educacion Primaria al resolver problemas de grupos multiples con fracciones.
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2. Marco tedrico
2.1.Problemas de estructura multiplicativa: problemas de grupos miuiltiples

Los problemas aritméticos basicos que presentan una relacion multiplicativa entre las cantidades de una
situacion determinada se denominan problemas de estructura multiplicativa. En los problemas de
estructura multiplicativa se puede modificar el tamafio de los niUmeros, el tema o el contexto, pero nunca
se podra variar la estructura elemental subyacente a las acciones, ni tampoco a las relaciones existentes.
En los estudios de didactica de la matematica se reconocen al menos tres tipos de problemas o
situaciones que implican sélo una operacion multiplicativa: situaciones de razén o proporcionalidad
(isomorfismo de medidas), las situaciones de comparacién (producto escalar o factor multiplicador), y
las situaciones de combinatoria (producto de medidas o producto cartesiano) (Vergnaud, 1983).

Las situaciones de razdn o proporcionalidad son aquellas situaciones en las que existe una relacion
proporcional entre dos magnitudes. El esquema de proporcionalidad se particulariza porque uno de los
términos implicados es uno: la razon es referida a la unidad. En cuanto a las situaciones de comparacion,
factor multiplicador o producto escalar, son aquellas situaciones en la que se establecen relaciones
multiplicativas entre objetos o eventos a través de la amplificacién o reduccién de una misma magnitud,
mediante un escalar o cuantificador. Por ultimo, las situaciones de combinatoria o producto cartesiano
son aquellas situaciones en las que se realiza el producto cartesiano entre dos magnitudes o conjuntos
para obtener un tercero (Vergnaud, 1997).

Esta investigacidn se centrara en los problemas de proporcionalidad simple, en particular, los problemas
de grupos multiples. Este tipo de problemas estan relacionados con situaciones donde una cierta
cantidad se repite un niumero concreto de veces. Las situaciones donde se detecta proporcionalidad
simple son caracterizadas por la presencia de tres ndmeros, siendo uno de ellos la incognita del
problema planteado. En estos problemas se obtienen tres subtipos de problemas atendiendo al lugar
gue ocupa su incognita. La incdgnita puede ser el total de objetos, el nUmero de objetos en cada grupo,
o el nimero de grupos, dando lugar a los problemas de multiplicacion, division reparto y division-
medida. En los problemas de multiplicacién la incégnita es el total de objetos, en los problemas de
division reparto la incégnita es el nUmero de objetos en cada grupo, y en los problemas de division-
medida la incégnita es el nimero de grupos.

Los problemas de grupos multiples son problemas verbales de multiplicacién y division que involucran
un ndmero entero de grupos, con una cantidad fraccionaria en cada grupo. En estos problemas la
cantidad fraccionaria puede presentarse en una de las cantidades que nos aporta el enunciado, o bien,
en la incdgnita planteada (Empson y Levi, 2011). Los problemas de grupos multiples mas sencillos solo
involucran la fraccién unitaria. En la Tabla 1 se presentan tres ejemplos de problemas de grupos
multiples.

Los problemas de grupos multiples ayudan a los estudiantes a reforzar y ampliar su comprensién de las
fracciones en términos de relacién matematica, la cual es fundamental para comprender posteriormente
la equivalencia y para operar con fracciones. Por lo tanto, estos problemas se pueden usar para
consolidar la comprensidn de los estudiantes acerca de las fracciones y para introducirlos en su calculo.
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Tabla 1. Problemas de multiplicacion, division reparto y division-medida en grupos multiples
N° de Cantidad por
grupos grupo

Tipo de problema Total Ecuacion

Multiplicacion
Se necesitan pasteles de chocolate para que
merienden 12 nifios. Si cada nifio quiere comer % 12 3/4 incognita  12x3/4=c
de pastel, jcuantos pasteles de chocolate y vainilla
se necesitaran?

Division reparto
12 nifios han compartido 9 pasteles de chocolate
y vainilla para merendar. Si todos los nifios quieren 9 incognita 12 9xc=12
comer la misma cantidad de pastel. ;Cuanta
cantidad de pastel debera comer cada uno?
Divisién-medida

Si se tienen 9 pasteles de chocolate y vainilla para
merendar. ;Cuantos nifios podrdn merendar, si
cada nifio va a comer % de pastel?

incognita 3/4 9 cx3/4=9

Previamente al trabajo con problemas de grupos mdltiples se deben identificar cuales son las cantidades
gue se conocen y las que se desconocen en cada problema y, ademas, saber plantear una ecuacién que
represente el problema, haciendo uso de las cantidades del problema. Para resolver este tipo de
problemas, los alumnos deben tener un conocimiento bésico del significado de fraccién como parte-
todo, y este concepto se debe introducir de forma progresiva para facilitar la comprensién del
significado y de las relaciones entre las cantidades que la forman. Algunas de las cuestiones a tratar a lo
largo de la etapa de Educacién Primaria son: introducir el simbolo de fraccion a/b; identificar las partes
de una fraccion (a/b): numerador (a), y el denominador (b); relacionar la fraccidon con su representacion
grafica; establecer fracciones equivalentes; comparar fracciones; operar con fracciones; etcétera.
Después de aprender a representar una fraccién de distintas formas se podra empezar a trabajar con
problemas de grupos multiples, ya que los estudiantes conoceran las nociones mas basicas de las
fracciones.

2.2.Estrategias de resoluciéon de problemas

Segun Empson y Levi (2011), la evolucién de las estrategias en los estudiantes parece que sigue un
patron predecible. La caracteristica mas relevante de este patrén esta vinculada al modo en que los
estudiantes relacionan las dos cantidades en el problema.

A continuacion, presentamos las estrategias de resolucion de los problemas de division reparto y
divisién-medida.

Estrategias para la resolucién de los problemas de division reparto

Las principales estrategias para la resoluciéon de los problemas de division reparto son: las estrategias
no-anticipatorias (non-anticipatory sharing), como las subdivisiones y las pruebas de ensayo-error; y las
estrategias anticipatorias, como la coordinacién aditiva, la coordinacién multiplicativa y ratio strategies.

e Estrategias no—-anticipatorias (non-anticipatory sharing)

Estas estrategias son las que usan los estudiantes cuando todavia no han comenzado a plantearse cémo
van a repartir el todo equitativamente y de manera completa. Entre los distintos tipos de estrategias no-
anticipatorias se encuentra la realizacion de subdivisiones, de forma equitativa.

Dicha estrategia consiste en la subdivisién de la unidad en mitades, cuando la cantidad a repartir es
menor que el ndmero de grupos, hasta llegar al final. Este tipo de estrategia no-anticipatoria la utilizan
los alumnos para comenzar a resolver el problema, pero sin llegar a pensar cdmo deben repartir el
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ndmero de objetos entre los grupos a compartir. En el Figura 1 se muestra un ejemplo de un problema
de divisién reparto resuelto mediante este tipo de estrategia.

Problema Respuesta
6 amigos en el parque querian compartir 4 lVJL}@‘H o
pasteles de fresa, si todos querian comer la { JUS'I LE'QT | E"_:;].i
. . . . ' U o |0l C —
misma cantidad. ; Cudnta cantidad de pastel —
comera cada nifio? ~
==

Figura 1. Estrategia no-anticipatoria (non-anticipatory sharing)

El estudiante pretende dividir en dos mitades cada pastel de fresa para repartir entre los seis nifios. De
este modo, cada nifo comeria medio pastel quedando como resto un pastel. El pastel restante lo
subdivide en seis partes no equitativas.

Otra estrategia del tipo no-anticipatoria es la estrategia de ensayo-error, que como su propio nombre
indica, es una estrategia no-anticipatoria en la cual los estudiantes realizan distintas pruebas y calculos
para procurar obtener la solucion del problema.

e Estrategias anticipatorias
Entre este tipo de estrategias se encuentran las estrategias de coordinacién aditiva y las estrategias de
coordinacion multiplicativa.

Dentro de las estrategias de coordinacidn aditiva se diferencia, la estrategia anticipatoria de coordinacién
aditiva mds directa de repartir item a item (sharing one item at a time) y la estrategia anticipatoria de
coordinacion aditiva de nivel intermedio (sharing groups of items).

La estrategia anticipatoria de coordinacién aditiva, sharing one item at a time, es la que utilizan los
discentes cuando reparten cada unidad. Esta estrategia se usa para comenzar a repartir las cantidades
del objeto que son semejantes entre los grupos a repartir. De este modo, se repite sucesivamente la
operacion hasta conseguir una distribucién exhaustiva y equitativa. En la Figura 2, se ejemplifica la
estrategia de coordinacion aditiva.

Problema Respuesta
6 amigos en el parque querian compartir 4
pasteles de fresa, si todos querian comer la I
misma cantidad. ; Cudnta cantidad de pastel 1{
comerd cada nifio?

g

Figura 2. Estrategia anticipatoria: coordinacion aditiva: repartiendo un item cada vez (sharing one item
at a time)

Como se puede contemplar en la Figura 2, en la estrategia anticipatoria de coordinaciéon aditiva mds
directa de repartir item a item los estudiantes reparten cada uno de los pasteles entre las personas que
van a compartir (reparto de grupos de objetos), es decir, dividen cada pastel en seis partes (1/6), nimero
de personas que van a repartirse los pasteles, de tal forma que cada individuo conseguira 4/6 (2/3) de
pastel.

Otra estrategia de coordinacion aditiva es la estrategia anticipatoria de coordinacién aditiva de nivel
intermedio (sharing groups of items), la cual consiste en el reparto de grupos de objetos. Los alumnos,
que estan aprendiendo a repartir grupos iguales, coordinan el nimero de partes que ellos quieren hacer
con el nimero de partes que deben repartir.
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Por lo que atiende a las estrategias de coordinacion multiplicativa (multiplicative coordination), cabe
sefialar que se desarrollan dos subtipos: la estrategia de coordinacién multiplicativa y ratio strategies.
La estrategia de coordinacion multiplicativa muestra como los estudiantes capaces de dominar esta
estrategia han evolucionado respecto a las anteriores técnicas, ya que se trata de una estrategia mental
donde se simplifica el proceso de resolucion.

Para dar respuesta al problema que hemos planteado, los estudiantes que usan esta estrategia de
coordinacion multiplicativa, no necesitan representar graficamente el problema, porque entienden que
4 es la cantidad de objetos y 6 son las personas a las que han de repartir los objetos. Por tanto, 4 pasteles
entre 6 personas, significa repartir 4/6 de pastel para cada uno.

Mientras que la estrategia multiplicativa menos comun es, la estrategia ratio strategies. Esta estrategia
resuelve la situacién reduciendo la fraccién en partes mas pequefias con la finalidad de simplificar las
cantidades con las que se va a trabajar. Por ejemplo, en la Figura 3, el estudiante reduce la fraccion
planteada (4/6), con el objetivo de simplificar y trabajar con cantidades mas sencillas. En este problema,
se reduciria la fraccion 4/6 a 2/3, es decir, tres personas han de compartir dos pasteles. Por tanto, cada
nifo comeria 2/3 de pastel.

Problema Respuesta
6 amigos en el parque querian compartir 4
pasteles de fresa, si todos querian comer la
misma cantidad. ;Cudnta cantidad de pastel
comerd cada nifo?

Figura 3. Estrategia anticipatoria: ratio strategies (Repeated Halving y Factors)

Estrategias para la resolucién de los problemas de division-medida

Entre las estrategias de resolucion de problemas de divisidn-medida se encuentran: la estrategia de
modelaje directo, de adicion repetida, de agrupamiento y combinacién, y la estrategia multiplicativa.

e Estrategias de modelaje directo (direct modeling) y adicion repetida (repeated addition)

En cuanto al modelaje directo y la adicidn repetida son estrategias mas sencillas. Cuando los estudiantes
usan este tipo de estrategias, suelen representar todas las cantidades del problema y cuentan o afiaden
(en excepciones, restan) para representar la respuesta final. Cuando los estudiantes hacen uso del
modelaje directo, los estudiantes suelen representar en primer lugar todas las cantidades del problema
mediante dibujos o figuras. Una vez representadas, proceden a dividirlas en partes y, por ultimo,
relacionan la fraccion con las partes de cada figura.

El caso de la estrategia adicion repetida es muy similar a la anterior, aunque se distinguen porque en el
caso de la adicion repetida se representan las relaciones de las fracciones con simbolos en lugar de con

dibujos o figuras.

En la Figura 4 se muestra la resolucién del problema mediante ambas estrategias.
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Problema Respuesta

Laura tiene 10 bocadillos y medio de
jamon y queso. Si cada nifio necesita
3/8 de bocadillo para merendar,
Jcudntos ninos podran compartir los
bocadlillos

Figura 4. Estrategias de modelacién directa y adicidn repetida (direct modeling y repeated addition)

En la estrategia de modelaje directo, la estudiante dibuja 10 2 en forma de rectangulos. Posteriormente,
divide cada rectangulo en ocho partes y marca 3/8 en cada rectangulo. El Gltimo paso que realiza es
dividir el segmento restante en 4 partes iguales. Esta alumna ha establecido dos relaciones basicas. Ella
comprende que 1=1/8 + 1/8 + 1/8 + 1/8 + 1/8 + 1/8 + 1/8 + 1/8 y que 1/8 + 1/8 + 1/8 = 3/8.

Sin embargo, en la estrategia de adicién repetida, los estudiantes representan cada objeto
individualmente, pero como sumandos individuales en lugar de agrupaciones de octavos, de tal forma
que se afiaden repetidamente 3/8 hasta que se alcanzan 10 "-.

e Estrategia de agrupamiento y combinacion (grouping and combining strategies)

Los alumnos a través de esta estrategia buscan unidades fraccionarias con el objetivo de agruparlas y
formar nimeros o partes enteras. Gracias a la utilizacion de dicha estrategia no es necesario representar
todas las cantidades del enunciado. A través de la estrategia de agrupamiento y combinacién se mejora
la habilidad de agrupar y contar grupos de fracciones que involucran cantidades mas “asequibles”
(suelen ser niUmeros enteros). Mediante esta estrategia se resuelven y discuten problemas de grupos
multiples; los estudiantes logran de forma mas efectiva llegar a la solucidn del problema. La estrategia
de agrupamiento y combinacién suele aplicarse con cantidades enteras.

Por ejemplo, en la Figura 5, el estudiante identifica que 4 veces ¥ equivale a 3 tazas, y después hace
grupos de 4 hasta que agota el nUmero de pasteles que tenia que hacer (20) obteniendo como resultado
15 tazas.

Problema Respuesta
Para hacer un pastel se necesitan 3/4 240
de taza de azucar. Para hacer 20 TR

pasteles, ;cuantas tazas de azucar se
necesitan?

= _3 % a(_upg

Figura 5. Estrategia de agrupacion y combinacién (grouping and combining strategies)
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e  Estrategia multiplicativa (multiplicative strategies)

Dicha estrategia es la mas sofisticada para la resolucién de problemas de grupos multiples. Los
estudiantes pasan del pensamiento aditivo en el que agrupan y cuentan, al pensamiento multiplicativo.
A través del cual, se forman grupos que presentan una relacion multiplicativa entre ellos, mas alla de
usar el doble y dividir en mitades.

Por ejemplo, en la Figura 6 se evidencia la resolucion del problema planteado a través de esta estrategia.
Como se puede observar, el estudiante identifica que cada 2 dias el gato come 3 tazas de pienso, y
posteriormente identifica la relacion multiplicativa entre 12 tazas = 3 tazas x 4 y aplica esta relacion
multiplicativa a los dias 2 x 4 = 8 dias.

Problema Respuesta

Luis tiene 12 tazas de pienso. Si su
gato se come una racion y media al
dia, ;cuantos dias podra alimentar a
su gato?

Figura 6. Estrategias de resolucién de problemas de divisién-medida (multiplicative strategies)

En definitiva, se puede contemplar cémo los estudiantes se inician en el pensamiento aditivo, superan
la combinacion y el conteo de grupos, hasta alcanzar el pensamiento multiplicativo.

El objetivo de esta investigacion se particulariza en las siguientes preguntas de investigacion:
e ;Cual es el nivel de éxito de los estudiantes de Educacién Primaria (6-12 afos) cuando resuelven
problemas division-medida y divisién reparto con fracciones?

e ;Qué estrategias usan los estudiantes de Educacion Primaria (6-12 afios) cuando resuelven
problemas division-medida y divisién reparto con fracciones?

3. Método

3.1. Participantes

Los participantes de este estudio fueron 149 estudiantes de un centro educativo publico de Educacion
Primaria de la provincia de Alicante. La Tabla 2 muestra la distribucion de los participantes por curso.

Tabla 2. Distribucion de los estudiantes por curso

Curso

(Ed. 1.2 2° 3° 4° 5° 6.° Total
Primaria)

Numero

de 24 23 26 24 28 24 149
estudiantes
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Durante el periodo de recogida de datos, curso escolar 2018/2019, cada curso estaba dividido en dos
grupos con diferentes tutores. Se selecciond un grupo al azar de cada curso para la aplicacion del
instrumento.

3.2. Instrumento de recogida de datos

Para la recogida de datos se dised un cuestionario con cuatro problemas de estructura multiplicativa
(f(x) = ax con a # 0) para cada uno de los ciclos de Educacién Primaria: 1¢" ciclo (1° y 2° curso), 2° ciclo
(3°y 4° curso) y 3% ciclo (5° y 6° curso). Cada cuestionario incluia dos problemas de division-medida y
dos de divisién reparto. En los distintos ciclos se mantuvieron los contextos de los problemas para
comprobar las estrategias empleadas por los estudiantes, modificando Unicamente las cantidades
numéricas. En los problemas aparecian fracciones en el enunciado o en la incognita del problema
planteado. La Tabla 3 muestra los problemas disefiados para el primer ciclo.

Tabla 3. Problemas del cuestionario disefiados para el primer ciclo de Educacién Primaria
N° de Cantidad

Total Problema Tipo
grupos  por grupo
2 nifios quieren compartir 5 magdalenas. Si Problema
o 2 X 5 cada nifio quiere tener la misma cantidad de “magdalenas”
Division magdalena, jcuanto le toca a cada nifio? (DPT)
reparto
(DP) 3 nifias quieren compartir 10 chocolatinas. Pero Problema
3 X 10 todas las nifias quieren tener la misma cantidad,  "chocolatina”
icuanto le toca a cada nifa? (DP2)
Divisién Yo tengo 2 botes de pintura. Si necesito medio Problema
medida X 1/2 2 bote para pintar una pared, jcuantas paredes “pintura”
(DM) podré pintar? (DM1)
Laura tiene 2 folios. Si necesita 1/4 de un folio
X 1/4 2 ara hacer una tarjeta de Navidad, ;cuantas Problema
P ! ¢ “folios” (DM2)

tarjetas de Navidad podra hacer Laura?

En el disefio de los problemas de cada ciclo se ha tenido en cuenta, tal y como indican Empson y Levi
(2011), las variables didacticas y las cantidades de los problemas. En los dos problemas de division
reparto planteados en el primer ciclo, el nUmero de grupos usado ha sido 2 y 3, dado que las autoras
aconsejan 2, 3 o0 4. En segundo ciclo, el nimero de grupos usados ha sido 2 y 8, ya que en este ciclo las
autoras aconsejan 2, 4, 8, 3, 6 0 10. En el tercer ciclo, el nUmero de grupos usados ha sido 10 y 8, ya que
las autoras aconsejan usar 4, 8, 3, 6, 10 o0 12. Para este tipo de problemas se aconseja que en el primer
ciclo se usen nimeros enteros para la cantidad total y cantidad por grupo, mientras que en los otros
dos niveles educativos se aconseja usar nimeros enteros y fracciones propias indistintamente (Tabla 4).

Por lo que respecta a los problemas de division-medida, para las cantidades por grupo en el primer ciclo
se han usado las fracciones unitarias 1/2 'y 1/4 tal y como proponen Empson y Levi (2011). En el segundo
ciclo, para la cantidad total y las cantidades por grupo se han usado las fracciones 1/2 y 3/4, ya que en
este ciclo las autoras proponen empezar a usar fracciones como 3/4, 2/3, 1/3 y 1/10. Por ultimo, en el
tercer ciclo, para las cantidades totales y por grupo se han usado las fracciones 32, 134 y 2/3 (Tabla 4).
En este ciclo las autoras aconsejan expresar las fracciones como mitades, cuartos, tercios, décimos,
octavos o sextos; incluyendo cantidades en cada grupo que no superen la unidad.

En este estudio, las cantidades numéricas de algunos de estos problemas se han mantenido en dos
ciclos distintos. Por ejemplo, las cantidades del problema de divisidon reparto (magdalenas) se han
mantenido en primer y segundo ciclo. Las cantidades del problema divisién reparto (chocolatinas) se
han mantenido en segundo vy tercer ciclo. En los problemas de division-medida se mantienen las
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cantidades del problema “pintura” en primer y segundo ciclo y las del problema “folios” para segundo
y tercer ciclo (Tabla 4).

Los participantes resolvieron individualmente el cuestionario en su horario de clase (50 minutos). La

Unica indicacion que se les ofrecid es que debian justificar sus respuestas y que no podian utilizar
calculadora ni dispositivos electrénicos.

Tabla 4. Cantidades numéricas por curso y problema

Niveles Luaar aue ocupa Problema Problema Problema Problema
educativos garq p “Magdalenas” “Chocolatinas” “Pintura” “Folios”
Total 5 10 > 2
N° de grupos
(o] (o]
1°y2 Cantidad por 2 3 X X
grupo X X 172 1/4
Total 5 3 2 31
N° de grupos
[e] (o]
3y4 Cantidad por 2 8 X X
grupo X X 1/2 2/3
oo 15 3 6 % 3%
o e grupos
>y 6° Cantidad por 10 8 X X
X X 13 2/3

grupo

3.3. Analisis de datos

Las respuestas de los estudiantes al cuestionario se analizaron desde dos perspectivas: atendiendo al
nivel de éxito obtenido en la resolucién del problema y a las estrategias empleadas.

En relacion con el nivel de éxito, el analisis llevado a cabo se ha realizado en dos fases. En la primera
fase se realizé una codificacion dicotomica de las respuestas de los estudiantes a los cuatro problemas
en cada uno de los cursos. Se codificd con un “1" aquellas respuestas cuyo proceso de resolucion fue
correcto, independientemente de que hubiera errores de calculo o no, y con un “0” las respuestas
incorrectas o en blanco. En una segunda fase se hizo un andlisis cuantitativo a través de tablas
porcentuales que permitié obtener el nivel de éxito obtenido por los estudiantes de cada curso y los
niveles de éxito en los distintos ciclos.

En relacion con las estrategias, se hizo un andlisis cualitativo para identificar las estrategias utilizadas por
los estudiantes. Para ello, en primer lugar, dos investigadores analizaron conjuntamente una muestra de
respuestas a fin de identificar las estrategias utilizadas en cada tipo de problema. Posteriormente, se
discutieron las semejanzas y diferencias identificadas en cada problema, y se refinaron segun se iban
analizando nuevas respuestas. Este proceso se repitid para cada uno de los problemas hasta llegar a un
consenso e identificar las estrategias utilizadas por los estudiantes de los distintos ciclos en los cuatro
problemas.

4. Resultados

Esta seccion se ha organizado en dos secciones que dan respuesta a las dos preguntas de investigacion
planteadas. En la primera seccién se presentan los niveles de éxito por problemay cursoy, en la segunda,
las estrategias usadas por los estudiantes en cada tipo de problema.
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4.1. Niveles de éxito en los diferentes tipos de problemas por curso

La Tabla 5 muestra los porcentajes de respuestas correctas (niveles de éxito) obtenidos en los problemas
de division reparto y division-medida en cada curso.

Tabla 5. Nivel de éxito por curso/ciclo y problema

Problema Problema Problema Problema
Ciclo Curso  "Magdalenas” “Chocolatinas” MEDIA “Pintura” “Folios” MEDIA
(DP1) (DP2) (DM1) (DM2)
. 1° 8% 4% 6% 29% 46% 38%
1 2° 17% 4% 11% 17% 17% 17%
3° 23% 4% 14% 58% 0% 29%
o
? 40 79% 4% 42% 79% 8% 44%
. 5o 32% 21% 27% 0% 0% 0%
’ 6° 58% 13% 36% 4% 4% 4%

En general, se observa como los estudiantes en primer y segundo ciclo tuvieron mas éxito en los
problemas de division-medida que en los de divisidn reparto. Sin embargo, esta tendencia se invierte
en el tercer ciclo, donde se logra mayor nivel de éxito en los problemas de divisidn reparto que en los
de division-medida.

En cuanto al nivel de éxito de los estudiantes en cada uno de los problemas de divisién reparto y
division-medida, cabe sefialar que el problema “Chocolatinas” (problema de division reparto) fue el que
mas dificultades generd a los estudiantes de todos los ciclos. El problema “Folios” (problema de divisién-
medida) generdé mas dificultades a los estudiantes de segundo y de tercer ciclo que a los del primer
ciclo. En particular, los estudiantes de 1° fueron los que tuvieron mayor nivel de éxito. También se
observa que los dos problemas de division-medida generaron mas dificultades a los estudiantes de

tercer ciclo.

En cuanto a la evolucidn a lo largo de los cursos, se observa que el nivel de éxito en los problemas de
divisidon reparto aumenta progresivamente, desde un 6% en 1° hasta un 42% en 4°. Este progreso se
invierte a partir de 5° curso pasando de un 42% en 4° a un 36% en 6°. Por lo que respecta a los problemas
de division-medida, el nivel de éxito sigue un progreso descendente en el primer ciclo y una evolucion
ascendente en el segundo ciclo. En el tercer ciclo, aunque podria decirse que también es ascendente,
esta es poco relevante (0% en 5° y 4% en 6°).

4.2. Estrategias utilizadas por los estudiantes en la resolucion de los problemas

Esta seccidon se ha organizado en dos apartados. En el primer apartado se presentan las estrategias
usadas por los estudiantes para resolver los problemas de divisién reparto y en el segundo apartado las
estrategias usadas en los problemas de division-medida.

4.2.1. Estrategias empleadas en los problemas de division reparto

Para resolver los problemas de division reparto, los estudiantes han utilizado estrategias no

anticipatorias, estrategias de coordinacion aditiva y de coordinacién multiplicativa. También se han
usado estrategias sin sentido y se han dejado problemas sin contestar.
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A continuacidn, evidenciamos el uso de algunas de estas estrategias por parte de los estudiantes. Para
resolver el problema “Magdalenas” (DP1), un estudiante de 1° usé la estrategia de coordinacién aditiva
formando dos grupos con dos elementos en cada uno y, a continuacion, partié la magdalena restante
por la mitad, obteniendo como respuesta al problema dos magdalenas para cada nifio y una mitad de
otra (Figura 7).

2 nifios guieren compartir 5 magdalenas. Si cada nifio quiere tener la misma cantidad

de magdalena, écudnto le toca a cada nifio?

{l':‘"‘- 'l“- A

m,'j‘/k Nl 4 M -

soLuaon: )

Figura 7. Ejemplo de estrategia de coordinacién aditiva (1° curso, problema DR1)

En el mismo problema, planteado para 6° curso, un estudiante usé la coordinacién multiplicativa. Este
estudiante consider6 que las 15 magdalenas (cantidad total) las tenia que repartir entre 10 nifios (n° de
grupos) para obtener el niimero de elementos por grupo (una magdalena y media) (Figura 8).

10 nifos quieren compartir 15 magdalenas. Si cada nifo quiere tener la misma

cantidad de magdalena, {cudnto le toca a cada nifio?

SOLUCION:

Ce {oc@. a code nia 15 rrogdefenoS.

Figura 8. Ejemplo de la estrategia de coordinacién multiplicativa (6°. curso, problema DR1)

4.2.2. Estrategias empleadas en los problemas de division-medida

En los problemas de division-medida se han utilizado las estrategias de modelaje directo, de adicién
repetida, de agrupamiento y combinacién, y la estrategia multiplicativa. También en este tipo de
problemas se han usado estrategias sin sentido y han dejado problemas sin contestar.

Para resolver el problema “Pintura” de division-medida, un estudiante de 3° usé la estrategia de
modelaje directo. Este estudiante represent6 graficamente los dos botes de pintura (cantidad total) y
los dividié en dos partes al necesitarse /2 bote de pintura para pintar una pared (cantidad de elementos
por grupo), obteniendo que podria pintar cuatro paredes (nUmero de grupos) (Figura 9).
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Yo tengo 2 botes de pintura. Si necesito medio bote para pintar una pared, {cudntas

paredes podré pintar?

SOLUCION: [ ,
/
{ . o 3
PS uA/"‘-' 7‘;4, f 11:6"-’ L’ ~T',f'“ ~OLS)

Figura 9. Ejemplo de la estrategia de modelaje directo (3° curso, problema DMT1)

Este mismo problema fue resuelto por otro estudiante de 3° mediante la estrategia adicidn repetida.
Para resolver el problema se apoyd en representaciones simbolicas (Figura 10).

Yo tengo 2 botes de pintura. Si necesito medio bote para pintar una pared, ¢cuantas

paredes podré pintar?

SOLUCION: (34 1¢ i Far L/,Ii«gyajg,v.

Figura 10. Ejemplo de la estrategia de adicién repetida (3°. curso, problema DM1)

Ademas, dicho problema fue resuelto por otro estudiante de 4° mediante la estrategia multiplicativa.
Para resolver el problema calculé el doble de las cantidades planteadas para facilitar la resolucion.

i i (cuantas
Yo tengo 2 botes de pintura. Si necesito medio bote para pintar una pared, écua

paredes podré pintar?

] f oML Jl

sowucion:  Purde 4 f\fkuffh«/%

Figura 11. Ejemplo de la estrategia multiplicativa (4° curso, problema DM1)
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5. Discusion y conclusiones

El objetivo de este estudio ha sido identificar el nivel de éxito y las estrategias usadas por estudiantes
de Educacion Primaria al resolver problemas de grupos multiples con fracciones. En cuanto a los niveles
de éxito, los resultados obtenidos parecen entrar en contradiccién con los modelos implicitos
subyacentes a la divisidn (Fischbein Deri, Nello y Marino, 1985), al haberse obtenido mayor nivel de éxito
en los problemas de divisién-medida que en los de divisidn reparto en el primer ciclo.

En el segundo ciclo, los niveles de éxito no arrojan diferencias muy relevantes entre ambos tipos de
problemas, aunque se siguen resolviendo los de division-medida con mayor nivel de éxito. Finalmente,
en el tercer ciclo la tendencia se invierte, obteniéndose un nivel de éxito muy bajo en los problemas de
divisién-medida (por debajo del 5%). Estos resultados podrian explicarse considerando las cantidades
involucradas en cada problema. En los problemas de division-medida del primer ciclo se usaron
fracciones unitarias (1/4 y 1/2) y la incdgnita era un niUmero natural, mientras que en los problemas de
division reparto la incognita (nUmero de grupos) era una fraccion. En cuanto a los resultados obtenidos
en el segundo ciclo, los problemas que incluian las mismas cantidades que los del primer ciclo
obtuvieron niveles de éxito altos y similares (problema DP1y DM1). Sin embargo, los problemas en los
que se variaron las cantidades obtuvieron niveles de éxito muy bajos (DP2 y DM2 con 4% de media en
este ciclo). La incognita en ambos problemas era una fraccion impropia o un nimero mixto. Tal vez el
alumnado de este nivel educativo identificd los nUmeros mixtos como fracciones impropias y no como
una parte entera y una fraccion que les hubiese permitido emplear otras estrategias distintas al
algoritmo. Segin Downton (2009), la estructura semantica o el rango de los numeros del problema
influyen en las estrategias de resolucidon que utilizan los estudiantes. Los bajos porcentajes de éxito en
todos los ciclos ponen de manifiesto las dificultades que los estudiantes de Educacion Primaria tienen
para resolver problemas de estructura multiplicativa con fracciones.

En cuanto a la segunda pregunta de investigacion, identificar las estrategias empleadas por estudiantes
de Educacién Primaria cuando resuelven problemas de division-medida y divisién reparto con
fracciones, cabe sefialar que los estudiantes han empleado diferentes estrategias para los distintos tipos
de problemas y, ademas, usaron mas estrategias en los problemas de divisién- medida que en los de
division reparto. En los problemas de division reparto se emplearon las estrategias no anticipatorias, y
las de coordinacién aditiva y multiplicativa. En cuanto a los problemas de division-medida, se emplearon
las estrategias de modelaje directo, adicion repetida, agrupacion y combinacién, y estrategia
multiplicativa. El hecho de que ambos problemas presentaran un alto uso de estrategias sin sentido y
en blanco podria explicar los bajos porcentajes de éxito obtenidos.

A pesar de los bajos niveles de éxito obtenidos, los resultados de esta investigacion extienden los
obtenidos por Li y Silver (2000) y Downton (2009) con nUumeros naturales, ya que muestra que los
estudiantes a los que no se les ha introducido el algoritmo de la divisién con fracciones también
resuelven mejor los problemas de division-medida que aquellos que ya conocen el algoritmo. Ademas,
son una muestra de que mas alla del curriculo se pueden introducir de manera temprana las fracciones
y los problemas de estructura multiplicativa en las aulas de matematicas.

En futuras investigaciones seria interesante introducir en el instrumento problemas de grupos mdltiples
con fracciones y con ndmeros naturales. Esto permitiria analizar si las fracciones son un elemento
diferenciador, o por el contrario las dificultades se generan a causa de no establecer relaciones entre las
cantidades del problema. Una ensefianza basada en las relaciones que se establecen entre las cantidades
y en el uso de estrategias intuitivas de los estudiantes, vinculadas a estrategias mas eficientes, podria
ayudar a los estudiantes a superar la necesidad de encontrar la “operacion correcta” que resuelve el
problema (Molina, 2009).
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Esta ensefanza favoreceria la introduccién de un pensamiento relacional desde etapas iniciales de la
educacién que no solo permitiria a los estudiantes comprender el significado de las operaciones, sino
que, ademas, en las siguientes etapas favoreceria el aprendizaje en torno al algebra (Molina, 2009).
Ademas, esta ensefianza permite a los docentes conectar y relacionar el aprendizaje que se trabaja en
las diferentes etapas educativas y no tratar el conocimiento de manera aislada (Carpenter, Fennema,
Franke, Levi, & Empson, 1999).
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