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Resumen

Analisis histdrico elemental, motivado por la busqueda de sentido al
uso y aplicaciones actuales de los sistemas de dos ecuaciones lineales
con dos incognitas, centrando la atencion en el origen del concepto y
en los métodos de resolucion. El estudio forma parte del andlisis
fendmeno-epistemologico que permitira configurar un modelo local
para la interpretacion de la comprension del mismo. Destacar la
estrecha relacion con el desarrollo de las ecuaciones y el algebra en
general, participando de las cuatro etapas conocidas hasta llegar al
simbolismo algebraico actual, asi como la existencia de métodos de
resolucion diversos y diferentes formas de representacion.

Palabras clave: Sistemas de dos ecuaciones lineales con dos
incdgnitas; analisis historico, epistemoldgico y fenomenoldgico.

Elements of the Historical Analysis of the Systems of Two Linear
Equations With Two Incognites. Some Didactic Consequences

Abstract

Elementary historical analysis, motivated by the search for meaning to
the current use and applications of the systems of two linear equations
with two unknowns, focusing attention on the origin of the concept and
on the methods of resolution. The study is part of the phenomenon-
epistemological analysis that will allow to configure a local model for
the interpretation of the understanding of the same one. Highlight the
close relationship with the development of equations and algebra in
general, participating in the four known stages up to the present
algebraic symbolism, as well as the existence of diverse methods of
resolution and different forms of representation.
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Elementos del andlisis histdrico de los sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas. Algunas
consecuencias didacticas.

INTRODUCCION

Desde sus origenes, el ser humano ha intentado comprender los diferentes aspectos que
forman parte del entorno y actuar sobre ellos con diferentes herramientas. En este
sentido, los sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas (SE2LI2) forman
parte de los modelos matematicos que facilitan la tarea de la resolucién de problemas en
los que se dan diversas relaciones de dependencia lineal: fendmenos fisicos que tienen
que ver con magnitudes (escalares: masa, tiempo, longitud, dinero, ...) o situaciones en
las que intervienen estructuras lineales (vectores: fuerza, velocidad, campo eléctrico,
etc.).

El tratamiento didactico de estos conocimientos requiere de mdltiples andlisis que
permitan resituarlos/adaptarlos adecuadamente® al entorno individual, sociocultural y
educativo actual. En el presente documento se presentan algunos de los resultados del
analisis realizado desde un enfoque historico, pero atendiendo, en funcién del interés
didactico, a criterios conceptuales y procedimentales mas alld del mero desarrollo
cronoldgico.

En lo que sigue se presentan, por este orden, las conclusiones del estudio realizado
sobre los siguientes aspectos del conocimiento: 1°.- evolucion del lenguaje algebraico
hasta llegar al algebra simbdlica actual, 2°.- procedimientos de resolucion de SEzL 1> a lo
largo de la historia, 3°.- representacion de los SE>LI» y tratamiento actual en las aulas de
Educacion Secundaria

EVOLUCION HISTORICA DEL SIMBOLISMO ALGEBRAICO

El uso de un simbolismo adecuado favorece el desarrollo del pensamiento algebraico,
razén por la cual en la historia del &lgebra tiene importancia no soélo la historia de los
conceptos sino también el sistema de simbolos utilizados para expresarlos (Arzarello et
al, 1994). En este sentido, de acuerdo con Nesselman (citada por Elsa Malisani, 1999),
se pueden determinar tres periodos distintos:

Etapa Retdrica: caracterizada por el uso de descripciones en lenguaje ordinario
(lenguaje natural). Existian simbolos para denotar cantidades pero no se usaban para
desarrollar operaciones, es decir, existia una ausencia total de simbolos o de signos
especiales para representar las incognitas.

En esta etapa son conocidos hechos como los siguientes en distintas civilizaciones:

Los babildnicos (2000 a.C.) analizaron problemas matematicos estrechamente
relacionados con problemas cotidianos (agricolas, reparto de terrenos, herencias, etc);
las soluciones eran dadas en lenguaje natural, al igual que sus procedimientos.

Los egipcios (1700 a.C.) desarrollaron un sistema numerico no posicional, lo cual no
permitia un facil manejo de las cantidades y sus operaciones. Emplearon los métodos de
falsa posicion o doble falsa posicion para resolver problemas sobre ecuaciones. No
obstante, al igual que los babilonios, sus procedimientos eran fundamentalmente orales
ya que carecian de un lenguaje simbolico matematico.

Los chinos (1200 a.C.) indicaban con simbolos las cantidades, pero carecian de un
simbolo para el cero (hueco en el tablero). Su contribucion méas notable fue la
resolucion de sistemas de ecuaciones mediante tablas (lo que hoy llamariamos
matrices). Trabajaron con los numeros negativos, pero no los consideraban soluciones
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validas debido a la fuerte influencia del contexto del problema lo cual dificulto la
generalizacion del estudio de las ecuaciones.

Etapa Lacodnica (sincopada): en este periodo se introducen algunas abreviaturas para las
incognitas y las relaciones de uso frecuente, pero los calculos se desarrollan en lenguaje
natural. Se resolvieron ecuaciones pero variando entre los desarrollos orales antiguos y
el nuevo simbolismo incipiente.

Los hinddes (200 a.C. — 1200 d.C.) usaron un sistema numeérico posicional en base 10
muy similar al actual. No obstante, a pesar de que los problemas seguian emergiendo de
problemas cotidianos concretos, desarrollaron un simbolismo para resolver algunas
ecuaciones, la regla de tres o la regla de los signos. A pesar de este avance, mantuvieron
muchos procedimientos de forma oral y no sacaron provecho a los avances en su
notacién simbdlica, méas sencilla que los sistemas numéricos no posicionales antiguos y
mas adecuada para construir algoritmos y formulas para las operaciones basicas.

Los griegos (600 a.C— 600 d.C), debido al complejo sistema numérico que usaban,
prefirieron desarrollar procedimientos geométricos, a pesar de lo cual algunos autores
griegos, como Her6n o Diofanto, comenzaron a usar un tipo de simbologia
rudimentaria. Asi, Diofanto introduce algunas abreviaturas para las incognitas y las
relaciones de uso frecuente, pero desarrolla los calculos en lenguaje natural. Este
simbolismo laconico de Diofanto no empieza a evolucionar hasta después de la
conguista musulmana en el siglo VII, en el que los &rabes (800 — 1300) se encargaron de
difundir por Europa este conocimiento logrando un mayor desarrollo del algebra de
ecuaciones y estableciendo reglas de reduccién y cancelacién de ecuaciones de primer
grado. Por lo demas, la notoria influencia de los trabajos egipcios y griegos les permitid
desarrollar relaciones entre los procedimientos geométricos griegos, los procedimientos
orales egipcios y el nuevo simbolismo y sistema de numeracion arabe.

Etapa Simbdlica: ya en el siglo XII, Fibonacci aporta ideas para el nuevo simbolismo
matematico empleado para resolver ecuaciones. Pero no es hasta mas adelante cuando el
matematico aleman Johann Widmann (1489) inventa los simbolos “+” y “-” para
sustituir las letras “p” y “m” que se utilizaban para expresar la suma y la recta. Por su
parte, Robert Recorde (1557), matematico inglés, invento el simbolo de la igualdad “=",
y hacia finales del 1500 el trabajo de Diofanto traducido al latin indujo a Vieta (1540-
1603) a utilizar letras para las cantidades dadas y para las incognitas y signos para
representar las operaciones. Por otra parte, René Descartes (1637) fusiono6 la geometria
y el algebra inventando la “geometria analitica”, dandonos la notacion algebraica
moderna en las cuales las constantes estan representadas por las primeras letras del
alfabeto (a, b, c,...) y las variables e incdgnitas por las ultimas (X, y, z). En esta etapa se
utiliza el lenguaje simbdlico no s6lo para resolver ecuaciones sino también para
formular reglas para relaciones numéricas. De aqui que en el renacimiento europeo (s.
XVI — s. XVIII) se comienza a desarrollar una nueva forma de resolver problemas
asociados a ecuaciones.

En este periodo se desarrollan fundamentalmente las ideas de incognita (usando letras
para estas), signos que denoten operaciones entre cantidades numericas y diferentes
tipos de resolucion para ecuaciones de distinto grado (primer, segundo, tercer y cuarto
grado). Las ecuaciones comenzaron a ser el objeto de estudio sin que, necesariamente,
tengan una conexién con algin problema cotidiano. En el proceso de resolucién de
ecuaciones de grado superior se encontraron con raices cuadradas cuya cantidad sub-
radical era negativa, aunque no se le dio mucha importancia. También se desarrollo el
estudio de las matrices de diversos ordenes.

14



Elementos del andlisis histdrico de los sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas. Algunas
consecuencias didacticas.

En cuanto a los sistemas de ecuaciones, Euler fue uno de los primeros en mencionar que
un sistema “n X N” no tiene necesariamente “n” ecuaciones ya que depende de las
caracteristicas de las ecuaciones (indicios de la dependencia lineal), también define los
conceptos de variables independientes y dependientes, dando pie a generar otros
conceptos matematicos tales como el de funcion. Por Gltimo, aparece la resolucion de
sistemas de ecuaciones lineales en términos de determinantes (Maclaurin (1698-1746) y
Cramer (1704-1752) y, posteriormente, mediante el método de eliminacién de Gauss
(1777-1855) y Jordan (1838-1922).

Etapa abstracta: en este periodo las ecuaciones son estudiadas desde una teoria mas
general y abstracta en donde ya no se buscan las soluciones particulares de una
ecuacion, sino que se estudia el comportamiento de las soluciones de una familia de
ecuaciones. Esta etapa se inicia en Europa durante el s. X1X y llega hasta nuestros dias.

Por ejemplo, el concepto inicial de funcién como proceso de entrada y salida dado, se
reemplazd por uno estructurado. En 1830 Dirichlet modifica el concepto euleriano de
funcién para definirla como una correspondencia arbitraria entre nimeros reales. Cien
afios mas tarde, Bourbaki generaliza el concepto de funcién definiéndola como una
relacién entre dos conjuntos. Este cambio de enfoque nace producto de los escritos de
Galois (1811-1832) antes de morir, que fueron publicados por Liouville (1809-1882) en
el Journal de mathématiques pures et appligées. A partir de estos trabajos algunos
matematicos pudieron desarrollar la teoria de grupos y anillos, destacando Lagrange
(1736-1813), Jordan y principalmente Cauchy (1789-1857). Ante la imposibilidad de
encontrar las soluciones de la ecuacion de quinto grado (demostrado por Abel (1802-
1829)) Galois tomd un rumbo distinto de investigacion. Ya no se centré en cémo
resolver ecuaciones de mayor orden sino en como se comportaban las soluciones de
determinadas ecuaciones. Estas ideas las adoptan Cayley (1821-1895) y Hamilton
(1805-1865) y desarrollan el algebra de matrices y los cuaterniones, respectivamente.
Estas nuevas estructuras matematicas jamas habian sido analizadas antes. El estudio de
estas nuevas estructuras no euclidianas y no conmutativas dio lugar a la definicion de
cuerpo. Sin embargo, no fue hasta principios del s. XX que se desarrollaria una teoria
abstracta de cuerpos.

El uso del simbolismo algebraico permitié la eliminacién de informacién superflua y
facilité su desarrollo, lo mismo que la relacion entre el algebra y la geometria. Malisani
(1999) sugiere que

[...] el desarrollo del lenguaje algebraico ha sido muy lento y dificultoso, se pasa de
ciertos nombres para designar a la incdgnita y algunas relaciones, a las abreviaturas de
estas palabras, a los cdigos intermedios entre el lenguaje retérico y el sincopado y por
altimo, a los simbolos. Es decir, estas abreviaturas y estos codigos se van depurando
gradualmente hasta que se llega a elaborar un simbolismo algebraico correcto
sintcticamente y més eficiente operativamente, en este proceso se observa el abandono
progresivo del lenguaje natural como medio de expresion de las nociones algebraicas.

(p- 19)

Con todo ello podemos concluir los siguientes periodos y las principales tareas
desarrolladas en ellos:

- Resolucion de problemas ligados a una situacion cotidiana mediante ecuaciones y
métodos empiricos o retdricos (2000 a.C. — 600 d.C.).

- Resolucion de problemas ligados a una situacion cotidiana mediante ecuaciones y
métodos casi simbdlicos (200 a.C. — 1300 d.C.).
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- Resolucion de problemas no necesariamente ligados a una situacion cotidiana
mediante ecuaciones y métodos simbolicos (s. XVI. —s. XVIII).

- Resolucion de ecuaciones polindmicas (s. XVI. —s. XVIII).
- Estudio de estructuras algebraicas (s. XIX en adelante).

En relacion con los sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas, se produjo
una evolucion paralela a la descrita, tal y como se detalla en el apartado siguiente.

RESOLUCION DE LOS SE2L12 ALO LARGO EN LAHISTORIA

Los procedimientos de resolucion de los SE;LI> constituyen uno de los aspectos
centrales de este conocimiento, aunque resolver un sistema de dos ecuaciones lineales
con dos incognitas es aplicar un algoritmo?, a diferencia de lo que se conoce como
“procesos heuristicos™®. Podemos decir que la resolucion de los SE,LI, con algoritmos
no aparece hasta que no llega le etapa simbdlica del algebra, ya que antes dicha
resolucion podria considerarse dentro de los procesos heuristicos.

La aparicion historica y el desarrollo de los métodos de resolucion algoritmicos actuales
estan relacionados con el simbolismo algebraico dominante en cada etapa, es decir con
la sintaxis dominante. Los principales métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones
son los que se detallan a continuacion ordenados cronoldgicamente (Socas, Camacho,
Palarea y Hernandez, 1989):

a) Método de eliminacion o reduccion (Babilonios).
En este tipo de procedimiento se denomina a las incognitas con palabras tales como

2 (3

“longitud”, “anchura”, “area” o “volumen”, sin que el problema tuviera relacion con
problemas de medidas. Un ejemplo, tomado de una tablilla babil6nica es el siguiente:

Yaanchura + longitud = 7 manos
longitud + anchura = 10 manos

Para resolverlo comienzan asignando el valor 5 a una mano y observa que la solucion
puede ser, anchura = 20 y longitud = 30. Para comprobarlo utilizaban un método
parecido al de eliminacion. En notacién actual seria:

y+4x=28]

y+x=10 J|

restando la segundo de la primera, se obtiene 3x = 18, es decir, x=6ey = 4.

b) Método geométrico (griegos).

Su resolucion fue a base de construcciones geométricas (Libro 11 de los Elementos, de
Euclides “300 a. de C.”). Hay 14 proposiciones que permiten resolver geométricamente
problemas algebraicos que el algebra simbdlica actual los resolveria rapidamente; sin
embargo, somos conscientes del valor didactico del algebra geométrica.
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c) Método de la férmula (Thymaridas 400 a. de C.).

Se puede resolver un sistema de “n” ecuaciones con “n” incdgnitas mediante una
formula. Asi, es facil comprobar que la expresion:

« = (k, +k, +...+k,,)—s

n-2
permite obtener las siguientes soluciones del sistema:
X+X +X+...+X,=8
X+X = K
X+ + X = K,
X+ + X, =K,

d) Método de las matrices.

Los 9 libros del arte matematico (Liu Hui siglo 111 d.C.) contienen algunos problemas
donde se resuelven sistemas de ecuaciones. Por ejemplo, para resolver el sistema:

3x+2v+z-= 39]

2x+3v+-=34;
x+2v+3z= ZﬁJ

se utilizaba el “método de célculo en el tablero”, consistente en plantear la siguiente
matriz y operar con ella como se describe a continuacion:

1 2 3 X
2 3 2 \
3 4 4 z
26 34 39

Mediante operaciones entre las columnas de la matriz se obtiene un sistema mas
sencillo cuya solucion es inmediata:

(28 col. x 3) (22 col. - 32 col.) (22 col. — 32 col.)
1 6 3) (13 3) F 103

2 9 2 27 2| 2 52|

3 31 . 321 \ 311 |
12610239 | L 266339 ) 1262439 )

Y asi sucesivamente hasta obtener la matriz:
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)
[ESERS

Lid
M
[a—

correspondiente a las ecuaciones

que constituyen un sistema equivalente al inicial. Una vez calculado el valor de X
(99/36), se vuelve a operar de la misma manera con el sistema resultante.

La resolucion de sistemas de ecuaciones lineales usando matrices y determinantes
aparece en Europa con los trabajos de McLaurin (1698-1756) y Cramer (1704-1752),
aunque la idea de colocar ecuaciones en forma de filas y columnas fue mencionada por
Leibniz (1646-1716) en una carta al marqués de L Hopital (1661-1704). Inicialmente
s6lo se usaban determinantes, pues las teorias sobre matrices son posteriores (Sylvester,
1850), y métodos numéricos basados en diversos métodos de iteracion que se ven
favorecidos por la automatizacion de los calculos.

e) Método parecido al algebraico (por sustitucién) (Diofanto de Alejandria (250 d.C.)

Por este método se resuelven los sistemas de ecuaciones transformandolos en una
ecuacion lineal. Ejemplo: para hallar dos nimeros x e y cuya suma sea 20 y la suma de
sus cuadrados 208, el autor realiza los célculos que figuran en el cuadro de la figura 1.

Diofanto Mediante sistemas
X~ 10+ x x+y=20
y~10-X x? +y? =208
(10 + x)? + (10 — x)> = 208 Sustituyendo x = 20 — y en la segunda

100 + 20x + x? -100 -20x + x2 = 208 | ecuacion,
200 + 2x% = 208

2x% =8 (20 —y)* +y?=208
x> =4
X=2 nos aparece una ecuacion de segundo
grado.

Figura 1.- Cdlculos correspondientes al método de sustitucion de Diofanto

Con relacion a los nimeros positivos y negativos (todavia no existian los enteros),
Diofanto s6lo aceptaba las soluciones positivas, pues lo que buscaba era resolver
problemas y no ecuaciones. Utilizé ya un algebra sincopada, como hemos sefialado
anteriormente, y carecia de método general, utilizando métodos diferentes para cada
problema, a veces excesivamente ingeniosos.

f) EI método de la doble falsa posicion (Malisani, 1999)

Este procedimiento consiste en considerar dos valores particulares de la incognita (de
aqui el nombre de doble falsa posicién), efectuar los calculos necesarios para encontrar
los errores cometidos utilizando estos valores y por ultimo aplicar una interpolacion
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lineal. Este método se aplicaba generalmente a la resolucion de: ecuaciones de primer
grado con la incognita en ambos miembros, sistemas de ecuaciones lineales y
ecuaciones de segundo grado (de manera aproximada).

En la obra Trattato d'Algibra* se resuelven sistemas de ecuaciones lineales mediante la
aplicacion de la doble falsa posicion. Asi, por ejemplo, utilizando el lenguaje simbdlico
moderno, el problema 38 de dicho libro se puede traducir en un sistema de cuatro
ecuaciones con cuatro incognitas, que el autor transformé mediante sustituciones
sucesivas en un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas (Franci e Pancanti, 1988):

7y=13x+4[1]
4y=2x+176[2]

que resolvio de este modo:

1- Adoptd la falsa posicion y1 = 40y en la ecuacion [1] calcul6 x; = 21 + 3/13.
2- Sustituyo estos dos valores en la ecuacién [2] obteniendo 160 en el primer miembro y
218 + 6/13 en el segundo miembro. Como los dos miembros deben ser iguales, la
diferencia es d; = 58 + 6 /13.
3- lgualmente adoptando la falsa posicion y, = 80, calculé xo= 42 + 10/13 e d.= - (58
+ 6/13).
4- Aplico la formula de interpolacién lineal y obtuvo:

y=/(y2-di)-(yi-d2)/ / (d1- o)

y = [80 (58+ 6/13) + 40 (58+ 6/13)]/(58+ 6/13 + 58+ 6 /13) = 60 .
5- Sustituyendo y = 60 en la ecuacion [1] encontro x = 32

SISTEMAS DE REPRESENTACION DE LOS SE2LI2

Teniendo en cuenta que el manejo de varias representaciones semidticas sobre un
conocimiento matematico implica mayor comprension, “se ha adquirido un concepto
determinado, cuando se es capaz de transitar entre por lo menos dos diferentes
representaciones semiéticas del concepto mismo” (Duval, 1999, p. 30), es decir,
manipular e identificar la solucion de un SEzLI2 en cualquier contexto, es indudable la
importancia que tiene la representacion en el tratamiento didactico de los sistemas de
dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas.

Los SExLI, involucran a una gran variedad de sistemas de representacion semiotica (de
entre los que destacamos como mas importantes: la representacion algebraica,
geométrica, numeérica y verbal) que interfieren e interactGan entre si ante la resolucion o
la traduccion sintactica o las transformaciones que aparecen en la manipulacion de los
mismos y su resolucion. Por lo tanto, no podemos dejar de considerar como se han
desarrollado a lo largo de la historia las distintas representaciones de los sistemas. De
dicho andlisis incluimos a continuacién una breve pincelada que se ampliard en
posteriores presentaciones de estos estudios.

En la etapa retdrica las representaciones mas utilizadas fueron la verbal (babil6nicos) y
numérica (egipcios y chinos); en la etapa sincopada predomina la verbal (hindues),
aparece la representacion geométrica (griegos) y por ultimo la representacion casi
algebraica (&rabes); en la etapa simbolica y abstracta recientes se desarrollan todas las
representaciones (algebraica, geométrica, numérica y verbal).
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CONCLUSIONES

Para finalizar estas breves reflexiones historico-epistemoldgico-fenomenoldgicas
tenemos que destacar la necesaria interaccion entre los diferentes modos de
pensamiento que predominaron en cada momento a lo largo de la historia. Se necesito
volver al analisis geométrico o grafico para dar el salto desde el estudio de las
soluciones de una ecuacion al estudio del comportamiento de estas soluciones. Dicha
interaccion enriquecio, y hoy dia enriquece, la comprension del objeto matematico en
estudio.

Los conceptos y métodos del algebra lineal, en especial los SE>LI2, contribuyen al
desarrollo de otras areas de conocimiento, resolviendo una gran variedad de problemas:
en fisica (masa, tiempo, velocidad, coordenadas y posicion...), en quimica (mezclas,
aleaciones, ...), en economia (modelo de renta nacional, precio de equilibrio, cambio de
monedas, ...), en dietética (dietas, proporciones, ...), etc.

La transformacion de un problema concreto en términos del algebra lineal ha sido, y sin
duda seguira siendo, uno de los métodos mas efectivos para hallar la solucion.

Por todo ello, no basta con conocer y presentar el concepto en cuestién, sino que se
requiere, ademas, tomar en consideracion las interacciones mencionadas y los elementos
de carécter histérico que motiven al alumnado a continuar estudios superiores y les
permitan solucionar problemas concretos que surgiran con posterioridad.
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consecuencias didacticas.

Madrid: Editorial Sintesis.

1 A efectos de optimizar el aprendizaje

2 “gs una prescripcion, una orden o sistema secuenciado de 6rdenes que encadena una
serie de operaciones elementales que llevan desde los datos iniciales al resultado”
(Gairin y Sancho, 2002, p. 83)

3 “yisto como el arte de inventar con la intencidon de procurar estrategias, métodos,
criterios, que permitan resolver problemas a través de la creatividad, pensamiento
divergente o lateral”

4 “E] Trattato d'Algibra, escrito a fines del siglo XIV, representa mucho mas que un
clasico tratado de abaco, es un testo de algebra amplio y orgénico: ya que no sélo
desarrolla todos los temas mercantiles que caracterizan este tipo de tratado, sino que
también contiene una entera seccion dedicada al algebra. La misma constituye un
importante aporte a la teoria de la resolucion de ecuaciones. Franci y Pancanti (1988,
pag. V1) consideran que es uno de los mejores textos medievales y renacentistas que
ellas hayan analizado y sefialan que los capitulos correspondientes al algebra son
esenciales para la reconstruccion de la historia de esta disciplina entre los siglos XIII y
XVI”.
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