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1. MATEMATICAS EN EL SIGLO XVII

1.1. La creacién de nuevas herramientas de gran recorrido en el siglo XVII

No puede quedar en el olvido, antes de analizar
los nuevos progresos en el siglo XVII, y para fi-
nalizar con las matematicas del Renacimiento, el
extraordinario progreso de los métodos de cal-
culo algebraico obtenido por Adriann Van Roo-
men, mas conocido con el nombre de Adrianus
Romanus, nacido en Lovaina en 1562, muri6 en
Mainz en 1615.

Meédico y matematico holandés, ensefié6 me-
dicina y matematicas en Lovaina, luego fue pro-
fesor y doctor en matematicas en Wiirtzburg, y
obispo de esta ciudad, finalmente hizo una estan-
cia prolongada en Polonia como matematico del
rey. Sus trabajos versaron principalmente sobre
geometria y trigonometria plana y esférica. Pro-
puso y dio solucién a una ecuacion algebraica
de grado 45. Calcul6 el niimero Pi con quince
decimales, 3.141592653589793. Entre sus obras
destacan Ideae mathematicae (1593) y Canon
triangulorum sphericorum (1609).

Figura 1. Adriann Van Roomen.
http://www.cosmovisions.com/
mathematiquesChrono.htm

La aritmética, algebra, geometria e incluso la antigua herencia de los griegos, vol-
veran a hacer nuevos progresos, pero “el remate” o abaco de las creaciones de las ma-
tematicas del siglo XVII son: la geometria analitica, debido a Descartes y que trata las
propiedades geométricas ‘una figura que utiliza los procesos ordinarios del algebra, y
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Figura 2. Placa conmemorativa a Adriaan Von Roomen en la Colegiata de
Neumiinster de Wurzburgo (Alemania). https://commons.wikimedia.org/wiki/
Category:Adriaan_van_Roomen_(mathematician).
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Figura 3. Portada y P4gina del prefacio de la obra de Van Roomen Ideae mathematicae.
https://commons.wikimedia.org/wiki/Category:Adriaan_van_Roomen_(mathematician)
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especialmente el calculo infinitesimal, elaborado por Cavalleri (al transformar el mé-
todo de agotamiento de Arquimedes, conduce a su geometria de indivisibles), Fermat
y Barrow (método de tangentes) y fundado por Newton y Leibniz aumentara prodigio-
samente el poder de las matematicas. No se abrié nuevos campos solo en matematicas
puras, sino también en mecénica y fisica. De esta manera se encontro la solucion defini-
tiva a algunos problemas que venian reelaborandose desde antiguo: centros de gravedad,
cuadraturas y cubaturas de figuras planas y espaciales, principalmente. Estos viejos
problemas encerraban e/ tratamiento de lo infinito y lo continuo, considerandose herede-
ros de una tradicion que se remontaba como se ha indicado, ut supra, a la Grecia Antigua.

1.1.1. Logaritmos

Aunque la aritmética india y la notacion
de fracciones decimales reducen los cal-
culos numéricos al mayor grado de sim-
plicidad, estos calculos ain serian a
menudo muy dificiles e incluso imprac-
ticables por su longitud, si Neper no
hubiera “imaginado” los logaritmos, me-
diante los cuales todas las operaciones se
reducen, por asi decirlo, en un grado.

John Napier, llamado Neper, es un
matematico nacido en el castillo de Mer-
chiston, cerca de Edimburgo (Escocia),
en 1550, murid6 en Merchiston el 4 de
abril de 1617. Hijo de Archibald Napier, - : -
director de la Casa de la Moneda de Es- Figura 4. John Napier. https://www.
cocia, se crio en la Universidad de Saint biografiasyvidas.com/biografia/n/napier.htm
Andrew y completd sus estudios en Fran-
cia e Italia.

A los veintidds afios se cas6 con Elisabeth Stirling de Keir y se instald con ella en
Gartnes, en un castillo situado en uno de los rincones mas pintorescos de Escocia. Alli
llevo la vida pacifica del terrateniente, que apenas se vio perturbada excepto por discu-
siones sobre la herencia, tras la muerte de su padre, por experimentos agricolas, que no
siempre tuvieron €xito, y por una controversia religiosa bastante amarga. Como todo
buen britanico, se sintié obligado a contar a los papistas sus hechos y denunciarlos en
publico. Y no contento con dirigir panfletos contra ellos, invent6 para defender a Ingla-
terra de las empresas enemigas de Dios y de la verdadera religion jdos espejos relucien-
tes, un caién y una especie de ametralladora!

Napier tuvo de Elisabeth Stirling un hijo, Archibald (1576-1645), que fue Tesorero de
Escocia y una hija, de su segunda esposa, Agnes Chisholm, tuvo cinco hijos.

La base de los llamados logaritmos naturales del nombre del autor es el nimero e =
2.7182818. describe su descubrimiento en su Logarithmorum canonis descriptio (Edim-
burgo, 1614), pero sin explicar los medios empleados para lograrlo. Simplemente apela
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Figura 5. Mirifici logarithmorum.

- KESSINGER'S LEGACY REPRINTS -
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Mirifici Logarithmorum
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Figura 6. Mirifici logarithmorum canonis

constructio (1620) canonis constructio (1620).

Kessinger Pub (2010).

88

a consideraciones mecanicas, e incluso
los logaritmos conocidos hoy como ne-
perianos parecen haber sido imaginados
por Speidel. Tras su fallecimiento, su hijo
publico la obra, Mirifici logarithmorum
canonis constructio (Lyon, 1620), que
revelaba los procesos implementados por
su padre.

Henry Briggs, profesor del Gresham’s
College, Oxford , tiene la idea de tomar
10 como base del sistema de logaritmos,
y calcula la primera tabla de logaritmos
de los numeros del 1 al 1000 con 14 de-
cimales (1618). En su Arithmetica loga-
rithmica (1624), completd este ensayo
dando los logaritmos de 1 a 20.000 y de
90.000 a 100.000. En 1628, Vlacq llena
el hueco de 20.000 a 90.000 estable-
ciendo tablas con 10 decimales que con-
tienen, ademas de los logaritmos de los
nameros de 1 a 100.000, los logaritmos
de los senos, tangentes y secantes, calcu-
lados minuto a minuto para todos los gra-
dos de un cuarto de circulo (1633). Este
libro fue la fuente para sus sucesores, du-
rante los siglos siguientes: Callet (1783),
Lalande (1802), Prony y Schroen, por
nombrar s6lo los mas famosos.

Hasta la llegada de los ordenado-
res electronicos en la segunda mitad del
siglo XX, los logaritmos mantuvieron la
mejor manera de hacer frente a los com-
plicados célculos numéricos.

A Napier siempre le habian gustado
las abstracciones matematicas. Dedicaba
todo su tiempo libre a estos estudios, y
solo lo distraia el ardor de su pasion re-
ligiosa. En 1594 invent6 los logaritmos,
descubiertos casi al mismo tiempo por
Juste Byrge, y utiliz6 los Gltimos veinte
anos de su existencia para desarrollar su
teoria, perfeccionar el método y calcular
tablas. Es superfluo insistir aqui en los

méritos de estas obras que, gracias a la
activa propaganda de Kepler, lograron los
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Figura 7. Mirifici logarithmorum canonis
descriptio. Ed. 2010. Early History of logic
Science and Math.

mayores avances en astronomia y ciencias
exactas y marcaron una fecha en la histo-
ria de las ciencias.

Los escritos de Napier son: Un simple
descubrimiento de toda la Revelacion de
St-John (Edimburgo, 1594), traducido al
holandés, al francés (La Rochelle, 1602)
y al aleman; De Arte logistica (1839); Mi-
rifici logarithmorum canonis descriptio
(1614, y Lyon, 1620) traducido al inglés
en 1616; Mirifici logarithmorum canonis
constructio (1620), traducido al inglés en
1889; Rabdologiae seu numerationis per
virgulas libri duo (1617), que contiene los
principios sobre los que se fundaron las
maquinas de calcular.

Se recuerda también a Napier en la
historia de la trigonometria por haber en-
contrado importantes relaciones entre los
elementos de los tridangulos planos (teo-
rema de Napier) y entre los de los tridngu-
los esféricos (analogias de Napier).
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Figura 8. Mirifici logarithmorum canonis
descriptio. Ed. A., G. Cadorino. Edinburgh;
Padua, 1667.
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Figura 9. Rabdologiae seu numerationis
per virgulas libri duo. Ed. Kessinger
Publishing (2009).
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Joost Biirgi o Jobst Biirgi (también
conocido por su forma latinizada Byr-
gius) (28 de febrero de 1552, Lichtens-
teig, Suiza - 31 de enero de 1632, Kassel,
Hesse-Kassel) fue un relojero y matema-
tico suizo. En ocasiones es acreditado
como el inventor de los logaritmos (que
publicé en 1620), aunque habitualmente
el crédito de este descubrimiento se atri-
buye al britanico John Napier, quien fue
el primero en publicar su trabajo.

También fue un gran contribuidor a
la prostaféresis, que es una técnica ra-
pida para calcular productos usando
identidades trigonométricas, procedi-

"l miento ideado antes que los logarit-
WEI::? itfen werden I'm’l B mos. Es decir, es un algoritmo utilizado
%ﬂ&"ﬁhﬁ "'_::{E:i“m] a finales del siglo XVI y principios del

XVII para aproximar la multiplicacion

H "WISZENMAIT DISER KV NST division d , di id
EREANGT 00 CROSEER HIRRN V3BT y division de nimeros mediante iden-
| ; tidades trigonométricas. Durante los

25 afios que precedieron la introduc-

Fig. 10. Jost Biirgi. https://es.wikipedia. cion del logaritm() en 1614, la prosta-
org/wiki/Joost_B%C3%BCrgi#/media/ féresis era el Gnico método conocido
Archivo:Jost B%C3%BCrgi_Portr%C3%A4t.

y aplicable a gran escala para aproxi-
mar rapidamente un producto. El tér-
mino proviene de las palabras griegas
prosthesis (mpdcbeoig) y aphairesis (apoaipeoig), que significan adicion y sustraccion,
dos de los pasos del proceso.

En la Europa del siglo X VI, los navios que surcaban los mares utilizaban para orien-
tarse la navegacion astronomica, que hacia un fuerte uso de las efemérides para deter-
minar su posicion y direccion. Estas tablas voluminosas confeccionadas por astronomos
reflejaban la posicion de los astros a lo largo del tiempo. Para calcular dichas posiciones,
se utilizaba la trigonometria esférica.

A pesar de que era un autodidacta, ya en vida fue considerado como uno de los mas
excelentes ingenieros mecanicos de su generacion. Su patron, Guillermo IV de Hesse-
Kassel, en una carta a Tycho Brahe alabo a Biirgi como un segundo Arquimedes.

No se sabe mucho sobre su vida o su educacion antes de su empleo como astronomo
y relojero en la corte de Guillermo IV en Kassel en 1579; se ha especulado que adqui-
ri6 sus conocimientos matematicos en Estrasburgo, entre otros del matematico suizo
Conrad Dasypodius (que ejercio la docencia en matematicas en Estrasburgo. Nacié en
Frauenfeld, Thurgau, Suiza. Su primer nombre también se tradujo como Konrad o Con-
radus o Cunradus, y su apellido se ha indicado alternativamente como Rauchfuss , Rau-
chful y Hasenfratz . Era hijo de Petrus Dasypodius (Peter Hasenfuss) (1490-155), un
humanista y lexicografo. En 1564, Dasypodius edit6 varias partes de los Elementos de

jpg
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Euclides. En el prefacio, dice que durante 26 afios habia sido la regla en su escuela que
todos los que fueran promovidos de las clases a conferencias publicas debian aprender
el Libro I de los Elementos. En 1568, Dasypodius publicé un trabajo sobre la teoria he-
liocéntrica de Nicolaus Copernicus, Hypotyposes orbium coelestium congruentes cum
tabulis Alfonsinis et Copernici seu etiam tabulis Prutenicis. No esta claro si Dasypo-
dius era un heliocentrista 0 mas bien siguio la interpretacion de Wittenberg. Dasypodius
disefi6 un reloj astronémico para la catedral de Estrasburgo: ese reloj fue construido en
1572-1574 por Isaac Habrecht y Josia Habrecht. Este reloj monumental represent6 la
sintesis del conocimiento cientifico mas avanzado de la época, en los dominios de la as-
tronomia, las matematicas y la fisica. Ese mecanismo permaneci6 en la Catedral hasta
1842, cuando fue reemplazado por un reloj construido por Jean Baptiste Schwilgué.
Dasypodius tradujo los escritos de Heron de Alexandria del griego al latin. Dasypodius
muri6 en Estrasburgo, pero no se dispone de datos que lo confirme.

1.1.2. Teoria de numeros

La teoria de numeros renace en el siglo
XVII con Bachet de Méziriac (1587-
1638), que en 1621 hace una muy buena
primera traducciéon de Diofanto, y en
1624 una coleccion de problemas agra-
dables y deliciosos con nimeros. Claude-
Gaspard Bachet, sefior de Méziriac (o de
M¢zériat), nace el 9 de octubre de 1581
en Bourg-en-Bresse y fallece en Paris el
28 de febrero de 1638. Matematico y filo-
logo, se dice que en su juventud ingreso
en la orden de los jesuitas, ensefiando re-
torica a los veinte aflos en un colegio de
Milan, pero pronto volvié a la vida civil
y se instalé en Paris. donde formo parte
de la Académie Francaise desde su fun-
dacion en 1634. Sus titulos literarios
fueron: Chansons dévotes et saintes sur
toutes les principales fétes de I’anné (in-
cluidas algunas piezas de su hermano
Guillaume) (Dijon, 1615 y Lyon, 1618);
Les Epitres d’Ovide en vers francais avec
des commentaires fort curieux, Bourg-en-Bresse, 1626, reimpreso en La Haye, 1746, con
algunos otros panfletos de Bachet, inéditos o so6lo publicados en folletos.

Como matematico, publicd, en 1612, en Lyon (2a ed., 1624), Problemas agradables
v deliciosos que se hacen con nimeros, de los que Labosne proporcion6 en 1874 (Paris,
Gauthier-Villars), una nueva edicion, revisada y acortada donde encontramos la solu-
cioén completa de los problemas de andlisis indeterminado de primer grado, primero en

Figura 11. Claude-Gaspard Bachet, sefior de
Meéziriac. https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/
Biographies/Bachet/
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Europa en abordar este problema meto-
dicamente. Escribio libros sobre acerti-
jos matematicos que formaron la base de
casi todos los libros posteriores sobre re-
creaciones matematicas.

Se publica su excelente edicion greco-
latina: Diophanti Alexandrini arithmeti-
corum libri sex et de numeris rectangulis
liber unus en Paris, 1621, enriquecido
con comentarios que solo pueden ser cri-
ticados por su prolijidad y que fueron, en
todo caso, el punto de partida del trabajo
de Fermat en la teoria de numeros.

Bachet dejé un manuscrito: Elemen-
torum arithmeticorum libri XIII, del cual
se ha publicado importantes extractos en
Bullettino Boncompagni en 1879. La Bi-
blioteca Nacional tiene otra parte de sus

Figura 12. Pierre Fermat. http://www. trabajos, en particular un Comentario
cosmovisions.com/Fermat.htm. sobre Apolodoro.

Los versos en francés de Bachet, que
se hicieron famosos durante su vida, no son atractivos y suelen ser “muy pesados” y ca-
recen de gracia, pero se le consideraba un gran humanista y erudito, y su valor no era in-
ferior como matematico.

El gran creador en la teoria de Numeros es Pierre Fermat (1601-1665). Es un mate-
matico, nacido en Beaumont-de-Lomagne en agosto de 1601, muerto en Castres el 12 de
enero de 1665. Hijo de Dominique Fermat, burgués y segundo consul de Beaumont, y de
Claire de Long, que pertenecia a la familia parlamentaria, Pierre, después de haber reci-
bido su primera educacion con los Cordeliers de Beaumont, termind sus estudios en Tou-
louse tomando destino en la magistratura.

Su nombramiento como consejero de la Camara de Investigaciones estaba fechado
el 30 de diciembre de 1634; logrd, con bastante dificultad, pasar por la sala del edicto en
agosto de 1648, fallecié dos dias después de haber denunciado alli un pleito. Dejo cinco
hijos: Clément-Samuel (1632-1690), abogado y asesor del Parlamento; Juan, archidia-
cono de Fimarens; Claire, cuyo nieto, Jean Gailhard, sucedié a Jean-Frangois, hijo de
Clément-Samuel, como consejero; finalmente Catherine y Louise, que eran ambas mon-
jas. Fue solo como asesor de la corte que Fermat tomd, seglin la costumbre, la parte no-
biliaria, que a menudo se agrega a su nombre.

Si bien su carrera como magistrado transcurrid oscuramente, a través de su corres-
pondencia con algunos estudiosos de su época (Roberval , Torricelli , Huygens , etc.) y
por la comunicacion en manuscrito de tratados compuestos en latin, adquirid, en 1637, la
reputacion de un matematico destacado. Sus principales relaciones fueron primero con
Despagnet (el hijo), consejero del parlamento de Burdeos, Carcavi, quien, primero su co-
lega en Toulouse, lo puso en contacto, una vez en Paris, con Beaugrand y Mersenne , que
hizo depositario de sus escritos. Todos ellos fueron responsables de la propagacion de las
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obras de Fermat. Con Descartes, sobre la explicacion de la refraccion, tuvo una disputa
que pronto se extendié al método de maximis et minimis del que Fermat fue el inventor,
y que termind en una aparente reconciliacion.

También fue a través de Mersenne que Fermat conoci6 a Roberval y Frénicle. Poste-
riormente, Carcavi lo puso en contacto con Blaise Pascal y probablemente también con
Digby, lo que le dio la oportunidad del desafio y del proceso matematico, cuyas piezas
estan recogidas en el Commercium epistolicum de Wallis. Fermat, después de haberle
contado a Carcavi varias veces sobre el proyecto de publicar sus obras, sin poner su nom-
bre alli, murio, habiendo tenido impresa una sola tesis bajo las iniciales MPEAS, en 1660
(siguiendo el tratado de Lalouvere sobre cicloide), donde demostrd, como Arquimedes ,
la rectificacion de curvas geométricas. Por una de estas curvas, habia sido precedido, sin
que €l lo supiera, por Neil y Van Heuraet; la rectificacion de otro (desarrollado a partir de
la hipérbola equilatera) le pertenece sin lugar a dudas. Su hijo Samuel se ocup6 de pu-
blicar los escritos de su padre, pero experimentd las mayores dificultades, pues, por un
lado, no era en absoluto un matematico; por otro lado, Fermat no tenia la costumbre de
guardar papeles, ni siquiera copias de sus obras, y Carcavi mostraba una mala voluntad
dificil de explicar. El nombre del matematico de Toulouse es inseparable de la teoria de
los nimeros, cuyas bases puso mientras estudiaba a Diofanto. Dado que, en su tiempo, se
presté mucha mas atencion a las soluciones de los problemas que a los teoremas, y dado
que después de ¢l la invencion del calculo infinitesimal absorbi6 las mentes, sus propo-
siciones generalmente enunciadas sin prueba en su correspondencia o en las observacio-
nes sobre Diofanto permanecieron infructuosas hasta Euler , y todavia no podemos estar
seguros de saber tanto sobre este tema como €l.

Si una de estas proposiciones (que 22" +1 es un nimero primo) ha sido reconocida
como falsa, es especialmente esta otra (que x" + y" = z" es imposible en nimeros enteros,
sin>2) que se asumio que era cierto sin haberse podido demostrar, hasta 1994 gracias al
trabajo a largo plazo de Andrew Wiles, demostrarlo en toda su generalidad. Aunque de-
clara formalmente tener la demostracion de esta tltima proposicion (que nunca hizo para
la primera), teniendo en cuenta el método de trabajo de su cabeza, un error de su parte no
es imposible (sus escritos, incluso los mas elaborados, podrian dar evidencia). En cual-
quier caso, no disminuiria la gloria de un hombre que fue el primero en abordar cuestio-
nes de este tipo y encontrar métodos para resolverlas.

A Fermat también se le atribuye la invencion del calculo diferencial con respecto a
su método de maximos y minimos y tangentes, que, de los métodos anteriores, es en rea-
lidad el mas cercano al algoritmo de Leibniz ; se podria, con tanta justicia, atribuirle la
invencion del calculo integral; su tratado De Oequationum localium transmutatione , da
de hecho el método de integracion por partes, al mismo tiempo que reglas para integrar,
ademas de cualquier potencia de las variables, sus senos y las potencias de estas. Cabe
sefialar, sin embargo, que no encontramos en sus escritos una sola palabra sobre el punto
mayusculo, la relacion entre las dos ramas del célculo infinitesimal.

Pero lo importante es que Fermat comparte con Descartes la invencion de la geome-
tria analitica; lo concibié al mismo tiempo, de manera completamente independiente y
en una forma mas cercana a la clasica que la de Descartes (Isagoge ad locos planos et
solidos). Corrigi6 a su rival en un punto esencial, la clasificacion por grados. También
fue el primero en intentar extenderse a tres dimensiones, en un ensayo por lo demas
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desafortunado (Isagoge ad locos ad superficiem), en el que, tratando de clasificar las su-
perficies de segundo grado, reconoce como regladas solo los conos. y los cilindros.

En algebra pura, le debemos en particular el primer método general de eliminacion.
Se le puede considerar con Pascal como el inventor del calculo de probabilidades. Final-
mente, dejo, en la geometria antigua, obras notables, en particular una restitucion de los
Lieux plan de Apolonio .

Aparte de sus aptitudes matematicas, Fermat poseia una singular erudicion. La filolo-
gia griega y latina le debian varias correcciones importantes y le gustaba componer ver-
sos latinos. Su caracter, segun su correspondencia, es afable, inverosimil, sin orgullo,
pero con ese punto de vanidad que Descartes, su opuesto en todos los aspectos, caracte-
rizaba por decir: “El sefior de Fermat es gascon, yo no soy. ““ (P. Curtiembre).

Conocemos su obra aritmética por la publicacion que hizo, en 1670, su hijo Samuel
Fermat, de una edicion de Diofanto. acompafiado de las notas que Pierre Fermat habia
escrito al margen de su copia; alli se encuentran las soluciones de estos problemas sobre
los nimeros, con los que Fermat desesperaba a sus corresponsales, y también de los teo-
remas: la demostracion completa tuvo que esperar hasta 1994. Fermat poseia quizas,
para el estudio de los nimeros, un método sencillo que desconocemos: En aritmética se
ha quedado sin igual.

SAPERE AUDE, GEOMETRIiA

iEl tridngulo, siempre el tridngulo! El hombre desde su creacion ha utilizado herramien-
tas inspiradas en formas geométricas simples, y no tan simples para poder sobrevivir. La
construccion de caminos, viviendas, herramientas para cazar...

Por su simpleza e interés, se utiliza el tridangulo en el quehacer diario de las personas,
solo la observacion de nuestro entorno nos permite identificar infinidad de formas trian-
gulares. observar a nuestro alrededor para identificar las formas triangulares: casa, orna-
mentos, joyeria, objetos de nuestros escritorios, mesas, sefiales que ordenan y organizan
el trafico en las ciudades y carreteras,..

Los triangulos tienen una gran importancia en la geometria, pues todo poligono
puede ser descompuesto o formado por triangulos. Es por esta razon que la geometria es
de suma importancia en el campo cientifico y de sus aplicaciones.

En esta entrega, presentamos una vez mds, como primera joyita geometria al tridn-
gulo como figura importante en la geometria. Sus elementos los traigo, en esta ocasion,
una vez mas, para calcular la medida de un lado sin recurrir a las funciones trigonométri-
cas (jLa trigonometria, rama de la matematica, cuya etimologia significa “medicion del
triangulo™!). Y como segunda joyita, presento un ejercicio sencillo que relaciona geome-
tria analitica con la teoria de probabilidad.

1. Ejercicios de aqui y alla (solucion a la Propuesta del numero anterior 104)
*Ejercicios propuestos en la Olimpiada Matematica Nacional Espafiola

http://www.olimpiadamatematica.es/platea.pntic.mec.es/ csanchez/olimmain.html
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JOYITA*: a) El angulo A del triangulo isosceles ABC mide 2/5 de recto, siendo igua-
les sus angulos B y C. La bisectriz de su dangulo C corta al lado opuesto en el punto D.
Calcular las medidas de los angulos del triangulo BCD. Expresar la medida a del lado
BC en funcion de la medida b del lado AC, sin que en la expresion aparezcan razones
trigonométricas.

A

a
b
D
b-a
B C
SOLUCION
JAN
Consideremos la imagen de arriba donde se pueden observar los tres tridngulos: ABC,
A A
BDC y ADC.
Paso 1

Con la hipétesis inicial que nos proporciona el ejercicio, podemos decir que:
* Enel tridngulo ABC se cumple

BAC - 36 ABC - ACB - 72°
* Enel tridngulo CBD se tiene

N PANVAN
BCD =36° CBD =BDC = 72°
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* Enel tridngulo ABC se tiene

NN PN
DAC =ACD =36° ADC = 108°

Paso 2

A A
De aqui se deduce que los triangulos BCD y ADC son isosceles y ademas el triangulo
A
BCD es semejante al triangulo ABC.

Paso 3

Se infiere para los lados que DC=AD=a; y BD=b-a
En funcién de la semejanza anterior se cumple la proporcionalidad

2
b_a=g(:)a2=b2—abc>a2+ab—b2=0<:> 2142 1=0
a b b b

Paso 4

De aqui se puede calcular el valor de a en fucniéon de b, como se solicita en ele ejercicio:

a4 b5 _—bib\/g_b(«/g—l]

2 2 2 2

a

Conclusion el lado a es la seccidn aurea del lado b.

JOYITA*: b) La figura adjunta muestra un plano con calles que delimitan 12 man-
zanas cuadradas

B
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Una persona P va desde A hasta B y otra Q desde B hasta A. Ambas parten a la vez
siguiendo caminos de longitud minima con la misma velocidad constante. En cada punto
con dos posibles direcciones a tomar, ambas tienen la misma probabilidad. Hallar la
probabilidad de que se crucen.

SOLUCION
Paso 1

Comencemos por definir un sistema de coordenadas en la figura que muestra el plano
con las calles que delimitan las 12 manzanas cuadradas.
*  Origen: (0,0) es el Punto A.
e Extremo: (4,3) es el Punto B.
e Movimientos de Py Q recorren, segun las hipotésis dadas, caminos de longitud
minima, por lo tanto, la persona P sélo puede ir hacia la derecha o hacia arriba,
mientras que la persona Q puede ir a la izquierda y abajo.

Paso 2

Todos los caminos tendran siete unidades de longitud. Por lo tanto, las personas Py Q se
podran solamente entre el tercer y cuarto movimiento. Se sefialan con diferentes colores
las diferentes posiciones de Py de Q.
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Paso 3

Estudiemos los diferentes casos:
I. La persona P llega al punto < (3,0)

e

[

A (3.0)
o

Su probabilidad sera (1/2).(1/2).(1/2)=1/8. Sélo se podra cruzar con la persona Q si
ésta se encuentra en el punto (1,3): esto sucede también con probabilidad

(172). (1/2). (1/2)=1/8.
Por lo tanto, la persona P esta obligada a pasar por el punto (1,3), mientras que la per-
sona Q pasa a (0,3) con probabilidad Y.

En consecuencia, la probabilidad de que se cruce entre (3,0) y (1,3) es el producto:

(1/8). (1/8).(1/2)= 1/27

s

II. La persona P llega al punto < (1,2)

(1.2)

>
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La probabilidad de que P llegue a (1, 2) es 3(%) = %.

Nota: Facilmente se puede describir que hay tres modos de llegar (1, 2).
Sélo se puede cruzar con Q si éste esta en (1, 3) o en (2, 2).
Distingamos ambos casos:

a) Q llega a (1, 3) con probabilidad % , entonces se cruzaran entre (1, 2) y (1, 3) si

Pse
(13) i, 5

—

'

mueve hacia (1, 3) y Q hacia (1, 2) ambos movimientos con probabilidad % .

Por lo tanto, la probabilidad de cruzarse es 31113 .
8822 2°

b) Q llegaa(2,2) con probabilidad g , entonces se cruzaran entre (1, 2) y (2, 2) si P se

1,

(2,2)

>
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mueve hacia (2, 2) y Q hacia (1, 2) ambos movimientos con probabilidad % .

La probabilidad de cruzarse es 33119

8822 2°°
[II. La persona P llega al punto < (2, 1).

s

(2,1)

'

A <

£

—

Si razonamos de forma analoga, se tiene que la probabilidad de cruzarse entre los

puntos (2, 1)y (2, 2) es, %y la de cruzarse entre (2, 1)y (3, 1) es % .

IV. La persona P llega al punto < (3,0).

La probabilidad de cruzarse entre (3, 0) y (3, 1), es 2—38y la de cruzarse entre (3, 0) y
1
(4,0) es 7

Paso 4: Conclusion

La probabilidad pedida es la suma de todos los casos, resulta:

1 3.9 9 9 3 1 37
+ [

27 28 08 g8 g8 o8 o7 256
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SAPERE AUDE, TEORIA DE NUMEROS

1. Ejercicios de aqui y alla (solucion a la propuesta de los ejercicios del nimero
anterior 104)

*Ejercicios propuestos en la Olimpiada Matematica Nacional Espafiola
shttp://www.olimpiadamatematica.es/platea.pntic.mec.es/ csanchez/olimmain.html

En esta ocasion presento la solucion de dos Joyitas Numéricas: una que aborda las
progresiones aritméticas con la presencia de algunas propiedades de los nimeros pirami-
dales; y la segunda utiliza el binomio de Newton y el principio de induccion. los concep-
tos de desigualdad y potencias de nimeros naturales.

Propuesta 2: dos joyitas numéricas
JOYITA: a) Calcular la suma de los cuadrados de los cien primeros términos de una

progresion aritmética, sabiendo que la suma de ellos vale -1, y que la suma de los tér-
minos de lugar par vale +1.

SOLUCION
Paso 1
[ ]

Consideremos lasa progresion aritmética ._:

p, p+d, pt2d, p+3d,........ p+99d.

Nos piden calcular la suma de los cuadrados:

P2 (ptd), (p+2d), (p+3d)*, ... , (p+99d)?

Paso 2

Para calcular p y d resolveremos el sistema siguiente:

99

Y (p+hdy =1 = LELEDDND st (pr 99050 =-1

h=0

50

S [p+Qh+Dd]=1= [p+d+p2+99d)50] —1=[p+d+p+99dP5=1
h=0
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- [p+(p+99d)[50=-1 - 50p+50p+99.50d = -1
[p+d+ p+99d]25=1 25p+25d +25p+99.25d =1

100p +4950d = -1 3 745

= = d:—;p:—
50p+2500d =1 5077 250

PASO 3

De la expresion
h=99

S= (p+hd)’ =100p* +2pd(1+2+43+..4+99)+d* (I +2° +...+99%)

h=0

Se deduce que el resultado final se obtiene de la expresion:
2 2
SZIOO.[—MSJ +2'[_745j'[ij'((1+99)IOOJ+(EJ (99(2.99+1)(99+1)j
250 250 50 2 50 6

2 2
S=100] 8| o[ | [ 2 )[ (49999 13 ) [992I9+DOI+D ), o 599 98
250 250 )50 2 50 6

Que es la solucion final para la suma solicitada:

S§=299,98
JOYITA: b) Hallar todos los numeros enteros positivos m y n para los que

(m+1)" =2m" +3m+1

SOLUCION
Paso 1
e Veamos que sucede para cuando m=1
(1+1) =2.1"+3.141=2£6,Yne N

e (Qué sucede para n=27?
Aplicado el binomio de Newton
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(m+1)'"—1=2( m )m'”i—1:>(m+l)m—1=m2+( r;z Jm2+( r; jm3+...

i=0 l

que nos lleva a afirmar que es multiplo de m?.

Paso 2

Analicemos varios casos:

e n=1. Entonces, m’ divide a 2m’+3m= 5m. Por lo tanto, m dividiria a 5, con lo
que m=35, y la expresion inicial nos lleva a que 6°=26, lo cual es trivial y efecti-
vamente falso.

e n22.Entonces, m? dividiria a 2m" + 3m, pero como divide a 2m", también ha de
dividir a 3m, es decir que m divide a 3, con lo que m=3.

Paso 3

Se puede demostrar facilmente que para m=3, la ecuacion se convierte en 43 =2, 37+ 10.
Por lo tanto, de la expresion:

43=2 3"+ 10.

Se deduce que 2. 3" =43 - 10 =54.
De donde concluimos que 37 =27, y por lo tanto esto se cumplira si y solo si n=3.

SAPERE AUDE, EJERCICIOS DE AQUI Y ALLA, PROPUESTAS.

En niimeros anteriores planteaba diversas cuestiones entorno a: ““... Desarrollar las ha-
bilidades matematicas que poseen los alumnos y simultaneamente cubrir los objetivos
mas alla del curso. (Dichos objetivos rara vez mencionan a las habilidades, reducién-
dose a la adquisicion de conocimientos y manipulacion de formulas para aplicaciones
en problemas sencillos).....Impulsar a los estudiantes que tienen habilidades matema-
ticas e interés por aprender mds profundamente esta ciencia...(sic)”. En este numero,
quiero afiadir unas lineas sobre la idea: “...el rendimiento académico en matemadaticas
constituye uno de los desafios permanentes en la mayoria de los sistemas educativos
no solo porque las matemdticas son consideradas como una de las asignaturas funda-
mentales en el curriculum escolar, sino también por la contribucion al desarrollo del
conocimiento cognitivo del nifio, y por la funcionalidad que poseen la mayoria de los
aprendizajes matematicos en la vida adulta. Dada esta importancia, en las socieda-
des modernas occidentales existe una creciente preocupacion por el hecho de que una
parte importante de los alumnos, y también la poblacion en general, tiene relevantes
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dificultades para comprender y utilizar los conocimientos matemdticos...) (sic) (Las ac-
titudes hacia las matematicas: perspectiva evolutiva. Nufiez, J.C. et al).

Para implicar al estudiante en su interés por la resolucion de problemas en matema-
ticas lo que repercutiria directamente en su formacién propongo las cuatro joyitas que
aparecen a continuacion.

Propuesta 1: dos joyitas geométricas
a) Los circulos C;y C, de la figura se intersectan en Ay B. El diametro CA de Ces

tangente a Cy en A, y D es el punto en C, tal que C, B y D estan alineados. Si BD = 3 y
AC = 2, ;Cudl es el area de C,?

b) El drea del triangulo ABC es igual a 40 cm?.

C

Los puntos D, E'y F cumplen que DB = 34D, CE = 3EB y AF = 3FC. ;Cual es el area
del triangulo DEF?
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Propuesta 2: dos joyitas numéricas

a) Enrique tiene que usar una tarjeta bancaria porque necesita dinero para salir de
viaje. El codigo de cuatro digitos se le ha olvidado y quiere recuperarlo. ;Podrias ayu-
darle a encontrarlo, si cada uno de los numeros siguientes 6427, 4271, 6412, 2671, tiene
una cifra incorrecta y otra fuera de su lugar?

b) Hallar los pares de valores (p, q) para los que

1 +2p+22p+1:q2

NOTA: Las respuestas pueden enviarla a la direccion electronica:
sapereaudethales@gmail.com
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