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Resumo

Neste artigo manifestamos nossa preocupagdo com o equilibrio entre os aspectos algé-
brico e grifico do contetido matematico de nosso curriculo. Alunos e professores com
bom desempenho no que concerne as habilidades algébricas podem ser enganados pelo
que “véem” em um grafico. Em nossa opiniio, uma anilise revitalizada de nosso curricu-
lo, fundamentada em um re-olhar para objetos e processos familiares provocado pela
reflexdo do trabalho com esses objetos ou processos empregando ferramentas
computacionais pode ser bastante benéfica para alunos e professores.
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Abstract

Our concern is with the balance between the algebraic and graphical aspects of the mathematical
content of our curriculum. Students and teachers, independently of their command of algebra, are
easily fooled by what they “see” on a graph. In our opinion, the time is ripe for an “incorporation”
of the lessons already learned from having computers in the classroom in a renewed analysis of our
core curviculum.

Key-words: mathematics curriculum, computer in mathematics education, functions, visualisation.

* Departamento de Matemartica, PUC-Rio.

** Department of Mathematics, University of Wyoming.

Educ. Mat. Pesqui., Sao Paulo, v.1, n.2, 1999



Gilda de La Rocque Palis e Lynne Ipinia

como ver bem a sua volta, sem admitiyv, ao ladb,
por baixo ou por cima, “coisas invisiveis”?

Debray (1994)

Introducao

E impossivel negar, no momento atual, o potencial dos
computadores para mudar o mundo fora da sala de aula. Procedimentos
bancarios tém se modificado constantemente e mesmo cidaddos de
algumas cidades remotas utilizam cartdes e senhas para realizar suas
transagOes bancarias. Laboratérios médicos, oficinas mecinicas e
supermercados registram dados variados e totalizam despesas
eletronicamente. Milhdes de pessoas obtém ou atualizam programas via
Internet, jornais de grande circulacio tém seus préprios Web sites.

Houve um tempo, no passado niao muito distante, em que
educadores se preocupavam em introduzir os alunos aos préprios
computadores antes de lhes apresentar programas especializados. Um
professor que pretendesse coordenar atividades empregando computadores
ja esperava falhas diversas nas maquinas e nos programas. Um professor
que pretendesse propor algum estudo apoiado em computadores tinha
que pensar em tudo, preparar-se para tudo, carregar pilhas de disquetes
porque os programas ja instalados eram raros, os disquetes apresentavam
defeitos, os computadores disponiveis nao liam alguns deles. Era necessario
experimentar com antecedéncia as atividades a propor aos alunos nas
proprias maquinas que seriam por eles utilizadas, pois 0 mesmo programa
podia funcionar de maneiras bastante distintas em computadores
diferentes. Os professores tinham também que inventar/redigir a maior
parte do material de suporte a ser usado pelos alunos.

A boa noticia é que o aspecto relacionado a implementagao de
ensino-aprendizagem apoiado em computadores esta ficando mais facil
para os professores. Os disquetes apresentam menos defeitos e os CDs
parecem indestrutiveis. As maquinas freqientemente tém memoria
suficiente para rodar nossos programas de matematica. Estudantes estao
rapidamente se tornando familiarizados com o trabalho com arquivos,
impressoras e a Internet. Existe quase sempre pelo menos um aluno capaz
de ajudar com os problemas técnicos que aparecem em um Laboratério
de Computagao. Materiais instrucionais de qualidade estao disponiveis
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em maior volume e muitos podem ser obtidos via Internet. Os pacotes
matematicos sa0 muito mais amigaveis, € cCOmo apresentam muitas
caracteristicas comuns a outros programas, os alunos descobrem como
lidar com os novos softwares com certa rapidez.

Outra boa noticia é que o nivel de aceitagdgo do emprego de
computadores no ensino tem aumentado. A instrucio apoiada em
computadores ainda estd na sua infincia e muitas escolas tém poucas
ferramentas computacionais. No entanto, para muitos professores e
administradores, a pergunta colocada, agora, com maior freqiiéncia é
“como” e ndo “se” deveriam utilizar computadores nas escolas.

Hoyles (1999) comenta que o conhecimento matematico de adultos
€ criangas parece estar freqiientemente em um estado de crise — uma crise
de habilidades ou uma crise de criatividade. E que o desenho de um
curriculo equilibrado e globalmente efetivo com relagio a esses aspectos ¢
um desafio para a comunidade internacional de educadores matematicos.

O foco deste artigo é também “equilibrio”, apesar de se tratar de
um tipo diferente de equilibrio. Estamos preocupados com o equilibrio
entre os aspectos algébrico e grafico do conteido matematico de nosso
curriculo. Nossa discussao pressupde um certo nivel de uso de tecnologia,
e nada do que dizemos deve ser interpretado como uma defesa do retorno
a um curriculo de matemadtica tradicional isento de tecnologia.

Artigos nos anos 80 falaram da ameaga que a tecnologia
representava para os educadores matemdticos. Difundia-se que era
necessério se adaptar e integrar a tecnologia, e as discussdes que se iniciaram
como respostas as ameacas proclamadas tomaram direcdes variadas. A
mudanga mais aparente até agora recaiu sobre o curriculo. Nas salas de
aula com ou sem computador, muitos professores usam livros did4ticos
com conteudos diferentes. As complicadas manipulacoes algébricas
presentes nos problemas resolvidos, ou necessirias para resolver os
problemas propostos, sao menos freqiientes; e os livros sdo repletos de
figuras e graficos.

E compreensivel que, ao inicio, 0 maior desafio parecesse ser a
tecnologia em si mesma. Havia também um otimismo exagerado em
varias publicagdes relativo ao potencial de visualizacio de graficos, e uma
presenca freqliente de “Olhemos o gréifico e nossos problemas estardo
resolvidos”. Durante algum tempo tem se defendido a utilizacio de gréficos
num esfor¢o para encorajar um outro ponto de vista sobre diversos
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conceitos e processos. No entanto, era mais dificil do que parecia a primeira
vista obter bons graficos de fungdes, em parte devido a prépria tecnologia
e em parte porque algumas questdes novas surgiram, questdes que nunca
haviam sido tratadas enquanto realizivamos esbogos de graficos 2 mao e
a partir de conhecimentos algébricos. Artigos apareceram chamando a
atencio para o fato de que ao desenhar graficos em escala, uma figura
nio poderia mostrar a0 mesmo tempo comportamentos locais e globais.
(ver, por exemplo, Dubinsky, 1995)

Muitos alunos nzo alcangaram o sucesso prometido com o trabalho
com tecnologias variadas. Temos olhado de perto o que ocorre na interagao
de alunos e professores com o computador e calculadoras ao procurarem
resolver problemas envolvendo gréficos de fungbes. A analise dessa
intera¢ao tem apontado dificuldades na utilizagao da tecnologia por alunos
e professores, em particular dificuldades relacionadas a interpretacao de
resultados obtidos graficamente (também de resultados numéricos e
simbdlicos) com as novas ferramentas.

Em experimentos que realizamos (ver Palis, 1991; Abrahao, 1998),
foi possivel constatar que as potencialidades do computador como suporte
ao estudo das associagdes entre os contextos grafico e algébrico no estudo
de fung¢des ndo se concretizaram com a maioria dos sujeitos envolvidos.
Embora alunos e professores com bom desempenho no que concerne as
habilidades algébricas possam ser enganados pelo que “véem”, os alunos
que foram bem-sucedidos a0 extrair informagdes de graficos também
possuiam habilidades algébricas bem desenvolvidas.

A partir das anélises efetuadas podemos dizer que é possivel que
tanto licenciandos como professores em exercicio (mais os Gltimos do que
os primeiros) apresentam bastante dificuldade em conciliar o que a
maquina parece mostrar e os conhecimentos tedricos, muitas vezes
confiando mais na maquina do em seus conhecimentos matematicos. Isto
pode apontar para a necessidade de uma formagao especifica acerca das
diferencas entre os graficos 2 mao e os graficos 2 méaquina, e as limitagoes
das diferentes ferramentas computacionais.

Hai diferencas e semelhangas entre os processos empregados e 0s
resultados obtidos ao se utilizar computadores e quando se usa lapis e
papel. E a transferéncia de esquemas de tratamento de graficos no contexto
lapis e papel, com suas convengbes muitas vezes implicitas, para novos
esquemas, agora em ambientes computacionais, precisa ser trabalhada
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para que a utilizagdo do quadro grafico se realize de forma produtiva. Em
nossa opiniao, uma analise revitalizada de nosso curriculo, fundamentada
em um re-olhar para objetos e processos familiares provocado pela reflexio
do trabalho com esses objetos ou processos empregando ferramentas
computacionais pode ser bastante benéfica para alunos e professores.

Estas observagdes nos remetem 2 nossa discussio sobre equilibrio.
Atualmente, a abordagem gréfica ganhou ampla aceitacio, e, certamente,
¢ 0 momento para enfatizar o que se desejou transmitir o tempo todo.
Ou seja, € necessario e produtivo empregar uma variedade de ferramentas,
dentre as quais ferramentas analiticas e graficas para resolver problemas.
Figuras obtidas em computador podem nio fornecer uma visao completa,
nem mesmo correta, da situacao em estudo. Assim, é preciso buscar um
equilibrio entre o que se pode “ver” nos gréficos gerados em computador
e 0 que se pode “imaginar” a partir de conhecimentos teéricos.

Esperamos que fique claro para o leitor que pretendemos enfocar
aspectos relativamente simples desse re-olhar, tais como a natureza da
reta numérica versus seu modelo computacional discreto. Também
procuramos chamar a atencio para o poder de resultados matematicos
que foram esquecidos ou relegados a cursos mais avancados, e que podem
complementar o estudo do comportamento de uma funcio usando
computador. Nesse caso trata-se de um resultado no contexto de teoria
de equagdes.

Antes de prosseguir, € preciso mencionar, mesmo que em linhas
muito gerais, qual € o procedimento empregado pelas diversas tecnologias
(calculadoras gréficas e softwares usados em computadores) para desenhar
um gréfico de uma fungéo f : D € R — R dada por uma expressao
algébrica.

Inicialmente, sdo fornecidos pelo usuario a expressio da funcao
e quatro nimeros a, b, c e d satisfazendo a < b e ¢ < d. Estes nimeros
caracterizam o retangulo {a, b} x [c,d] denominado “janela grafica”. As
coordenadas dos quatro vértices da regido [a, b} x [c,d} do plano cartesiano

R 2 sa0 atribuidas aos vértices da tela grafica. Isso, por sua vez, determina

as unidades das escalas, nos eixos horizontal e vertical.
Um griéfico de f é gerado da seguinte forma: a tecnologia
determina os valores da fungio f em um certo conjunto de nimeros

X, X, X ,xnondea=xo<xl<x2< ...... <x =b

0’ 12 PIRRRETE
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e “marca” na tela os pontos (x, f(x)), 0 <i<, ligando-os sucessivamente
para i crescente, por segmentos de reta.’

Vemos entdo que o que essas tecnologias fazem é desenhar graficos
pelo procedimento de marcar pontos e ligd-los por segmentos de reta.
- Com vantagens Gbvias sobre o procedimento analogo com lépis e papel:
nio é necessario fazer os calculos e o desenho, 0 nimero de pontos utilizado
pode ser “grande”, e o resultado é obtido quase que instantaneamente.
Mas, assim como nem sempre se obtém um bom gréfico 2 mao por esse
processo, também nem sempre se obtém um bom gréfico de uma fungao
utilizando recursos computacionais. Para uma discussdo mais detalhada
ver Palis (1997).

A natureza discreta das telas dos computadores e os limites finitos
das janelas graficas sdo freqiientemente responsaveis pelos chamados
“comportamentos escondidos” e pela impossibilidade de deduzir
comportamentos assint4ticos a partir de graficos gerados em computadores
como foi e tem sido feito com graficos desenhados 2 mio.

Suponhamos, em um ambiente tradicional somente com lpis e
papel, que dizemos que o grafico de uma certa fungao f: R — R é o que
se encontra na Figura 1. De fato, o que vemos é “uma parte” do grafico
de f j que o grafico dessa fungdo, definida para todo x real, se estenderia
para a esquerda e para a direita indefinidamente.

Quando dizemos, nesse ambiente, que o grafico de uma fungao f
é o que consta da Figura 1 estamos implicitamente afirmando que
nenhuma mudanca de comportamento ocorre quando x >10 ou x <
10. No sentido de que, por exemplo, para x > 10 a fungdo é decrescente
e sua concavidade para cima. Se houvesse mudangas nesses aspectos de
comportamento estas deveriam constar do grafico apresentado.
Freqiientemente, também por convengéo, inferimos a partir de um
grafico como este 0 comportamento assintético da fungdo, isto €, que
seus limites quando x —> o0 e x —> — o0 530 — o e oo respectivamente.
De forma aniloga, quando pedimos 2 um aluno, em uma disciplina inicial
de Calculo, que esboce o grafico de uma funcao f dada por uma expressao
algébrica, o que é que esperamos que ele faga? Que ele determine o

1 A escolha dos pontos x < x] < xp < ...... < x,, € o tipo de curva que liga os pontos
marcados na tela varia com a tecnologia empregada. No entanto, as observagdes que
fazemos sobre os grificos obtidos sdo vélidas para as diversas tecnologias.
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comportamento de f utilizando recursos algébricos diversos como cilculo
e andlise de derivadas, célculo de limites, etc. e produza um grafico
consistente com as informagdes obtidas algebricamente. Se o aluno verificar
que a fungdo € decrescente, tem concavidade para baixo para x < 0 e
para cima se x > 0, f(0) = 0 e os limites de f quandox — o0 e x — —
©° 530 — oo e oo respectivamente, esperamos que esse aluno produza um
grafico semelhante a0 que est4 apresentado na Figura 1.

-10 X 10

Figura 1

Por outro lado, quando dizemos que a Figura 1 é um gréfico gerado
em computador de uma fungio f : X — R, ndo podemos inferir, por
exemplo, que a fungo é decrescente para x > 0 e que seu limite quando
X —> o0 € —oo, fundamentando-nos somente em representacdes graficas. ?

A curva da Figura 1 € o grifico gerado em computador de uma
infinidade de fungGes, dentre elas a restricio do grafico de

F(x) = X (x =20) (x+20)
300

e de

~260x . .
g(X)=——"5 2 janela[-10, 10] X {-10, 101.
x“+13
Observe que essas funcdes tém comportamentos bastante distintos.
Enquanto f tem trés zeros e seus limites quando x —> o0 e x — — oo sd0
iguais a %0 e — oo, a fun¢do g tem somente um zero e seus limites quando
X —>©° € —o° 530 iguais a zero. Graficos dessas funcdes f e g , em outras
janelas, podem ser vistos nas Figuras 2 e 3, respectivamente.

2 Todos os gréficos desse texto foram desenhados usando o software Maple com seus
parametros no modo default exceto quanto 2 atribuicdo de valores aos vértices da
janela gréfica.
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20
0

-40-30-20-10
10

-20

Figura 3

Nem todos os problemas se situam fora da janela grafica. O gréfico
da funcao
x* - 2x3 ~ 63,0001x% +128x - 63,9936

f(x)= 5
10x“-20x+10

gerado na janela {-10, 10} X [-10, 10}, e exibido na Figura 4, poderia
ser interpretado por um estudante como “parabdlico”. No entanto, f
tem uma assintota vertical x = 1 e mais dois zeros, x = 0,99 e x =
1.01, ndo visiveis nesse desenho.

104
y57

N1/
10 N5 5‘/25/10

-10-

Figura 4

Esse desenho decorre do fato de o programa computacional
empregado produzir o gréfico dessa fungo a partir da marcagao dos pontos
listados a seguir.

[{-10., 3.599997025}, [-9.564056917, 2.7471160111, {-9.184745171,

2.0359524231, [-8.758169442, 1.2705518631, [-8.328766092,
.5368338446}, [-7.901403621, -.1567818839], [-7.505183904,
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-.76722039591, {-7.094921337, -1.3662070371, {-6.670627204,
-1.9502699561, {-6.247693787, -2.496627483}, [-5.812654783,
-3.0212979271, {-5.429472191, -3.452074823}, [-4.998099350,
-3.9018894421, [-4.564955250, -4.3161044211, [-4.147540650,
-4.6797729951, {-3.768488204, -4.9798277651, [-3.317758183,
-5.299219638}, -2.935930733, -5.537995322}, {-2.491774637,
-5.7790585141, {-2.098621233, -5.9595168211, {-1.667269637,
-6.1219351471, {-1.256520912, -6.241992930}, [-.827947708,
-6.3312607741, [-.434383720, -6.380820933}, [-.9871791e-2,
-6.3993627091, {.43107680, -6.379445720}, [.81492384,
-6.3150993991, {1.22948916, -6.236970451}, {1.65777570,
-6.123762301}, {2.07677053, -5.9681876251, [2.48216956,
-5.7836201411, [2.93229608, -5.5400155901, [3.33675477,
-5.2865099461, {3.76860075, -4.9796998721, [4.15991740,
-4.6694619591, [4.58772985, -4.295240111}, {4.99026803,
-3.9096979441, [5.41103641, -3.4720506521, [5.82241442,
-3.0099360901, [6.25308906, -2.4898786981, [6.66787993,
-1.9539316411, {7.09206351, -1.370259825}, {7.51273463,
-.75588005591, {7.89928770, -.1601250469}1, [8.34232114,
55943116261, {8.73857553, 1.236268165], [9.16106536,
1.9925088611, [9.56544204, 2.7497643941, [10., 3.59999555511

Técnicas como ampliagao de escalas * (zoom in) e reducio de escalas
(zoom out) tém sido freqlientemente ensinadas aos alunos como parte dos
procedimentos possiveis para melhor visualizar o comportamento de
fungdes. E algumas vezes é dito aos alunos, sem o cuidado necessario:
“olhe os grificos, é claro que...”. No entanto, nio é dificil apresentar
exemplos para os quais esses procedimentos de zoom in e zoom out dio
informagdes visuais conflitantes com resultados obtidos algebricamente.

3
Por exemplo, se tentarmos ver que f(x) = sen(x) e g(x)=x — %

sao diferentes em uma vizinhanga de 0, a aplicacio de procedimentos de
z00m in sugere exatamente 0 oposto (ver Figuras 4 e 5). Observe que as
fungdes f e g tém derivada igual a 1 no ponto 0.

3 Mantendo a proporgao entre as escalas adotadas nos dois eixos coordenados.
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0.4 0.01
¥p.2
02 04 0.005 0.01
X X
Figura 5: grificos defe g Figura 6: grificosde fe g

Distinguir entre o comportamento assintético de f(x) = x + 0,9 x sen(x)
(cujo limite quando x tende a 0 é =) e o de g(x) = x + 1.1 x sen(x)
(que ndo tem limite quando x tende a o) por procedimentos de zoom out
¢ uma tarefa interpretativa quase impossivel (ver Figuras 7 e 8).
Os limites mencionados acima podem ser determinados da
seguinte forma:
Como temos que 0,1 x<x + 0,9 x sen(x) para x > 0 temos que
0,1 x <f(x)para x > 0, logo o limite de f quando x tende a oo é oo.
Com relagdo 2 fungdo g, podemos verificar que a seqiiéncia (a ),

3n
onde @, = 3 +2n%,0=10,1,2, 006 , é tal que (g(a)) tende a — oo

quando n tende a oo, pois nesse caso (g(a))) = —0,1e (a) tende a o0, E

T
a seqiiéncia (b ) onde by, = 5 +2nm, n=0,1,2,....... , é tal que (g(b))

tende o a quando n tende a oo, pois nesse caso (g(b)) = 2,1 b_e (b))
tende a . Assim podemos concluir que g ndo tem limite quando x
tende a oo.

10

=2 (4K

Figura 7 : graficosdef e g Figura 8: grificosde f e g
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q. g2

Nao podemos culpar as figuras por serem “distorcidas” (em relacdo
as que farfamos a mao; de fato as figuras em computador sio desenhadas
respeitando as escalas escolhidas) nem por induzirem a respostas errneas.
Por outro lado, também no podemos criticar os alunos por ndo possuirem
“intuicdes” e conhecimentos matematicos que nos custaram anos de
trabalho para dominar.

Em Harvey, J., Waits, B. e Demana, F. (1995) os autores descre-
vem uma estratégia para encontrar os zeros de

f(x) = 6x> — 15x* +30x> — 48x2 + 36x —9, usando uma calculadora gra-

fica. Aqui apresentaremos a mesma estratégia usando figuras geradas
com o Maple; os resultados sdo praticamente idénticos.

Inicialmente, no artigo acima mencionado, sio apresentados
gréficos de f nas janelas [-3, 4 }x[-50, 50 }, Figura 9, e {0, 2 } x [-2,
2}, Figura 10. A partir desse Gltimo grafico os autores dizem que se pode
facilmente obter aproximagdes de dois zeros da funcio f (p. 85).

4[]': 2-
¥ 20 y13
1 2 3 4 0 5 1 15 2
X -1_" X
27
Figura 9 Figura 10

Mais adiante (pp. 101-102) os autores argumentam que ¢ possivel
obter evidéncias de que f nio tem outro zero real além dos que ja foram
descobertos: “se pudermos ver graficamente que gg(x) = x°} limita f
digamos para x < 0 e x > 2, entdo nés podemos ficar mais seguros de
que todos os zeros de f estdo no intervalo [0, 2]. Para ver que g limita f
em (-o0, 0) e (2, o0)..é mostrado na Figura...”. A afirmativa é validada
exibindo os graficos de f e g na janela [-3, 3] X {-20, 20} (ver Figura
11) e adiferenca g f najanela {-3, 3} X [-50, 50} (ver Figura 12).
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20 ,f)
y10 J /

1x2 3 3 2

Figura 11 : graficosde f e g Figura 12: grificode g-f

Os autores siao cuidadosos ao dizer que a esta altura somente
evidéncias empiricas sdo disponiveis e que é necessario utilizar argumentos
simbélicos e numéricos para provar o resultado.

Gostarfamos de apontar algumas questdes relacionadas com a
argumentagio apresentada no artigo citado acima.

Inicialmente, quando os autores dizem que g limita f em (= oo,
0) e (2, o), eles estdo nos pedindo para “ver” o comportamento assintotico
de f e g em uma representagao grafica ndo apenas finita, como nao poderia
deixar de ser em se tratando de graficos em computador, mas também
utilizando nimeros com valores absolutos tao pequenos que
provavelmente nenhum aluno venha a tomar esse comportamento como
evidéncia do comportamento da fungio para valores com médulo bem
maior.

Por outro lado, a Figura 12 nio fornece mais evidéncia empirica
de que g — f ndo tem zeros fora do intervalo {-3, 3} do que a Figura 9
revela sobre a existéncia de zeros de f fora do intervalo [-3, 41.

Além disso, se um aluno repetir 2 mesma estratégia para encontrar

(x—0,5) (x-1)* (x—40)°
30
de evidéncias empiricas ao examinar as Figuras 13, 14 e 15. S6 que nesse

caso a mesma conclusio anterior é incorreta. Esta funcao tem trés zeros:
1,% e 40.

os zeros de F(x) = ele encontrara o mesmo tipo

42



Procurando um equilibrio entre o que se pode “ver” e o que se pode “imaginar”
q:

40 2 7
¥ 20 y10 /z
g 2 4 1 2 3 4 3 271 1x2 3
; X 3
20 / 10
0 / 20
Figura 13: grifico de F Figura 14: gréficos de F e de g(x) = x3
40
¥20
8 2 1%2 3
-20
-40

Figura 15: grificode g - F

Finalmente, existem critérios bastante simples para determinar
um intervalo que contém todos os zeros de uma funcio polinomial. A
seguir enunciamos e demonstramos um desses resultados.

Uma ferramenta analitica
Sejaf(x) = ax" +a x™' +...+ axta,n2lea #0.

Entao os zeros de f pertencem ao intervalo [-a —1, a + 11, onde

=M o<i<n-1), |

n

Se aplicarmos esse critério a f(x) = 6x® — 15x* + 30x® — 48x2 +
36x — 9 obtemos que todos os zeros de f pertencem ao intervalo [-9, 9].

Demonstracio:
Podemos considerar a, # 0 porque nesse caso ou temos f(x) = a x",

43



Gilda de La Rocque Palis e Lynne Ipisia

cujo unico zero é 0, ou podemos reduzir o problema, fatorando, ao estudo
de uma funcio polinomial com termo independente diferente de zero.

Seja

~ a;

a=MaXo<i<n-11,
“n

Temos varios casos a considerar. O primeiro fornece a extremidade
direita do intervalo [-a —1, a + 1}. Os casos (iii) a (vi) determinam sua
extremidade esquerda.

x4 . +ax+a

D) f(x)=a x"+a_ _ X+a

1 ean>0.

Inicialmente mostraremos que se x > a + 1, entdo f(x) # 0
porque f(x)> 0.
Podemos reescrever a expressao da fungao da seguinte maneira:

a1 a a
f(x)=a x"[1+2L —+ ... +—Llo+—_]
ap X a x a,x
= =n=l 3 3 ; — n
Sejau =+t — =+ . Assim f(x)=ayx" [1+u]
a, X X ax
Bt on a 1 a 1 1
Como |u|<| 2L ||= |+ .. 4| || — [+ 2= | S a|=|+...+
a, g X a, x" X

1 N 1 1
al—n|,esex>l+a,entao|x|>1+a>l, temosque —— <-———-,
X [x*] (1+a)

Desta forma, uma estimativa de |u| pode ser obtida através da
soma de n termos de uma progressao geométrica:
a

2 (1=
|u|<]—+—;+ ..... +(l+a)“ =[1 (1+ )]

Esta Gltima expressdo nos dizque |u | <le 1 +u> 0.

Quandoa > 0ex > a+ 1, entdoa x" > 0 e o primeiro caso estd
provado.

ii) A demonstracao de que f(x)# 0 quandoa < O difere da
anterior somente no ltimo passo: f(x) < 0 porque a2 x* < 0

i) Senépara > Oe, entdo parax < -1 -2, f(x) > 0.
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Procurando um equilibrio entre o que se pode “ver” e 0 que se pode “imaginar”

Seja g(x) = f(—x). Entdo g(x) = ax"-a x"'+...+aea >0
Pori), sex > 1+a, entdo gx) > 0.
Portanto,sex < -1 —a,entdo—x > 1+a e f(x) = g(=x) > 0.

iv)Sen éimpar a > Oe,entdoparax < —1 —a temos que f(x)
<0.
Seja g(x) = f(— x). Entdo g(x) = ax—a_x"'—..+taea >0
Logo, porii), sex < —1- a, entdo —x > 1+ a e assim f(x)
= g(-x) < 0.

v) Se n € par a <0Oe,entdoparax < —1-a2a, f(x) <0.
Seja g(x) = f(x). Por iii), se x < — 1— a, entdo —f(x) > 0 e assim
flx) < 0.

vi) Se n é impar a <0Oe,entdoparax < -1 —a, f(x) > 0.
Seja g(x) = — f(x). Poriv), sex < -1 —a, entio —f(x) > O e
assim f(x) > 0.

O resultado do teorema decorre da juncio de todos esses casos.
Um resultado similar ¢ provado em Hirst e Macey (1997).
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