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Uma pesquisa em Educacao Matematica.
Da propagacao do calor a nocao
de convergéncia’

ROSA MARIA FARFAN**

Resumo

Neste artigo, apresentamos o estudo epistemoldgico de uma pesquisa sobre convergén-
cia de séries reportada amplamente em Farfin (1997) e cujo resultado se pode sintetizar
como: determinay o estado estaciondrio do sistema conduz, necessariamente, a um estudo da conver-
géncia de uma série trigonométrica infinita. Assim, oferecemos uma panorimica dos diversos
estudos que derivam, em especial, do projeto de uma linguagem gréfica e a reprodugio
de situagbes didaticas sob uma perspectiva socioepistemoldgica. Com ele pretendemos
ilustrar o trabalho realizado em educa¢zo matemitica.
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Abstract

In this article we present the epistemological study of a research on convergence of series reported in
detatl in Farfan (1997) and whose resuit can be summarized as follows: determining the stationary
state of a system leads, necessarily, to a study of the convergence of an infinite trigonometric
series. Thus, we offer a panoramic view of the several studies that derive from the project of graphic
language and reproduction of didactic situations under a socio-gpistemological perspective. With it
we intend to illustrate the work carried out in mathematics education.

Key-words: soczo-gpistemology; convergence of series; graphic language.

introducao

A propagacao do calor foi uma questdo sobre a qual tanto a meci-
nica racional como a anédlise matematica do século XVIII nio deram
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resposta, e dela surge a histérica controvérsia suscitada a propésito da
corda vibrante. Ao lado desse desenvolvimento, encontramos o surgimento
da engenharia matematica em contraste com a pratica tradicional e o
papel substancial que a Ecole Polytechnique, uma instituicao de educa-
Gao superior, teve para sua posterior consolidaggo. Assim, a origem do
problema matemitico que nos ocupa, o estudo da convergéncia de séries
infinitas, € o ambiente fenomenolégico no qual sucedeu, 2 condugio do
calor, em estreita relago com a engenharia, gragas 4 conjuncio de int-
meras varidveis, dentre as quais destacamos como antecedentes o calculo
algébrico e o surgimento da engenharia no século XVIII.

O surgimento do conceito de convergéncia, que data do século
XIX, da-se em um ambiente fenomenoldgico de singular relevancia para
a engenharia matemadtica: a propagacdo do calor onde a variacdo esta
presente € a equagao na qual tal variacdo tem significado é:

av K dzv dzv a’zv
—= +— +
2 2 2

4 CcD\dx & &

No inicio do desenvolvimento da humanidade, quando as diversas
experiéncias ocorreram pela primeira vez, buscou-se a intui¢io predomi-
nante no fen6meno, seja calérico, que € o nosso caso, seja do impetus ou
do éter, entre outros. Desse modo, é com o calérico que se realiza melhor
a condug@o ou com o impetus que se d4 o movimento. Foi necessaria
uma revolugao do conhecimento cientifico para agrupar em uma unidade
fundamental o conhecimento e a maneira de percebé-lo.

Com a obra de Biot (1774-1802), a experiéncia se dirige 2 medida
e ao calculo, rejeitando a explicacdo do fendmeno mediante o calérico,
valendo-se das indicacdes fornecidas por termdmetros, obtendo-se assim
a primeira equacgao diferencial que rege o fendmeno. Ainda assim, os
coeficientes constantes néo foram analisados, ndo se distinguiu entre o
que é proprio do corpo especifico daquilo que persiste independente-
mente. Em especial, os pardmetros de condutibilidade, de densidade, de
calor especifico permanecem em um sé coeficiente empirico. A tarefa
construtiva culmina com a Théorie Analytique da Chaleur (1822), de
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Joseph Fourier (1768-1830), na qual se analisa o problema da propaga-
¢ao do calor nos sdlidos, que consiste em descrever o comportamento do
fendmeno de propagacgio buscando aquele estével e permanente, que se
conserva inalteravel com o fluir do tempo. Isto €, a equagdo que governa
o comportamento do sistema.

Como Fourier chega, finalmente, a2 equacdo diferencial de Biot,
que recebeu a san¢do da experiéncia, pode-se dizer que 0 método de Fourier
alcancou a construgao matematica completa do fenémeno. De imediato
se rompem ou, melhor ainda, negam-se os conceitos fundamentais da
analise matematica do século XVIII, como o de fungao, o papel da alge-
bra, o continuo real, assim como a interpretacio fisica das solucdes, e se
inicia o estudo da convergéncia de séries infinitas, pilar fundamental da
anélise matematica moderna. E possivel destacar a importancia singular
da obra de Fourier, tanto para a engenharia como para a anélise matema-
tica. Como resultado da revisao da obra de Fourier, formulamos nossa
hipdtese central de pesquisa, a qual defende que, para a construcao da nogao
de convergéncia de séries infinitas, necessita-se ambiente fenomenoligico estreita-
mente relacionado com a estabilidade de sistemas fluidos. De sorte tal que deter-
minar o estado estacionirio do sistema conduz, necessariamente, a um
estudo da convergéncia de uma série trigonométrica infinita.

Uma vez determinada a fenomenologia intrinseca do conceito de
convergéncia em sua génese, desenhamos um modelo experimental a
fim de estudar os processos desenvolvidos por professores de matematica
(nivel superior) ante problemas, por um lado fisicos, similares aos abor-
dados por Fourier e, por outro, assentados em um contexto matematico.
Em ambos os casos, recorremos a um questionério. No primeiro, retoma-
mos um experimento de Fourier a fim de analisar as idéias intuitivas dos
professores sobre a condugao do calor, assim como aspectos referidos 2
representagao matematica do fendmeno. No segundo exploramos dois
aspectos: um sobre a defini¢3o de convergéncia e o outro acerca do limite
de uma série de fungBes, dada por Abel em 1826. Elaboramos um pro-
cesso de pesquisa e ensino controlado, que nos permitiu um seguimento
da populacdo, constituindo-se assim como parte do modelo experimen-
tal. Os resultados da pesquisa se detalham em Farfin (1997): neste espa-
¢o abordaremos uma sintese do estudo epistemolégico.

Educ. Mas. Pesqui., Sdo Pazlo, v. 5, n. 2, pp. 39-58, 2003 41



Rosa Maria Farfin

A engenharia didatica como metodologia ad hoc

O termo engenharia didatica surge no seio da escola francesa por
analogia ao “que fazer” em engenharia, embora este nio se realize apenas
apoiando-se em resultados cientificos, mas envolva também tomada de
decisdes e controle sobre os diversos componentes inerentes a0 processo.
Assim, a engenharia didatica se constitui como metodologia de pesquisa
que se aplica aos produtos de ensino baseados ou derivados dela, mas
também como uma metodologia de pesquisa para guiar os experimentos
em sala de aula. Seu sustento tedrico provém da teoria da transposicio
didatica e da teoria das situagGes didaticas,! pois de ambas se desprende a
necessidade de dotar o estudo do fenémeno didatico de um acirramento
sistémico. Com a primeira se alcanca uma dimensao global, porém, a
segunda é de cardrter local. Nesse sentido, a elaboragdo de metodolo-
gias de ensino de matemdtica para estudantes ndo é um processo de

1 A teoria de situagbes didaticas, introduzida na diditica por G. Brousseau (1983),
baseia-se em uma hipétese sobre a constru¢io do significado de uma nogzo: “(...) uma
nogdo aprendida nZo é utilizdvel se nZo na medida em que ela é relacionada com
outras, essas relagbes constituem seu significado, sua etiqueta, seu método de ativa-
¢do. No entanto, néo é aprendida se ndo é utilizdvel e utilizada efetivamente, ou seja,
s6 se é a solucdo de um problema. Tais problemas, junto com as restricdes sobre as
quais a nogao responde, constituem o significado da nogdo (pp. 169-171)". De onde
se infere que o significado de uma nocio nio pode ser dado 20 aluno; ele deve cons-
trui-lo a partir de um conjunto de problemas no qual tal nogéo funciona de maneira
mais ou menos local. Em conseqiiéncia, o professor, em vez de proporcionar ao estu-
dante o conhecimento, deve propor uma situagio planejada de forma tal que esse
conhecimento seja necessirio para a solugzo otimizada. O aluno aprendera adaptando-
se a um mezo, fator de dificuldades e desequilibrios. Se se adapta 2 situagdo e chega a
solugdo, estard proporcionando evidéncia de haver se apropriado do saber em questzo,
isto é, aprendeu. Para o planejamento dessas szzuagies fundamentais (que contemplam
todos os aspectos fundamentais de um conceito), Brousseau (1986) define trés tipos
de situagbes @-didaticas-(pp.75-85) que induzem os alunos a transitar por diversas
etapas proprias da atividade matemdtica: a agdo, a formulacio e a validagdo. Em
sintese, a teoria de situagdes dispGe de uma explica¢io na qual a construgio do signi-
ficado de um conceito passa por sua mobilizagio dentro de um espago limitado de
problemas e, se colocada em cena, ela € necesséria para a solugéo @nica ou otimizada.
Ao mesmo tempo, dota de elementos para o controle de situagbes de ensino. Os
sistemas didédticos considerados distinguem trés componentes mutualmente
interrelacionados: o mestre, o estudante e o saber matemitico em questio.
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elementarizagzo do conhecimento em qualquer contexto, nem de adapta-
lo 2 um conhecimento prévio e as habilidades cognitivas do estudante.
Ele € percebido como uma tarefa didatica que requer uma maior anélise
global de caréter sistémico (Artigue, 1992).

Um aspecto relevante é concernente a validacdo de resultados,
que, no caso da pesquisa, apdia-se em um assunto interno fundamentado
na confrontagdo entre a analise # prior da situagdo construida e a anélise
a posteriori da mesma situacao, sob o principio de que a conduta do estu-
dante s6 pode ser entendida se é relativa a situagéo observada. Essa situa-
¢ao e seu potencial cognitivo devem ser caracterizados de antemao, com-
parando a analise  przori com o observado. Essa posi¢ao de validacgo s6
pode ter lugar se as situagdes que envolvem a engenharia s3o estritamen-
te controladas no que se refere aos conteddos tratados, sua execucio, o
papel do professor, a administragdo do tempo, etc., ja que a validacdo de
uma engenharia de produgzo satisfaz as condigdes classicas do trabalho
de engenharia, isto €, efetividade, poténcia, adaptabilidade a diferentes
contextos, etc.

Uma descri¢ao, grosso modo, dessa metodologia é a seguinte —em
esséncia se contemplam trés grandes fases:

* Aniélise preliminar da situac3o a abordar, envolvendo trés com-
ponentes: a didatica acerca do estado de ensino; a componente episte-
molégica quanto a explicacdo do contedido matemdtico em jogo, assim
como seu funcionamento e diversas formulacGes; e a componente cognitiva
da populacdo que vai ser submetida 4 engenharia.

* Uma segunda fase constitui o planejamento da engenharia, as-
sim como a elei¢4o das varidveis macro e microdidaticas que vao estar em
jogo (por exemplo, determinagéo do tratamento do contetdo, incorpora-
¢3o de estratégias de resolucdo de problemas, uso de tecnologia, maneira
de conduzir a classe, textos a usar, etc.).

* Finalmente, a execucio e a andlise de resultados.

Cabe ressaltar que um aspecto crucial para o planejamento de uma
engenharia é a precisio da anélise preliminar dos seus componentes
epistemoldgicos, cognitivos e didaticos. Isto é, do diagnéstico sobre o
funcionamento do sistema de ensino, dos efeitos que produzem nas con-
cepcoOes dos estudantes e um aspecto substancial: a natureza intrinseca
do saber matematico que se apresenta na situagao escolar.
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A dimensao epistemolégica

De inicio diremos que a anélise epistemolégica permite ao investi-
gador tomar distdncia e controlar as representacdes epistemoldgicas da
matemdrica induzida pelo ensino, de forma que:

* Prové de historicidade os conceitos matematicos que o ensino
usual apresenta como objetos universais, tanto em tempo, como em es-
pago. Esses se concebem, com sua mediagio, como suscetiveis de evolu-
¢ao perdendo essa categoria de verdades em si.

* Prové de historicidade as nogbes metamatemaiticas e proto-
matematicas, tais como o rigor, contribuindo para mostrar que a concep-
¢2o de um rigor eterno e perfeito das matemaricas é s6 uma ficczo.

* Possibilita a observagao das disparidades entre o saber cientifico
e 0 ensino, contribuindo para desmascarar outra das ficces da escola, isto
€, a concepgao de que os objetos de ensino sio copias simplificadas, mas
fiéis aos objetos da ciéncia. A anlise epistemoldgica nos permite com-
preender o que governa a evolugio do saber cientifico e tomar conscién-
cia da distdncia que separa esses sistemas. Nesse sentido, 2 nocio de
transposi¢ao diddtica toma em conta essas diferencgas.

Assim, a analise epistemoldgica permite 2 did4tica desprender-se
da ilusdo de transparéncia dos objetos que manipula no nivel do saber e,
em conseqiiéncia, auxilia-a no manejo das representacdes errdneas indu-
zidas pelo ensino.

A epistemologia também tem um papel de protagonista no nivel
teérico e metodolégico da disciplina, a partir da consideragio da nogzo de
obstaculo epistemoldgico, retomada de Gaston Bachelard em sua expli-
cagdo sobre a construgio do conhecimento cientifico. Em A formagio do
espirito cientifico, publicado em 1938, ele diz?:

(-..) Quando buscamos as condiges psicolégicas do progresso da
ciéncia, chegamos a convicgio de que é em termos de obstaculos
que se deve colocar o problema do conhecimento cientifico... é no
mesmo ato de conhecer, intimamente, que aparecem, por uma
espécie de necessidade funcional, os retrocessos e os problemas...

2 Tradugio livre e intercalada do original (pag. 13).
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O conhecimento nunca é imediato e pleno. As revelacdes da na-
tureza sao sempre recorrentes. A realidade nunca é “o que pode-
riamos crer” mas é sempre aquilo que deveriamos pensar...
encontramos a verdade em um verdadeiro arrependimento inte-
lectual. Com efeito, vamos contra um conhecimento anterior, des-
truindo os conhecimentos malfeitos, sobrepassando aquele que,
no mesmo espirito, constitui um obstéculo a inteligéncia...3

A introdug@o da nogao de obstaculo epistemoldgico em didéatica
se deu em 1976, como um meio para mudar o szztxs do erro. Assim foi
possivel mostrar que

(...) O erro nao é s6 o efeito da ignorancia, da incerteza ou do azar,
como o concebem as teorias conductistas; mas o efeito de um
conhecimento anterior, que tinha seu interesse, que inclusive ten-
do logrado éxito se apresenta como falso ou inadaptado.
(Brousseau, 1976)4

Entdo, origina-se um novo paradigma, do qual surge a didatica
como disciplina cientifica, abandonando o empirismo.

Essa nocdo de “construir apoiando-se em... e ir contra a0 que se
apoiou” é o que permitiu, na minha opinido, o surgimento da didatica
como disciplina independente daquelas nas quais se apoiou no inicio
(epistemologia, psicologia, sociologia, lingiiistica, etc.), construindo suas
préprias referéncias de explicagdo, como a teoria de situacdes; a de trans-
posi¢ao diddrica; os conceitos de dialética ferramenta/objeto; o jogo de
contextos e situacao adidatica.

Também no terreno metodolégico encontramos essa nogio de que
as relacOes entre observador e observado nio se estabelecem natural e

3 Assim mesmo identifica, a partir de exemplos histdricos, algumas grandes categorias
de obstéculos, como: a primeira experiéncia, o conhecimento geral, o obsticulo ver-
bal, 2 utilizagdo abusiva de imagens familiares, o conhecimento unitirio e pragmiti-
co, o obstéculo substancialista, o obstaculo realista, o obstédculo animista e todo aquele
que concerne o conhecimento quantitativo.

4 Distinguindo trés tipos fundamentais de origem de obstéculos no ensino: isto é, um
de origem omroligica, ligado s capacidades cognitivas dos estudantes e vinculado a
um processo de ensino; de origem didzrica, como conseqiiéncia do sistema de ensino,
e um de origem propriamente gpistemoligica, ligado 2 resisténcia de um saber mal
adaptado, no sentido de Bachelard.
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ingenuamente fora da problemdtica que lhes é consubstancial; a observa-
cao se constroi contra o sistema observado.

Na tarefa de planejar uma engenharia didatica, é de fundamental
importancia a no¢ao de obstdculo epistemoldgico, pois é necessério deci-
dir quais se podem (ou devem) evitar, quais nao se devem evitar. E, em
conseqiiéncia, como serao superados. Ao que se adiciona o assunto do
significado a escolher, j& que os problemas que motivaram a introducio
(o surgimento) de tal conceito, assim como os que tém governado sua
evolugdo, sao constituidos da significacio de tal conceito, e o educador
matemarico, em sua analise, confronta-se necessariamente com o proble-
ma da significagdo do conceito que resolverd com a analise epistemoldgica.

De lado da anilise conceitual, a epistemologia intervém em um
nivel mais geral que o do ensino. J4 que assumimos que o fendmeno
educativo nio € simplesmente a transmisszo de conhecimentos matema-
ticos, este concerne globalmente a uma cultura. Isso se traduz em fazer
com que os alunos entrem no jogo matematico. Mas o que é 0 jogo ma-
tematico? Quais s20 0s processos gerais do pensamento que 0 governam?
E a anélise epistemolégica’ que responderi a essas questdes. Ela ird sugerir
ao investigador virios problemas globais e fundamentais para guiar a
produgao de engenharias didaticas referentes 2 anélise do ensino atual.

Desde essa perspectiva, a pesquisa epistemolégica em nossa disci-
plina ndo se limita a integrar assuntos referentes 4 natureza epistemolégica
a atividade. Consiste também em construir os distintos contextos tedri-
cos que permitam envolver tais dilemas, assim como sua incorporagao efetiva
no ensino. Em Farfan (1997), apresentamos nossa contribui¢zo a respeito
do que, em termos da engenharia didética, constitui a anélise preliminar.

Determinacao do estado estacionario

Como ja assinalamos, o objetivo do estudo é o esclarecimento da
teoria matematica do calor, que se forma: “(...) 1°. de la définition exacte de
tous les éléments du calcul; 2°. des équations différentielles; 3°. des intégrais
propres aux questions fondamentais...” (Fourier, 1822, p. 585).

5 NiZo necessariamente histérica, em caso de a aproximag3o histérica tornar possivel a
eleigio de algum aspecto auténtico e especial para uma cultura dada.
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Nos capitulos I e II, Fourier desenvolve os primeiros pontos de seu
programa. O resto da obra (capitulos III a IX) é dedicado 2 integracgao
das equacdes diferenciais parciais em casos particulares. O capitulo ter-
ceiro é significativo para nosso estudo, pois nele desenvolve a matematica
do fendmeno; aqui resolve o problema da determinagéo do estado estacio-
néario, 0 que conduz ao estudo da convergéncia de séries trigonométricas infini-
tas. O problema particular com que Fourier inicia esse estudo € o seguinte:

Supondo que uma massa sélida homogénea estd contida entre
dois planos verticais B e C paralelos e infinitos, e que se dividiu
em duas partes por um plano A perpendicular aos outros dois
(ver figura); consideraremos as temperaturas da massa BAC com-
preendida entre os trés planos infinitos A, B, C. Supbe-se que a
outra parte B’AC’ do sdlido infinito é uma fonte constante de
calor, isto é, todos esses pontos permanecem com temperatura 1,
a qual nunca pode chegar a ser menor ou maior. Quanto aos séli-
dos laterais, um compreendido entre o plano C e o plano A pro-
longado e o outro entre o plano B e o A prolongado, todos os
pontos de ambos tém uma temperatura constante 0, e uma causa
exterior 0s conserva sempre a mesma temperatura; enfim, as
moléculas do sélido compreendido entre A, B e C tém a tempera-
tura inicial 0. O calor passard sucessivamente da fonte A ao s6lido
BAGC; ele se propagara no sentido da longitude infinita e, a0 mes-
mo tempo, se desviara as massas frias B e C, que absorverdo uma
grande quantidade. As temperaturas do sélido BAC se elevario
mais e mais; mas elas ndo poderao passar nem alcan¢ar um maéxi-
mo de temperatura, que é diferente para os distintos pontos da
massa. Tentamos conhecer o estado final e constante ao qual se
aproxima o estado variavel.

B v |¢
> 4
A8 n
"3 A 3
B’ ¢

temperatura constante = 1
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Assim, o problema consiste em determinar as temperaturas per-
manentes de um sélido retangular infinito compreendido entre duas massas
de gelo B e C e uma massa de 4gua fervendo A; a consideracio dos pro-
blemas simples e primordiais é um dos meios mais seguros para o desco-
brimento de leis de fendmenos naturais, e nés vemos, pela historia das
ciéncias, que todas as teorias se formaram seguindo este método.

Para o caso particular proposto, a equacio geral se reduz a

dv K[dx 3%
= >t T3
dt CD{dx" 2y

pois se omite tanto a coordenada z como sua correspondente derivada

parcial (a largura é considerada infinitesimal). E, dado que se tenta deter-

minar o estado estacionario (constante em relagdo ao tempo), é definido
ov

que — = 0. Assim, a equac@o a ser resolvida é:

ot
v W

- =0 (@@
dx? ady?

Se uma fungdo @ (x,y) satisfaz a equacio, deverd cumprir as se-
guintes condi¢des: '
n

2) Anular-se quando se substitui -% 0%+

que seja, por outro lado, o valor de x.
11) Ser igual 4 unidade se supve-se que x=0 e se atribui a y um valor

em lugar de y, qualquer

T 6

qualquer compreendido entre -—g e +—2- :

E necessario acrescentar que esta fungio © (x,y) deve chegar a ser extrema-
mente pequena quando se atribui a x um valor muito grande, ji que todo o calor
surge de uma s6 fonte A.

6 Isso acontece porque 2 longitude do lado finito BAC é . Note que, no trabalho de
Fourier, a abscissa é denominada y e 2 ordenada, x (ver figura).
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A essas condicdes, que hoje chamamos de fronteira.

Fourier encontra a solucdo @ (x,y) pelo método de separagio de
varidveis, considerando que a temperatura v pode expressar-se COmo 0
produto de uma fungio de x por uma fungio de y,

v = F(x) Ay)
Substituindo na equacio (a) se tera:

F'x) f")
+ =0

Fx) o

e supondo que

P& o

= m , se deduz que = -m

F(x) (O

onde 7 é uma constante qualquer e uma solugao é
F(x) = e™ | f(y) = cos my

O valor para a constante 7z nao pode ser negativo, pois teriamos
que o valor ¢™ ¢ infinito quando x é infinitamente grande, mas isso nao
concorda com a situacio fisica, j4 que 2 medida que se distancia da fonte
de calor, a funcido diminui.

Para determinar o expoente 7, recordaremos que a fung@o se anula

I | 4 _ T .
emy = .— ou y =4— assim que
2 2
2 mr/2 T
X == cos{—m—|=0
2 2
mw

e como ¢™%2 # (), para qualquer 7, deve-se ter que cos| ——— |=0y,
portanto, = 2n +1, n €N. 2
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As solugbes correspondentes a cada valor serio:
e cos y, 3% cos 3y, e cos 54, ...
e qualquer combinagio linear destas também ¢ solucio,
v=age*cosy +bhecos3y +cexcos Sy +...  (b)

Finalmente, @ (0,5) = 1,7 e neste ponto Fourier faz notar que: “...n40 se
pode inferir nada para os valores que tomaria a funcio ¢ (0,y) se poe-se no

L
e+2

; - : : T
lugar uma quantidade que néo esteja compreendida entre - >

Assim, (b) se converte em
=acosy + bcos3y + ceos Sy + deos Ty +...

T T 2 . i
para-=9 y ¢ +7; agora s0 resta calcular a infinidade dos coeficientes

4, b, ¢ d,.... A nosso ver a solucio ja esta dada (salvo por tal célculo); para
Fourier, nesse caso é necessario justificar a solucéo fisicamente? antes de
realizar tal cdlculo e acrescentar:

Suponhamos que a temperatura fixa da base A, em lugar de ser igual a
unidade para todos os pontos, seja tanto menor quanto mais distante esteja 0 ponto
0 da reta A, ¢ que seja proporcional ao cosseno desta distincia; se conbecerd
Jacilmente, nesse caso, @ natureza da superficie curva cuja ordenada vertical

7 A fungio Q(x,y) se identifica também como #(x,y).

8 A consideragio dos valores de uma fungio em um intervalo é nova; lembrar que no
século XVIII isso ndo tinha significado.

9 Porém, diferentemente de Bernoulli, que apresenta argumentos fisicos para a
demostragio do problema, aqui Fourier nos mostra que a solugdo matemitica é coe-
rene com a situagao fisica, mas a demostragio insere-se na matemitica mesma, sem
alusdo a argumentos que nio perrenecem a ela. Assim, inicia-se a separago entre a
Fisica e 2 Matemitica, que desde a Antiguidade caminhavam estreitamente ligadas
uma 2 outra.
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expressa a temperatura ou o f(x,y). Cortando esta superficie pela origem com um
Plano perpendicular ao eixo das x, a curva que determina a secc@o terd por equagio

v =acsy;
os valoves dos coeficientes serdo os seguintes
a=a b=0 ¢=0,d=0,
e assim sucessivamente, e a equagio da superficie curva serd
v = 4e* Cos Y.

Cortando essa superficie perpendicularmente ao eixo y, teremos uma
logaritmica cuja convexidade ¢ voltada para o eixo; cortando perpendicularmente

a0 €1x0 X, teremos uma curva trigonométrica que tem sua convexidade voltada
%y
para o eixo x. Conseqiientemente, a fungio —5- tem sempre um valor positivo, e o
2
vV, . 3 .
valor de ——- ¢ sempre negarivo. Ensdo (art. 123), a quantidade de calor que

uma molécula adquire, de acordo com seu lugar entre outras duas no sentido de x,
2y
€ proporcional ao valor de -/ portanto, tem-se que a molécula central recebe, da

que a precede no sentido de x, mais calor do que ela passa a que lhe segue. Mas,

consideramos esta mesma molécula colocada entre outras duas no sentido de v,

2
: . d%y y
sendo negativa a fungio — observamos que a molécula central passa, para

a seguinte, mais calor que ela recebe da precedente. Deduzimos assim, que o exce-
dente de calor que ela adquire no sentidp de x é compensado exatamente com o que
ela perde no sentido de y, como expressa a equacio
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Assim, € possivel conbecer a divedo que segue o calor que sai da fonte A.
Ele 5e propaga no sentido de x, e ao mesmo tempo se decompie em duas partes, uma
se dirige pava um dos eixos, enquanto a outra parte continda afastando-se da
origem parva decompor-se como a anterior, e assim sucessivamente até o infinito.
A superficie que consideramos é reproduzida pela curva trigonométrica que
corresponde a base A, e se move perpendicularmente ao eixo x, seguindo este eixo,
enquanto que cada uma de suas ordenadas decrece ao infinito, proporcionalmente
as poténcias sucessivas de uma mesma fracio.

Podemos obter consegiiéncias anilogas se as temperaturas fixas da base A
forem expressas pelo termo b cos 3y, ou um dos termos seguintes ¢ cos Sy...; e pode-
se, depois disso, formar uma idéia exata do movimento do calor no caso geral; jé
que se verd, pelo que se segue, que esse movimento se decompée sempre em uma multi-
Dplicidade de movimentos elementais, onde cada um se comporta como se fosse dnico.

Discussao

Iniciamos nosso estudo buscando dar significado ao conceito de
convergéncia de séries infinitas, assim, encontramos que a origem desse
estudo se apresentou associado a um problema por resolver: o estudo
cientifico da propagacdo do calor.

Evidentemente, a obra de Fourier é singularmente importante,
tanto para a engenharia, como para a analise matematica. Como resultado
da revisio da obra de Fourier, formulamos nossa hipétese central de pes-
quisa a qual consiste em que “para a construcio da nocio de convergén-
cia de séries infinitas, precisa-se de um ambiente fenomenolégico
estreitamente relacionado com a estabilidade de sistemas fluidos. De sor-
te que, determinar o estado estacionirio do sistema conduz, necessaria-
mente, 2 um estudo da convergéncia de uma série trigonométrica
infinita...”

Dos resultados de nossa experiéncia no contexto fisico do inicio,
observamos que a primeira intui¢o sobre o fenémeno a ser estudado é
perceptivel; isso ndao ocorre com sua representa¢ao grafica nem analitica:
obtivemos quase tantas representacdes como respostas. Na realidade, a0
solicitar uma representagéo grafica, estdvamos exigindo uma manejo ver-
satil entre o contexto fisico e 0 geométrico (que é parte da cultura escolar,
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inclusive, e que é evitado). No contexto fisico é preciso ter uma referéncia
clara para distinguir 0 gue varia em relagao ao que é o que produz tal va-
ria¢do,'0 para, em seguida, predizer quando a variagao que subsiste chega
a um estado estével. Essa predi¢ido é a determinagao do estado estaciona-
rio de que se aproximam os diversos estados, onde, para cada um, tem-se
determinada evolugdo. Precisar a relacio existente entre evolugdo do
fendmeno para cada tempo e predi¢ao é o que foi solicitado aos professo-
res; na realidade, solicitamos que reconstruissem a sintese do intelecto de
Fourier nessa tarefa de representac@o.

O estudo de Fourier vem precedido de uma analise qualitativa e
empirica do fendmeno fisico em questao, da intuigdo acerca da certeza da
convergéncia da solug@o, ligada a natureza prépria do fendmeno (a tempe-
ratura n3o é infinita). E sobre ele fundamentam-se seus desenvolvimentos
posteriores analiticos, antepondo, assim, o contexto fisico ao geométrico
e ao algébrico, fazendo uso, neste Gltimo, de habilidades matematicas
préprias da época, ignorando as nossas tradi¢des educativas. Nao obstante,
o estudo de problemas fisicos atuais formulados pela engenharia requer
uma analise qualitativa e uma representac¢ao adequada. Dai a importan-
cia de estudar o contexto fisico, a fim de procurar uma aproximagao
fenomenolégica que possibilite futuros planejamentos didaticos em con-
textos afins a engenharia nas diversas especialidades que o propiciem.

Nossa hipétese inicial de trabalho se fundamenta em que é indis-
pensavel, para a construcdo de um conceito matematico, a significagao
que lhe deu origem; nesse caso, é a determinacéo do estado estacionario

10 Isso, sem ser precisamente 0 mesmo, vincula-se 2 um obsticulo epistemolégico re-
portado em Sierpinska (1992), referido a um esquema inconsciente de pensamento
“(...) sZo observadas modificactes como fendmenos, enfocando a atenc¢io sobre como
modificam os objetos, ignorando que modifica” (p. 36). Sierpinska alude a0 trabalho
de Aristételes, onde sua atengao enfoca em como os objetos passam de um estado a
outro, e em encontrar uma definicdo de modificagio, assim como em estabelecer as
categorias delas. “Em Fisica, livro III, capitulo i, Aristételes define ‘movimento de
modificagdo’ como uma atualizagZo de um estado potencial e diz que ‘existem tantas
classes de movimento de modificagdo como classes de ser’. Seus exemplos de movi-
mento de modificagdo sio: modificagio qualitativa, crescimento e decrecimento, ro-
tagio, amadurecimento e envelhecimento. Essas denominagbes descrevem a natureza
da modificagdo como uma varidvel que passa de um posivel valor a outro. Contudo,
Aristételes ndo se interessou na-varidvel mesma, nZo centrou sua aten¢Zo em méto-
dos e meios para medir suas modificagdes” (p. 36).
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que propiciou tal construgdo. Porém, esse conceito fisico nio é produto
da primeira experiéncia sensivel; basta dizer que a humanidade conhece,
requer e manipula o calor desde tempos remotos, tanto que seu estudo
cientifico se iniciou no século XIX, pouco depois da publicacio da Mecs-
nica Celeste, de Laplace. Isto €, tem sido estudada a natureza do espaco
que cerca o globo terrestre antes de se conhecer um fenémeno vital para
a vida humana. Ele nio ¢ gratuito, a abstragio requerida para a aquisicio
do conceito fisico envolvido representa uma tarefa cognitiva das mais
complexas. Ninguém se atreveria a levantar uma panela que contém 4gua
em ebuli¢do suspendendo-a por sua base: essa decisio é produto da intui-
Gao primitiva (quase instintiva). Mas posso admitir que, sendo o fluxo de
calor constante (n3o tem aumento de temperatura), as temperaturas nos
pontos diferem?... E como admitir variaggo dentro do constante (imuté-
vel). Este dltimo, sem duvida, ndo deriva da experiéncia sensivel, mas de
uma reflexdo profunda do fendmeno para o qual se requer um amplo
repertdrio de habilidades n3o cultivadas no 4mbito escolar (nem propi-
ciadas no meio social). Temos, assim, a obrigatoriedade de desenvolver a
intuigdo além do sensivel, como uma etapa prévia, antes de significar
nosso conceito matematico particular. Em sintese, o tipo de estudo
epistemoldgico que realizamos nos proporcionou a explicacio que nega,
parcialmente, nossa hipétese de partida, a saber, embora seja certo que o
conceito surgiu no dmbito da determinag@o do estado estacionario (parti-
cularmente na teoria do calor), este ndo é propicio para recriar em sala de
aula. Resulta ser mais complexo que 2 nocio que desejamos introduzir.
Este dltimo nos induz a0 estudo epistemoldgico nas diversas formagdes
profissionais de nosso sistema de educagio superior e, com ele, entramos
na perspectiva socioepistemoldgica (Cantoral e Farfan, 2003).

Temos indicado, como um problema fundamental de corte
epistemoldgico, se as transposigdes podem ou devem depender do pu-
blico a que se destina o ensino. Nossa resposta é que devem; mas é neces-
sario precisar 0 como e em fungdo de qué. Do resultado anterior (e nocio
particular aludida) se desprendem, ao menos, duas abordagens para dar
significado escolar: dentro do contexto em ele surgiu, o que requer o
desenvolvimento da intuig3o fisica nos estudantes descrito anteriormen-
te; ou envolve a epistemologia prépria do 4mbito em que os estudan-
tes se desenvolveram profissionalmente fortalecendo as habilidades que
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sao requeridas. Se optamos pela primeira decisao no esbogo de uma enge-
nharia didatica, esta estaré fora de nosso controle, pois, pelo momento, o
programa e o tempo institucional destinados as aulas de matematica e de
fisica sdao desconhecidos. O segundo requer uma investigagao epistemo-
légica adicional, mas ao nosso alcance. Optamos por este dltimo e, em
uma pesquisa (Albert e Farfin, 1996), apresentamos como uma série
numérica infinita é o conceito de multiplicador em economia, sendo a base
para a construc¢do de uma importante teoria nessa disciplina; mas nem os
professores nem os alunos a reconhecem. De fato, evitam-na, como tudo
que envolve a manipulac¢go do infinito. Argumentos tipicos sao: “...nao é
possivel que a soma infinita seja uma constante... se aproxima,... mas nao
chega...” a0 mesmo tempo e no mesmo ambito, essa série ¢ amplamente
manipulada, de fato algoritmizada. As perguntas hoje se referem a deter-
minac¢ao do lugar em que é necessario encarar, para os estudantes, o infi-
nito e as habilidades e conhecimentos que lhes permitam fazé-lo.

Outro projeto, que também deriva do estudo epistemolégico que
descrevemos, esté relacionado ao precélculo!! (estudo de funges). Den-
tre os resultados, encontramos que o contexto algébrico nao somente
predomina nas concepgdes do sujeito, em nosso estudo, mas impede o
estabelecimento de solucdes que, sendo expressamente situadas em um
contexto geométrico, estdo condicionadas ao conhecimento e as habilida-
des de cortes algébricos prévios (em alguns casos, apesar da contradigao
manifestada). A excecdo se deu justamente naqueles que transitam flexi-
velmente de um contexto a outro e para os quais 0 geométrico faz parte
de seu repertério de estratégias para abordar problemas, conferindo, além
do mais, um atributo de significag@o. Pelo lado epistemolégico, observa-
mos que esse transitar flexivelmente fazia parte das habilidades matemati-
cas dos cientificos que cultivavam o célculo algébrico no século XVIII,
que colocavam em jogo ao resolver problemas novos.

Assumimos esses elementos como hipéteses centrais para o esbogo
de uma engenharia didatica em precalculo (Cantoral e Farfin, 1998). As
varidveis diretrizes desse esbogo se localizam no desenvolvimento de

11 As dificuldades que envolvem o conceito de fungio tem sido amplamente documen-
tadas, por isso n2o nos ateremos 2 esse respeito. Ver, por exemplo Dubinsky y Harel

(1992).
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habilidades para abordar problemas como o estabelecimento de padrdes
€ a geragio, a partir deles, de outras fun¢ées por meio de sua operagio
gréfica, propor e resolver problemas em um contexto (seja algébrico,
numeérico ou grafico) fazendo a transferéncia aos outros contextos e vice-
versa. Das diversas experimentacdes que fizemos ficaram, como proble-
mas a serem resolvidos, a introdugdo das fungées que nos servem de base
para operar, a saber, a identidade (enquanto proporcionalidade), o logaritmo
(sua construgao a partir das tabelas) e 2 fun¢io sez x (contexto numérico,
a respeito da predigdo de solugdes). Tais consideracdes sio abordadas nos
trabalhos de Melchor (1996), Trujillo (1995) e Zufiiga (1993), respecti-
vamente.

O trabalho a seguir é a elaboragdo e 2 implementacio de situagoes
didéticas a partir desses resultados. Um dos principais problemas se loca-
liza no nivel metacognitivo dos professores, isto ¢, em suas crenca sobre o
que € aprendizagem e seu papel como docente: o desejo do professor é
construir uma progressio suave sem saltos abruptos, fazendo pequenas
escalas, onde nada € proposto ao estudante que nio tenha sido bem pre-
parado, antecipando qualquer possivel erro, o que é contraditério 4 teoria
em termos de obsticulos e conflitos cognitivos, mas permite a direcdo
comoda do contrato didético — tuds é fornecido av estudante, que pode cooperar
mostrando sinais de éxito; se o estudante falba, nio é erro do professor... nanca!
Neste caso, os professores deveriam alterar a engenharia proposta a fim
de adapta-la as suas representagdes, o que implicaria trocar sua natureza.

Justamente nessa diregZo se dirigem nossos esforos atuais, isto &,
interessa-nos a reprodugio (Lezama, 1999, 2003) dos materiais didaticos
provenientes da pesquisa e 0 processo mediante o qual o professor os
adota e aplica em seu trabalho cotidiano.

Em nosso caso, nao somente atentamos 1 génese do conceito e dos
mecanismos de sua produgio, mas também nos interessamos pelas varis-
veis associadas a seu surgimento, que, a0 se incorporar (experimental-
mente) em nosso sistema escolar, direcionou-nos para outro estudo desta
natureza, encaminhado a precisar as diversas formas como se constréi o
conhecimento dentro das diversas especialidades cultivadas em nivel su-
perior. Esse estudo aponta que as especificidades de nosso sistema requer,
para seu estudo e incidéncia, um tratamento epistemolégico cuja profun-
didade nio tem sido requerida por outras tradicdes e, com ele, o critério a
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ser seguido em torno da procura de uma identidade de nossa pesquisa
como condi¢3o para sua relevincia e pertinéncia. A meu modo de ver,
origina em nossa cultura e nas formas de construcao do conhecimento
que sdo produto dessa cultura, enquanto adotamos e adaptamos o saber
gerado por outras.

Tradugio de Karly Barbosa
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