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Resumo

Este artigo objetiva apresentar resultados de investigaco qualitativa da pratica educativa
do processo de ensino-aprendizagem da inicia¢do a modelagem nas ciéncias com equacdes
diferenciais ordinarias em cursos de Engenharia. A questdo da pesquisa se construiu pela
andlise da atuacio dos estudantes na realizagdo de trés atividades investigativas de dois
fen6menos fisicos através da inicia¢ao a modelagem com equacdes diferenciais. A elaboragao
e a realiza¢do das atividades deram-se possibilitando aos estudantes realizar conjecturas e
prospecgoes em busca da competéncia de modelar. Na etapa do trabalho dos estudantes, foi
adotada a técnica de pesquisa de “observacdo”, com pequenas intervengdes sem apresentar
solugdes. J4 na etapa de “socializagdao”, na interagdo pesquisador e pesquisados, houve
enriquecimento das conjecturas, hipdteses ou predi¢des dos estudantes, os quais avaliaram
como positivos os resultados corretos conseguidos, ainda que parciais.

Palavras-chave: modelagem matematica; formulagdao de problemas; equacdes diferen-
ciais.

Abstract

The objective of this paper is to present the results of a gualitative survey conducted among engineering
undergraduates. The researchers analyzed the use of ordinary differential equations as a pedagogical
strategy to introduce students to the concept of mathematical modeling. The students were observed
while working in three activities in class. These activities were designed to allow students to propose
their own theories and hypothesis that could translate a physical phenomenon into a set of equations
which could describe it. During the first part of the research (“observation stage”), the students were
mostly observed and the researches’ intervention was minimal. Any intervention at this stage did not
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involve providing answers. During the second part (“socialization stage”), there were interactions
between the researchers and the students. This stage was aimed to provide the students with additional
information that conld help them enbance their own theories and hypothesis.

Keywords: Mathematical Modeling; Problem Finding; Differential Equations.

Introducao

Este artigo objetiva apresentar resultados de investigacao qualita-
tiva da pratica educativa do processo de ensino-aprendizagem da iniciagao
a modelagem nas ciéncias com equagdes diferenciais ordindrias, em cursos
de Engenharia.

A construcdo do conceito, nas ciéncias fisicas, quimicas, bioldgicas,
econdmicas e sociais se faz, em geral, com base na abordagem do quali-
tativo/quantitativo, com instrumentag¢ao da matemadtica. A ciéncia se faz
na interacdo e confluéncia da andlise qualitativa/ quantitativa.

Uma estratégia de motivacdo e envolvimento dos estudantes ao
curso se faz pela inser¢do da matemadtica no estudo das ciéncias, a con-
templar a interdisciplinaridade e a contextualizacao através da resolugao e
formulagdo de problemas e, especialmente, uma introducao a modelagem.
A questdo da pesquisa partiu desse pressuposto.

A resolug@o de equacdes diferenciais traz a exigéncia como pré-
requisito dos conceitos de derivada e integral, e, numa via de mao dupla,
é instrumento para refor¢ar a compreensao desses mesmos conceitos com
atividades de resolucao de problemas e iniciacao a modelagem.

No célculo diferencial e integral, as equagoes diferenciais se apresen-
tam como objeto privilegiado para o estudo dos fendmenos fisicos usando
a derivacdo com as nog¢des de “taxa de variacdo” em problemas de Fisica,
Quimica, Biologia, entre outras dreas do conhecimento.

Quanto a “interpretacdo geométrica da derivada”, esta pode tam-
bém, através do estudo das trajetdrias ortogonais, permitir uma aplicagao
fisica, por exemplo, em eletricidade, como apresentado por Stewart (2001,
p- 598) no tratamento de linhas de forca, em campos eletrostaticos.

Na primeira parte deste artigo, é feita uma incursao ao referen-
cial tedrico da temdtica em estudo. Na segunda parte, sao apresentados
resultados de investigacdo da introducdo a modelagem com equagdes
diferenciais em curso de Engenharia.
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Operacionalizacao/ algoritmacao da equacao diferencial

A tensdo entre o qualitativo e o quantitativo tem sido elemento de
discussdo, continuamente, entre os educadores matematicos. A dialética
da aprendizagem de conceito e da manipula¢ao de fé6rmulas com resolu-
¢ao de calculos de forma mecénica, repetitiva, tem trazido a discussao a
efetividade do ensino de matematica.

Assim, é estabelecido um conflito dentro do campo de forcas do
corpo docente na execugdo do curriculo, ora com adeptos a algebrizagio,
ora os defensores de menos algebra, menos algoritmagao, com mais apli-
cagao na exploragao conceitual pela interpretagao grafica, formulagao e
andlise de problemas.

Segundo, House e Peggy (1995, p. 2) “em muitas salas de aula,
os alunos continuam sendo treinados para armazenar informagio e para
desenvolver a competéncia no desempenho de manipulagdes algoritmi-
cas”. A algoritmacio é reforcada ao executar, no estudo de matematica,
os exercicios. O “exercicio” objetiva a aplicagdo ou o desenvolvimento de
féormulas ou modelos matematicos, de forma repetitiva, ao mudar valores
de parimetros e varidveis, as vezes com a mesma expressio, equagio,
inequacdo ou fungdo. Trata-se da manipulagdo algébrica para a retengdo
de um processo de calculo.

Numa etapa da aprendizagem da equagdo diferencial, a competén-
cia a ser adquirida é do desenvolvimento do célculo, isto é, da algebrizagao
pela resolucao da equacdo diferencial, de uma forma conexa, analitica-
mente descrevendo e explicando passo a passo o processo do calculo. O
pré-requisito para resolucao das equagodes diferenciais se constitui das
técnicas de derivagao, diferenciacdo e integragao.

Apesar de se defender o uso do soffware para a busca da solugio,
ndo hd como desprezar a algoritmagio no estudo das equagoes diferenciais,
pois 0 engenheiro necessita criar e manipular algoritmos matemadticos,
por ser um profissional da area das ciéncias exatas, que se constrdi pela
matematiza¢ao via modelagem dos fendmenos naturais.

O processo mais comum numa nova algoritmagao é a da “variagdo
de pardmetros” e da “mudanga de varidveis” em férmulas ja conhecidas,
através das quais hd um retorno a processos antes trabalhados.

O reconhecimento do tipo de equagio diferencial (lineares e n@o
lineares) facilita o uso de algoritmo adequado. Assim, hoje, com a mudan-
¢a paradigmatica da ciéncia e da tecnologia, via teoria da complexidade,
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se traz o enfoque as equagodes diferenciais nao lineares. Essas equagdes
remetem os estudos a exploracdo continua de novos algoritmos, pois seu
comportamento matematico foge da padronizacio de modelos e pede,
entdo, muitas vezes, solucdes numéricas ou aproximacoes, em substitui¢io
as solucoes algébricas/analiticas.

Resolucao de problemas — o trabalho do conceito

Uma das metas principais do ensino de matematica é a focalizagao
na compreensdo conceitual. Dai uma énfase a ser dada nas estratégias de
estudo, as quais se fazem com abordagens variadas, sejam elas descriti-
vas, explicativas e de andlise, com diversidade de metodologias do tipo
algébrica, numérica ou geométrica. Uma outra énfase se faz ainda no
tratamento do conceito matematico atrelado as situagbes problematicas
das ciéncias e da realidade, fugindo da abstragao restrita.

A maioria dos conceitos matematicos, historicamente, sao ela-
borados a partir de demandas surgidas em situacdes problematicas das
ciéncias, da tecnologia e da realidade do mundo vivido.

Assim, na elaboracido conceitual, Polya (1994) defende a necessi-
dade do raciocinio heuristico, o qual se faz com suporte em todo capital
acumulado de saberes e da sua mobilizacdo, formulando hipéteses e con-
jecturas. E aquele, segundo o mesmo autor, que nio se considera final e
rigoroso, mas apenas provisério e plausivel.

Na formulagao do problema, volta-se as definicdes, aos conceitos,
utilizando-se recursos tais como analogias, metaforas, generalizacio,
particulariza¢ao, decomposi¢ao, recombinacdes e indugdes.

Polya (ibid.) defende o0 que chama de “variagdo do problema”, o qual
pode trazer elementos auxiliares ou levar a descoberta de um problema
mais acessivel, ou a um ja conhecido, mais amplo.

A iniciacio 2 metodologia de resolucio de problemas exige um
acumulo de conhecimentos, denominada por Pozo (1998) conhecimentos
prévios.

O mesmo autor apresenta uma classificacao dos problemas, no
que se refere ao tratamento das informacdes e dados, isto é, problema
qualitativo ou quantitativo.

Sao denominados problemas qualitativos aqueles que os alunos
precisam resolver através de raciocinios tedricos, baseados nos
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seus conhecimentos, sem necessidade de apoiar-se em calculos
numéricos e que ndo requerem para a sua solugdo a realizagao de
experiéncia ou de manipulagdes experimentais. Entendemos por
problema quantitativo aquele no qual o aluno deve manipular dados
numéricos e trabalhar com eles para chegar a uma solucéo, seja ela
numérica ou ndo. Sao problemas nos quais a informacao recebida
é principalmente quantitativa, embora o resultado possa nao sé-
lo. Por isso, a estratégia de resolucdo estard fundamentalmente
baseada no célculo matemidtico, na comparacao de dados e na
utilizagdo de fé6rmulas. (Ibid., pp. 78-80, grifo nosso)

Nas equacdes diferenciais, os problemas sio quantitativos, mas exi-
gem uma andlise e avaliagdo qualitativas, pois sua formulagao e solucio ndo
sao definidas apenas pelo calculo da solucao, via integragdo. A interpreta-
¢ao das condicdes iniciais e de contorno da situagao-problema guarda uma
demanda inerente a natureza do acontecimento, a qual vai caracterizar a
lei matematica, formula ou modelo do fendmeno em estudo.

A metodologia para resolucdo de problemas apresentados nos
cursos de equagdes diferenciais pode ser conduzida pelos passos
seguintes:

* Declaragdo ou definigao de varidveis e invariantes;

* Identificacdo da relagao das varidveis (pela sua dependéncia);

* Montagem da equacdo diferencial (usando derivada, taxa de

variagdo ou sua interpretagao geométrica);

* Identificacdo das condicdes iniciais e de contorno;

* Determinacido do formato da solugio (o que o problema pede);

* Resolugio da equacao diferencial;

* Anilise e critica da solugdo com interpretagdo grafica da

solucio.

Destacam-se dois passos, que representam dois momentos relevantes
nos problemas das ciéncias, com equagdes diferenciais: (1) identificacao e
interpretagao das condigdes iniciais (0 zerar o crondmetro: t = t, = 0), isto
é, um modelo matemadtico de um sistema fisico freqlientemente envolve a
varidvel tempo (t). Uma solucdo do modelo oferece “o estado do sistema”,
assim, os valores da varidvel dependente para valores apropriados de ¢,
descrevem o sistema no passado, presente e futuro (Zill, 2003, p. 23). Ja
as condigdes de contorno sdo tomadas depois do momento inicial, isto
é, para o tempo maior que zero: t > 0; (2) analise da solug@o geral das
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equacdes diferenciais, a qual, na sua “indeterminac¢do” (pela existéncia
da constante de integra¢ao), é imprdpria para representar a “lei fisica”. A
solucdo é “determinada” ao considerar valores dados das condicGes iniciais
e de contorno e dos pardmetros. E 0 ltimo passo na solugdo de problema
é a compatibilizagao a ser feita dos dados apresentados com a solugio en-
contrada, e uma avaliagao relacional enriquecida pelo tracado do grafico
da lei ou fungdo matematica que retrata o comportamento das varidveis
de acordo com os pardmetros, grandezas e dominios em estudo.

Formulacao de um problema - iniciacao a modelagem

A modelagem é, de uma maneira geral, um processo na obtencdo
de um modelo. Modelar é uma acio inerente a todas as 4reas das ciéncias
sociais, humanas, exatas, biologicas e da tecnologia.

O modelo matematico, segundo Bassanezi (2002, p. 20), “é um
conjunto de simbolos e relagdes matematicas que representam de alguma
forma o objeto estudado”.

O mesmo autor afirma que:

Os modelos matematicos podem ser formulados de acordo com
a natureza dos fendmenos ou situacdes analisadas e classificadas
conforme o tipo de matemaitica utilizada:

i. Linear ou ndo-linear, conforme suas equagdes basicas tenham
estas caracteristicas;

ii. Estético, quando representa a forma do objeto — por exemplo,
a forma geométrica de um alvéolo; ou dindmico quando simula
variagdes de estdgios do fendmeno — por exemplo, crescimento
populacional de uma colméia.

iii. Educacional, quando é baseado em um niimero pequeno ou
simples de suposi¢des, tendo, quase sempre, solucdes analiticas.
(Ibid., p. 20)

Bassanezi (ibid.) define modelagem matematica como um processo
dindmico utilizado para obtencio e validacio de modelos matematicos,
sendo uma forma de abstracdo e generalizacao com a finalidade de pre-
visdo de tendéncias.

Ja Biembengut (1999, p. 23) apresenta os procedimentos para
elaborar um modelo, isto é, representar uma situagao real com ferramental

108 Educ. Mat. Pesqui., Sdo Paulo, v. 9, n. 1, pp. 103-120, 2007



Investigando a iniciagdo a modelagem matemdtica nas ciéncias com equagies diferenciais

matematico, a partir de trés etapas: interacdo, matematizacao e modelo
matematico, segundo diagrama seguinte, da mesma autora:

Interacao «—> Matematizagao <«—»| Modelo Matematico

] ! !
S — —

Situagao Familiarizacao Formulagao Resolugao Interpretagao Validagao

Zill (2003, p. 23) traz esquema semelhante, mas utilizando equa-
¢oes diferenciais para modelagem:

- — Formulacdo matematica
termos de equacdes | S

diferenciais l

. Expresse as hipiteses em
Hipétese

Se necessario altere as Resolva as equagdes
hipéteses ou aumente a diferenciais

resolu¢ao do modelo

Compare as predigdes do Exponha as predigdes do Ob ~
tenha as solugoes
modelo com os fatos - modelo (por exemplo < @ as solug
conhecidos graficamente)

No estudo de equagdes diferenciais, podem-se diferenciar as duas
praticas metodoldgicas: de resolugdo de problemas e da formulacao de um
problema. Com a formulagao, tem-se uma “iniciacao a modelagem”.

Na atividade de resoluc¢do de um problema com equagdes dife-
renciais, se a “lei fisica” pode ser matematizada por uma férmula, pelas
informagoes e dados no enunciado, o processo de resolugdo resume-se em
resolver a equagdo diferencial e usar os dados para encontrar a solucao
pedida, seguindo os passos dados na pagina 107 deste artigo.

J4 a formulagao de um problema, isto é, a iniciacao a modelagem,
é uma agdo mais heuristica, inquiridora, investigativa, a requerer mais
criatividade e iniciativa do estudante. A situacdo estd posta, mas ndo ha
uma “lei” expressa, isto é, a modelagem é o processo de busca e elaboragao
dessa lei e de sua determinacio pelas condicdes iniciais e de contorno do
fenémeno em estudo.
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Investigando a introducao a modelagem com equacao
diferencial ordinaria de 1 ordem hum curso de engenharia

Foram propostas aos alunos do curso de Engenharia de Controle
e Automacgao da PUC Minas trés ATIVIDADES INVESTIGATIVAS
para inicid-los a aquisi¢do de competéncia de modelar. As atividades
investigativas foram elaboradas de acordo com a metodologia de Ponte,
Brocardo e Oliveira:

[...}arealiza¢do de uma investigacao matemdtica envolve quatro
momentos principais. O primeiro abrange o reconhecimento da
situagdo, a sua explora¢ao preliminar e a formulagao de questdes.
O segundo momento refere-se ao processo de formulagao de
conjecturas. O terceiro inclui a realizagao de testes e o eventual
refinamento das conjecturas. E, finalmente, o Gltimo diz respeito a
argumentacio, a demonstragao e a avaliacao do trabalho realizado.
(2003, p. 20)

A elaboracdo dessas atividades foi realizada de tal forma que
o estudante foi levado a modelar por leitura, intui¢ao e aplicagao de
conhecimentos adquiridos em ciéncias e em célculo, usando seus conhe-
cimentos prévios. Foram apresentadas duas situacdes, com o estudo de
dois fendmenos fisicos.

A formulag@o do problema pela modelagem ocorre ao se exigir do
estudante uma analise interpretativa fenomenolégica, por levantamento
inicial do TIPO QUALITATIVO, isto é, buscar uma descri¢ao da situacao
fisica dada, matematizando-a. Segundo Zill (2003), a abordagem para as
equacoes diferenciais s2o delineadas via analitica, qualitativa ou numérica.
Nesta investigacao foi utilizada a via qualitativa e analitica.

Tratou-se de uma aproximacao ao modelo, sem a exigéncia inicial
de se expressar a sua “lei” ou “fun¢@o” ou “férmula” matematica. Numa
perspectiva vygotskiana, os conceitos podem ser assimilados prontos,
mas através de um sistema de relacGes e generalizacdo por um processo,
denominado por Vygotsky “zona de desenvolvimento proximal”. A meto-
dologia para elaboracdo das atividades propostas partiu dessa perspectiva
(Rego, 1995).

O estudante foi solicitado a efetivar sua anélise com poucas inter-
vencdes do professor na fase inicial exploratéria e com varias questdes na
socializagdo dos resultados, respondendo a perguntas que contornavam
o fendbmeno, em trés atividades, como a seguir:
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Atividade de Introducao a Modelagem nas Ciéncias da Natureza

INFORMACOES INICIAIS

1°) MODELO MATEMATICO ¢ a descricio matemética de
um fendémeno ou sistema.

2°) A construcdo do modelo comega pela compreensao do fe-
némeno ou do sistema por uma

I) descri¢ao do seu desenvolvimento pelo conhecimento especifi-
co (fisicos, quimicos, elétricos...), identificando a varia¢do (as variantes)
e os padroes;

II) identificar “variaveis”, buscando uma relacao de dependéncia
entre as mesmas (normalmente o tempo (t) é a varidvel independente
na maioria dos problemas fisicos);

3°) A formulacao matemdtica é realizada através de uma proposicao
envolvendo a andlise através da dindmica ou movimento inerente ao fenémeno,
com 0 uso da no¢ao de velocidade, aceleracio, logo como derivada.

4°) O MODELO ¢ expresso, entdo, com uma EQUACAO
MATEMATICA (equagio diferencial e sua solucdo), e uma represen-
tacdo grafica.

A equagio é a forma analitica de representar o modelo, e o
gréfico, a forma geométrica.

1* ATIVIDADE

Responda as questdes (baseando-se em seus conhecimentos da
Fisica, da sua intuiggo ou faga conjecturas com seus conhecimentos prévios)
do estudo de cada fendmeno dado.

1° fendmeno: Resfriamento ou aquecimento de um corpo.

a) Consideremos um ambiente mantido a uma temperatura constante
durante todo o tempo de uma experiéncia (denominada temperatura
ambiente);

b) Numa primeira situagao (12) tomemos um “corpo de prova” e
0 levemos a um forno a uma temperatura dez vezes a temperatura do
ambiente do item (a);

¢) Introduzimos esse “corpo de prova” no ambiente preparado;
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d) A partir desse instante (zerar o crondmetro). Iniciar uma observacao
do fendmeno fisico a se desenvolver.

QUESTOES:

I) Descreva o acontecimento do fendmeno fisico com base na
introdug¢do do corpo no ambiente preparado;

II) Quais sdo as grandezas presentes e como sua variagao pode ser
expressa, isto é, as varidveis e os invariantes a declarar?

III) Como podemos formular uma relacdo entre as varidveis?

IV) Que formulagao matemdtica pode-se fazer?

V) Que tipo de “taxa” relacionada a variacao observada pode ser
expressa matematicamente (lembrar razdo média ou taxa instantinea: a
derivada);

VI) Numa outra situagao (2°) suponha que o “corpo de prova”
tenha sido levado a um “forno” ao invés de um “refrigerador” até atingir
uma temperatura dez vezes menor do que do ambiente, e depois intro-
duzido no ambiente preparado, o que acontecerd em relagdo a primeira
experiéncia?

VII) Faga sua andlise em trés momentos:

* Inicial (Quais sdo as condighes iniciais?)

* Durante o desenvolvimento (Ha condigdes de contorno, quais?)

* Final (Uma tendéncia do comportamento das varidveis, suponha

o tempo crescente a partir de zero).

I)Relacionando duas varidveis do fenémeno em observacio, tente
esbogar graficos que retratem o fendmeno nas duas situagoes;

II) Os graficos serdo os mesmos nas duas situactes? Se forem di-
ferentes, trace os dois.

IIT) Na sua opinido, que fun¢dao matematica representa melhor o
fendbmeno?

2° fendmeno: Crescimento populacional.

a) Consideremos uma populag¢do (de bactérias, de animais ou de
humanas) imune a doengas, na auséncia de predadores e com nutrigdo
adequada.

b) Estudemos sua evolugio.
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QUESTOES:

I) Como a populagio se desenvolve, descreva o fendémeno;

II) Quais sdo as varidveis e invariantes a declarar?

IIT) Como podemos formular uma relacio entre as varidveis?

IV) Que formula¢do matematica pode-se fazer?

V) Que tipo de “taxa” relacionada a variacio observada pode ser
expressa matematicamente (lembrar “taxa” ou razdo média num ponto
ou instantanea: a derivada);

VI) Faca uma analise em trés momentos:

* Inicial (Quais sao as condigdes iniciais?).

* Durante a evolugao (Ha condicdes de contorno, quais?)

* Final (Qual é a tendéncia da evolugao?).

VII) Relacionando as varidveis, tente esbogar um grafico que
retrate o fendmeno.

VIII) Na sua opiniao, que funcdo matemdtica retrata melhor o
fenémeno?

Foram aplicadas atividades investigativas a uma turma de Enge-
nharia de Controle e Automacio da PUC Minas, que era composta de
56 alunos. Durante o trabalho dos estudantes, em dupla, para facilitar a
interago e a discussdo das questdes, o professor/pesquisador acompanhou
o desenvolvimento das atividades com pequenas intervengdes, utilizando a
técnica de pesquisa: “Observagao”. Nessa primeira atividade, os estudantes
apresentaram bastante dificuldade, pois se tratava de “QUALIFICAR”
o fendmeno, e ndo foi pedido nenhum célculo, nenhuma aplicacio de
algoritmo ou tarefa com férmula. Muitos insistiram em usar férmulas da
Fisica, o que NAO foi permitido. Tiveram dificuldades também em fazer
a leitura do texto recebido e em expressar suas respostas. As perguntas
intensivas e insistentes foram quanto ao “FORMULAR” uma relagao entre
as variaveis ou fazer a “FORMULACAO MATEMATICA”.

A inovagdo dessa 1* ATIVIDADE foi a inversao da légica da reso-
lucao; pois, tradicionalmente, determina-se uma férmula analitica, para
depois tragar o grafico e obter melhor interpretagao do fendmeno. Nessa
primeira atividade, foi solicitado que o estudante fizesse “conjecturas” a
respeito do grafico e da func¢do matemadtica para melhor representar o
comportamento do fend6meno.
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Apbs a realizacio dessa etapa, passou-se a “SOCIALIZACAQ” das
respostas dos estudantes.

Inicialmente, 10% dos estudantes declararam que essa atividade
estava sendo apresentada a semelhanca de uma “iniciacdo cientifica”,
comprovando a sua caracteristica como uma acao investigativa.

Aproximadamente 80% dos estudantes levantaram uma variedade
de grandezas: calor, temperatura, volume, energia, tempo, mas apenas
50% conseguiram relacionar as varidveis e determinaram a fungo ou lei
matematica.

No reconhecimento de invariantes e dos pardmetros, aproximada-
mente 30% dos estudantes apresentaram a temperatura ambiente como
condicdo inicial, o que ndo ocorre na situacio por ser ela invariante, e no
gréfico se apresenta como “ASSINTOTA” a curva da funcdo da tempe-
ratura do corpo em relagdo ao tempo. A fun¢ao matematica que melhor
representava o fendmeno foi, para muitos: uma fungao linear: Q = K. T ;
O (energia), T (temperatura), uma fungdo reciproca: Q = 1/T . Cerca de
40% dos estudantes conjecturaram certo, afirmando ser a fungdo expo-
nencial a representar o comportamento do fenémeno.

Em torno de 60% dos estudantes, ao formular corretamente a
“lei matematica”, utilizaram K (constante de proporcionalidade) como
uma variavel e ndo como pardmetro. Foi discutida a identificacdo de
uma grandeza a ser relacionada no modelo como varidvel ou como um
parametro.

No estudo do fendmeno de crescimento populacional foi usada
a mesma metodologia e etapas da anterior. Durante a realizagao das
atividades, os questionamentos foram poucos, especialmente na formu-
lacdo ou construcio da relagao entre as varidveis, pois cerca de 80% dos
estudantes identificaram mais facilmente as varidveis P (populacio) e ¢
(tempo). O tragado do grafico, para muitos, fez-se corretamente, mas, para
90% dos estudantes, apenas cerca de 10% insistiram ainda numa reta.
Na conjectura da melhor fun¢ao matemadtica a representar o fenémeno,
90% dos estudantes ja consideraram a exponencial, corretamente, o que
é verdadeiro também nesse tipo de modelo. A declaracdo das varidveis
foi realizada com mais facilidade, pois as grandezas relacionadas foram:
populagao (P) e tempo () (P = f()).
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22 ATIVIDADE

A segunda atividade avancou para a formula¢ao da situagao-pro-
blema, requerendo agora do estudante a expressao da “lei fisica” inerente
aos mesmos fendmenos da 1* atividade por uma equacao diferencial. Nessa
atividade, no enunciado ou apresentagio verbal da situagio, ja foram dadas
mais informagdes, alguns dados (condigdes iniciais ou de contorno) e alguns
parametros. Foi solicitada uma formulacdo da solucio, mas ainda NAO
se exigiu a resolugao da equagio diferencial, presente no modelo.

1° fenémeno: 1° problema

A velocidade de resfriamento de um “corpo” no “ar” é proporcional
a diferenca entre a temperatura do corpo e do ar. Se a temperatura do ar
é de 20°C e o corpo se resfria em 20 minutos de 100°C a 60°C, dentro de
quanto tempo sua temperatura descerd para 30°C?

2° fendmeno: 2° problema

Sabe-se que a populacio de uma cidade cresce a uma taxa propor-
cional a0 nimero de habitantes existentes. Se, inicialmente, a populacio é
de 1.500 habitantes e, depois de 10 anos, é de 2.000 habitantes, quanto
tempo levard para ter 3.000 habitantes?

Nessa segunda atividade, para facilitar a interpretagao do feno-
meno, bem como a elaborac¢do do modelo, foram dadas “tarefas” através
de alguns “passos”. Foi informado aos mesmos estudantes que, baseados
nas informacdes da 1* atividade, ainda prevaleceria uma analise QUA-
LITATIVA com a formulagao do modelo por uma equacio diferencial e
seu tragado do gréfico.

asso: are as variavei invaria
1° passo: Declare as varidveis e os invariantes presente nos
fenémenos.

2° passo: Enuncie a “lei” fisica e descreva o modelo matematico
por uma equagao diferencial.

3e passo: Explicite as “condigdes iniciais e de “contorno”.

40 passo: Declare 0 que se pede no problema.

5¢ passo: Esboce um grafico que expresse a variacdo do
fenémeno.
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Na “SOCIALIZACAQ” dos resultados, ap6s aplicacao das ativida-
des, 70% dos estudantes apresentaram maior facilidade na identificagdo
das variaveis, bem como na determinagao da “lei fisica” e do tragado do
esboco do gréfico, pois era uma continuidade da 1* atividade e agora a
situacdo fisica foi expressa com mais informagdes. Os estudantes deveriam
criar uma férmula matematica usando uma equagao diferencial. A maioria
entendeu a evolugdo da 1* para a 2% atividade.

Quanto ao esboco dos graficos do 1° fendémeno, houve dificuldade
dos seus tracados ao se considerar a temperatura ambiente constante,
que apresenta o valor da temperatura limite do corpo em todas as duas
situacdes (do refrigerador e do forno).

Quanto ao tracado do grafico do 2° fendmeno, a curva nao poderia
sair da origem, pois neste caso ndo teria populacio inicial, sem o que seria
impossivel iniciar a populagdo. Assim, a analise néo foi realizada correta-
mente por 30% dos estudantes, a partir dos dados da condigio inicial e
de contorno. Os esbogos dos grificos foram construidos apds a realizagdo
da 1* Atividade e reelaborados apds a 3* Atividade. Seguem-se algumas
tentativas de construcdo dos gréificos dos dois fen6menos estudados:

1° fenémeno — resfriamento/aquecimento

1? Situacdo (forno):

T T T
I t | t t
(correto) (algumas tentativas dos estudantes)
2% situagdo (refrigerador):
T T T
—
t I t I/ t
(correto) (algumas tentativas dos estudantes)
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2° fendmeno — crescimento populacional

T T T T
t t t t
(CORRETO) (ALGUMAS TENTATIVAS DOS ESTUDANTES)

Foi bastante discutido, apds aplicagao das atividades que duraram
cerca de quatro aulas, entre os estudantes, e também entre estudantes e
professor, o comportamento do fendmeno, e como, pela equacio, pode-
ria ser identificado o crescimento ou decrescimento das curvas. Um dos
indicadores é dado pela anélise do parimetro “K”: K (positivo) funcio
crescente; K (negativo) funcdo decrescente. As atividades foram aplicadas
sucessivamente em quatro aulas.

3% ATIVIDADE

1. Volte a atividade dois e “desenvolva a expressdo matematica,
isto é, resolva a equagao diferencial, aplicando as condicdes dadas”, nos
problemas 1 e 2.

2. Para cada fenbmeno, dé o “modelo” na sua forma analitica
(férmula matemdtica) e o seu grafico.

A 3* (terceira) atividade foi aplicada em duas aulas; finalmente,
requereu uma formulac¢do do modelo em toda sua plenitude, ja exigindo
do estudante o desenvolvimento completo de todas as etapas, isto é, a
resolu¢@o da equacio diferencial, adquirindo-se a sua solucio que é uma
funcao matemadtica e o tragado de seu grafico.

Na “SOCIALIZACAQ” dos resultados, cerca de 40% dos estu-
dantes manifestaram dificuldades no processo de resolugao da equacio
diferencial ao resolver as integrais, ¢ na aplicagio dos dados das condi¢des
iniciais e de contorno, ao determinar o modelo na eliminacdo das cons-
tantes indeterminadas de integracao.

Assim, a modelagem integralizou-se com o fendmeno matemati-
zado, com a expressdo da “lei fisica” com trés componentes:

1. Equagdo diferencial (expressio matemdtica da lei fisica);

2. Solugdo da equacdo diferencial “determinada” pelas condigoes
iniciais e de contorno;
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3. Tragado do grafico, a mostrar o comportamento das variaveis
intervenientes no fenémeno.

Exemplificando, os modelos do 1° e 2° fenémenos sdo apresentados
pelos esquemas a seguir:

T=T -e"+T Te T, : temperatura
T~ 7::) - }{’ <0 B g Ta S inicial do corpo

P;: Populagio inicial

0 - @) - )

A terceira atividade foi o espaco e 0 momento para “validar as
conjecturas”, realizadas na 1* Atividade. Com a solugdo da equacdo
diferencial tem-se a forma analitica do modelo. E, através dela, fez-se a
validagao das conjecturas levantadas nas 1* e 2* Atividades. O tragado do
grafico pela fungdo matematica da solucdo da equacio diferencial facilitou
a verificacao do acerto dos esbogos das 1* e 2* Atividades pelos estudantes.
Nessa validacdo, para agilizar o processo, cerca de 30% dos estudantes
sugeriram o uso de software (o professor indicou o Maple) usando a mé-
quina de calcular para esbogar o grafico na prépria sala de aula. Plota-se
a equacao diferencial e pede-se a funcdo-solugao e o seu grafico. As trés
atividades foram desenvolvidas num total de seis aulas, quando se iniciou a
aplicacdo das equacdes diferenciais as situagdes em fendmenos evolutivos,
tais como aquecimento de um corpo e de populacio.

A proposta de iniciagdo a modelagem nesta pesquisa fez-se
na trajetéria oposta em que é apresentado o cldssico esquema acima
(1> 2)> O3).

Isto é, o estudante faz as “conjecturas”, levanta “hipéteses” estu-
dando o comportamento do fenémeno com dados experimentais, com
teorias conhecidas ou informagdes intuitivas, visando fazer predicoes e
esbogar um grafico buscando uma analogia com alguma fun¢io matema-
tica que possa estabelecer a formulacao do modelo. Assim, a iniciagdo a
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modelagem deu-se na trajetéria: (3) > (2) > (1) em todas as atividades
apresentadas na pesquisa realizada.

Conclusao

A iniciagdo a modelagem pode ser efetivada com sucesso com base
na formulagdo de uma nova situacio-problema de fenémenos cléssicos
ja modelados. Evitam-se os caminhos classicos apresentados diretamente
aos estudantes. Propoem-se formas aproximativas como as realizadas
nas trés atividades investigativas analisadas, as quais se sustentaram na
metodologia de Ponte, Brocardo e Oliveira (2003).

A sistemadtica da elaboracado da atividade pelo professor serd funda-
mental na apresenta¢do do fendmeno ou do evento, expondo e despertando
questionamentos e elaboracio de perguntas, as quais contornam a esséncia
da situagao em estudo, pois modelar é uma acido investigativa, a qual
tem a pergunta como principio bésico. O direcionamento do professor
¢é questionar o estudante diante da situacdo proposta, incentivando-o a
buscar suas préprias conjecturas.

Para facilitar a modelagem, tenta-se a aproximacio ao modelo
requerido, por composi¢iao de uma tabela numérica ou do esboco de um
grafico, como realizada nas atividades apresentadas. Depois, constréi-se
uma formulag¢ao algébrica ou uma equacio, ou uma funcio pela utiliza-
¢ao da equacio diferencial. A andlise criteriosa da valida¢ao do modelo é
essencial para sua aceitacdo. Essa aproximacio ao modelo, graficamente,
facilita a elaborag@o e a descoberta do modelo analitico expresso por uma
fun¢do matematica.

O estudo de equagoes diferenciais podera ser eficaz se explorado
pelos trés enfoques: da algoritmacao (resolu¢do das equacdes); da formu-
lacdo e da resolugao de problemas para a iniciagao a modelagem.

Na investigagao realizada, os estudantes ficaram muito motiva-
dos, pois foram instigados a trabalhar os conceitos matematicos relacio-
nados as ciéncias, o que constitui uma pratica constante nos cursos de
engenharia.

A resolucio das equagdes pode ser valorizada quando a algoritma-
¢do é conduzida como processo a desenvolver habilidades de célculo, e ndo
apenas como tarefa repetitiva para treinamento de algebrismo.
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