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Resumen. El Teorema de Pitdgoras ofrece un potente ambito matematico e historico-
epistemoldgico desde el cual ilustrar de manera precisa usos no triviales de la Historia de
las Matematicas en la Educacion Matematica, ello en tanto que constituye una pieza
invaluable que expresa una manera de hacer matematicas y ha sido estudiado desde
diferentes enfoques. El estudio de los discursos matematicos y metamatematicos al respecto
del teorema, brinda exquisitos niveles de conciencia sobre las caracteristicas de las
Matematicas y sus objetos, sean éstas y éstos escolares o, erroneamente llamados, formales.

Palabras Claves: Historia de las Matematicas, Educacion Matematica, Teorema de
Pitagoras, Conocimiento del profesor de Matematicas.

1. INTRODUCCION

Hoy, sin temor a equivocarnos, podemos afirmar que existe una linea de investigacion que
estudia la relacion entre la Historia de las Matematicas y la Educacion Matemadtica [HM—
EM] y que en Colombia se esta avanzando tanto en la realizacion de trabajos investigativos
en ésta, como en su reconocimiento de facto; una evidencia de ello es la inclusion de tal
relacién como una de las areas tematicas del 12° Encuentro Colombiano de Matematica
Educativa. Es precisamente en este marco contextual en el que se propone este curso, el
cual pretende ilustrar, de manera concreta, algunas especificidades de la relacion HM-EM a
través del estudio, desde una perspectiva historico-epistemologica, del famoso, pero
paraddjicamente poco conocido, Teorema de Pitagoras.

Sin lugar a dudas, este teorema constituye un hito en la Historia de las Matemadticas y en la
matematica escolar; sin embargo, el escaso conocimiento de disefiadores curriculares y
profesores sobre el discurso historico relacionado con el teorema no permite que en los
procesos de aprendizaje de éste se incorporen elementos historico-epistemologicos
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esenciales y consustanciales al mismo. En efecto, en el ambito escolar el Teorema de
Pitagoras termina siendo un algoritmo para relacionar tres numeros asociados a algunas las
medidas de un triangulo rectangulo, con usos abusivos y poco rigurosos de su
generalizacion. Se deja de lado asi, entre otras, su potencial impacto en el desarrollo del
pensamiento cuantitativo no numérico, en el reconocimiento de la estructura hipotético-
deductiva de las Matematicas o en la conciencia sobre la naturaleza de sus diferentes
pruebas y generalizaciones.

Antes de entrar en materia, debemos precisar que el curso no es ni de Historia de las
Matematicas, ni de Matematicas, ni de Educacion Matematica, lo cual no obsta para que en
el mismo se estudien y reflexione sobre discursos provenientes de éstos y otros campos
investigativos metamatematicos, y con toda razon, sobre los discursos matematicos.

2. REFERENTES TEORICOS

Como lo resefiamos hace algunos afios (Guacaneme, 2007), la relacion “Historia de las
Matematicas — Educacion Matematica” [HM—-EM] ha sido objeto de amplia reflexion y en
las ultimas décadas se ha convertido en objeto de investigacion; asimismo afirmamos que
esta relacion se expresa en al menos tres ambitos relacionales: HM—Ensefianza de las
matematicas, HM—Investigacion en Didactica de las Matematicas y HM—Conocimiento del
profesor de Matematicas. Este marco de reflexién e investigacion constituye el marco
general sobre el cual se estructura el trabajo que se propone para el presente curso, el cual
aborda de manera especifica el estudio del Teorema de Pitagoras, en tanto hito histérico y
escolar.

Al respecto del teorema en cuestion, vale la pena reconocer que culturas milenarias,
matematicamente muy desarrolladas, disponian de un excelso conocimiento del mismo,
incluso antes de que éste fuese objetivado en una teoria matematica hipotético-deductiva
como la expuesta magistralmente por Euclides en sus Elementos. Este hecho pone de
relieve un aspecto fenomenoldgico del teorema, con consecuencias indiscutibles pero poco
exploradas o implicitas: su existencia, justificacion y aplicacion, previas a su aparicion en
el marco de una teoria. Este aspecto evidencia, entre otros: el caracter paramatematico del
teorema, el cual sorprende a quienes asumen que las aplicaciones de las matematicas
devienen de su constitucion tedrica o conciben la existencia de los objetos matematicos
solo cuando éstos se han adscrito a una teoria; el caracter praxeologico, que inquieta a
quienes conciben la practica hipotética-deductiva como la unica préactica matematica valida,
en desdefio de otras modalidades de practica; o, el caracter indubitable, relacionado con la
existencia de una justificacion o intuicién sobre la validez del teorema, previa a su
demostracion (la cual tampoco demuestra su caracter verdadero, aunque si su
deducibilidad). Estos rasgos del teorema constituyen no un caso excepcional, sino mas bien
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normal para muchos objetos matematicos, hecho que se advierte cuando se estudia su
historia, mas que su herencia'.

Respecto de su lugar en Elementos, especificamente su papel como proposicion 47 y 48 del
Libro I, el Teorema de Pitdgoras se puede reconocer como piedra angular y empresa de
dicho libro (Campos, 1994), o como algoritmo de la suma de superficies, via la
construccion de lo que hoy se reconoce como una estructura algebraica para las magnitudes
geométricas (Recalde, en prensa). Para argumentar a favor de la primera de estas
interpretaciones basta hacer un seguimiento a la linea deductiva utilizada por Euclides y
reconocer que mas de la mitad de las proposiciones del Libro I son empleadas en la prueba
de la proposicion 47. Advertir la intencidn euclidiana de dotar a las magnitudes geométricas
de una cierta operatoria y de exhibir los algoritmos geométricos para realizar las
operaciones con las cantidades de las magnitudes (sin necesidad de acudir a sus medidas),
configura un argumento a favor de la segunda interpretacion. La existencia de al menos dos
interpretaciones del papel de un mismo teorema o proposicion en el marco de una misma
teoria, como las resefiadas, ofrece un interesante panorama de discusion acerca del sentido
de una obra matematica, asi como de la objetividad de la interpretacion histdrica y del
hecho historico.

Estudiar las proposiciones 47 y 48 del Libro I de Elementos ofrece una referencia
especifica para significar la actividad de estudio de las Matematicas; a través de ecllo se
evidencia la necesidad de reconocer la estructura argumentativa y procedimental de la
demostracion del enunciado, como una condicidn sine qua non para que la comprension de
un elemento de la teoria trascienda la comprension del enunciado. En esta direccion se
advierte que se puede comprender el enunciado de un teorema, al punto incluso de usarlo
apropiadamente en el ambito tedrico o en el pragmatico, sin comprender su prueba; ello
lleva de inmediato a reflexionar acerca del sentido de la prueba, cuando en el horizonte de
inteligibilidad se ubica al aprendizaje de las matematicas, mas que a su comunicacion bajo
los canones hipotético-deductivos.

Bajo la consideracion de este horizonte, el estudio de la prueba lleva indudablemente al
reconocimiento de las partes de ésta, definidas desde una perspectiva funcional; de esta
manera, se logra la distincion del enunciado [protasis], exposicion [ékthesis], delimitacidon
[diorismds], preparacion [kataskeue], demostracidn [apodeixis] y conclusidn [sympérasmal],
como pasos de la prueba en una matematica que prioriza el razonamiento sintético, al
menos en su version comunicativa. Asi mismo, se reconoce la falta de explicitacion de una
actividad matematica constructiva en donde la linea creativa se vea reflejada y se distinga
de la linea argumentativa.

Bajo el mismo horizonte se advierte el papel discursivo, y no auxiliar, de las figuras
geométricas propias en la prueba misma’, con lo cual es ineludible encarar la discusién

! En al menos tres documentos (Grattan-Guinness, 2004a, 2004b, 2005) el destacado historiador inglés
describe estas dos facetas de la Historia de las Matematicas.

2 El papel de la figura en Elementos es discutido ampliamente por Gardies (1997, pp. 127-155) en el capitulo
titulado Le réle de la figure chez Euclide et Archimede.
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acerca de los procesos de visualizacién, como parte de los procesos de enunciacion, en la
comprension de la argumentacion euclidiana. No parece plausible seguir y validar la prueba
euclidiana de la proposicion 47 sin incorporar como parte sustancial del discurso
hipotético-deductivo a la figura que contiene tanto el tridngulo rectdngulo y los cuadrados
construidos sobre sus lados, como a la recta (en tanto construccion auxiliar) que deja el
camino expedito para la demostracion. Por otra parte, el papel de la figura en la proposicion
48 brinda un panorama de reflexion no menos fructifero; en efecto, la imposibilidad de
disponer de partida de una figura que contenga tanto el triangulo rectangulo como los
cuadrados, ofrece una evidencia mas del papel discursivo de la figura geométrica en la obra
euclidiana.

Abhora bien, trascendiendo las dos proposiciones resefiadas del Libro I, Euclides nos ofrece
a través de la proposicion 31 del Libro VI de sus Elementos una interesante generalizacion
del Teorema de Pitagoras para la misma magnitud geométrica (la cantidad de superficie),
pero en relacidon con la semejanza de las figuras rectilineas construidas sobre los lados del
triangulo rectangulo. El estudio de la perspectiva de generalizacion alli implicada, lleva
consustancialmente a considerar otras posibles perspectivas de generalizacion del teorema,
empleadas como fundamento de explicaciones y aplicaciones en las matemadticas escolares,
cuya racionalidad puede resultar relativamente obvia, pero su rigor matematico queda en
entredicho. Tal es el caso del uso abusivo del Teorema de Pitdgoras en Trigonometria para

. . : : _ L. 2 2. _ , I
“deducir” la identidad trigonométrica basica, S€7 X +C0S" X =1 o en Geometria analitica
para calcular la distancia usual entre dos puntos, dadas sus coordenadas cartesianas.

Por otra parte, considerar otras demostraciones del teorema, entendidas como
demostraciones en el marco de otras teorias, conduce a reflexionar, como lo planted ya
Bagni (2008) para el caso de una proposicion de la teoria de niimeros euclidiana, en el
papel cognitivo y epistemoldgico del contexto histdrico-cultural sobre la manera de pensar
matematicamente. [gualmente, lleva a reflexionar acerca de si en efecto la finalidad de la
prueba es la demostracion de la verdad y sobre el caracter perenne de ésta.

Indiscutiblemente, todo lo anterior debe ser objeto de estudio desde los tres ambitos
aludidos para la relacion HM—EM. Sin embargo, incluir los resultados de tal estudio en este
documento impondria un cardcter prescriptivo al curso e impediria a los
asistentes/participantes del mismo (potenciales lectores de este texto) construir de manera
libre sus propias conclusiones e implicaciones. No obstante lo anterior, consideramos que la
conciencia sobre el conocimiento matematico y su naturaleza es la mayor ganancia que
desde lo estudiado se espera que logren quienes participen del curso. Sin duda dicha
conciencia ofrecerd sus réditos en la educacién en matematicas, en la investigacion en
Didactica de las Matematicas y en el conocimiento del profesor de Matematicas.
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3. ESTRATEGIA METODOLOGICA

El curso se desarrollard en tres sesiones. En la primera, inicialmente se recapitularan los
conocimientos de los asistentes sobre el teorema, tanto desde la perspectiva escolar como
desde el enfoque historico. Posteriormente, se observara el documental “Pitagoras, mucho
mas que un teorema” de la serie Universo Matematico, producida en el afio 2000 por el
programa La aventura del saber, de La 2 de Television Espafiola. De éste se destacaran
algunas ideas y se realizara una reflexion acerca de la informacion historica importante del
documental, desde la perspectiva de los asistentes; asimismo se hara una referencia
especifica a las caracteristicas de la demostracion del Teorema de Pitagoras alli presentada.

En la segunda sesion se estudiara la demostracion del Teorema de Pitdgoras expuesta en
Elementos de Euclides, particularmente las proposiciones 47 y 48 del Libro I. En este
sentido se estudiaran: los aspectos matematicos per se, las particularidades semanticas de
los enunciados o proétasis de las proposiciones y de las figuras en el discurso demostrativo,
algunos resultados de la indagacién historico-epistemologica sobre la estructura légica de
tales proposiciones y sobre la estructura hipotético-deductiva de las mismas y un nivel de
generalizacion del teorema a través del enunciado de la proposicion 31 del Libro VI de
Elementos.

En la ultima sesion se examinaran superficialmente otras demostraciones relativamente
difundidas (v.g., la demostracién en el Chou Pei, la atribuida a Pitdgoras, la presentada por
Pappus, la propuesta por Bhaskara, la expuesta por Leonardo da Vinci y la demostracion de
Garfield) a partir de lo cual se discutira la aparente ineficacia de la empresa demostrativa,
una vez que se dispone de una prueba avalada por la comunidad matematica. Para finalizar
se hard un inventario de los conocimientos y reflexiones logradas y se realizard una
reflexion acerca de como €stos se incorporan a los tres ambitos de expresion de la relacion
HM-EM, citados en el primer parrafo de la seccion 2 de este documento.
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