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matica han surgido para mejorar el proceso de en-
seflanza y aprendizaje del area, articulando los
saberes de comunidades académicas como la nues-
tra, con los conocimientos locales de nuestras co-
munidades indigenas y con los aspectos regionales
y mundiales que son comunes en la matematica.

Esta articulacidon de saberes genera varias pre-
guntas, unas relacionadas con la matematica mis-
ma y la pertinencia de algunos temas en el contex-
to de una comunidad indigena, la preocupacion por
que los documentos legales que regulan la educa-
cion estan pensados para las regiones centrales del
pais y su aplicabilidad en regiones de frontera no
se promueve o se hace superficialmente.

El trabajo de acompafiamiento tuvo resultados
concretos como la produccidn conjunta por docen-
tes y asesores de un documento para el plan de
estudios, y la voluntad de las partes en continuar el
proceso involucrando mads instituciones que pue-
dan aportar nuevas luces para promover desde la
educacién matematica cambios profundos en el
proceso ensefianza-aprendizaje de esta area, y ha-
cer aportes para que las comunidades de las regio-
nes mas apartadas del pais gocen en lugar de su-
frir en el proceso de intercambio de saberes rela-
cionados con la matematica.

Atomos y ntcleos
de infinitesimales

‘ KEMEL GEORGE

Universipap per. MAGDALENA

Presentacion

Leibniz se enfrentd con dos grandes problemas
teoricos: el primero, dar una explicacidon convincen-
te del concepto de infinitesimal. El segundo, mostrar
una regla que permita la eliminacion de infinitesima-
les comparativamente de orden mayor que otros. A
ambos les dio una solucion préctica, pues no solo
fundo el moderno calculo diferencial e integral, sino
que le permitié resolver innumerables problemas
cuya solucion era considerada imposible, haciendo
uso de los métodos tradicionales de célculo.

La respuesta a la controversia sobre el funda-
mento 16gico matematico del calculo tuvo que es-
perar tres siglos, con el andlisis no estandar de
Robinson' . A partir de alli, el sistema numérico
real es considerado una estructura numérica de baja
complejidad comparado con un sistema de mayor
complejidad, conocido con el nombre de sistema
numérico hiperreal *R.

El célculo infinitesimal, o sea, el calculo con infi-
nitamente grandes e infinitamente pequerios,

"Robinson A. Non-Standard Analysis, North-Holland Pub. Co. Amsterdam, 1966. Revised
edition, 1974.

después de Robinson, se despliega en varias direc-
ciones de investigacion y grandes tendencias, que
de una u otra forma repercuten en el aula de clase.
Destacamos, en primer lugar, la que se ha delinea-
do desde Nelson? , que consiste en insertar tres
nuevos axiomas en la teoria axiomatica de los con-
juntos de Zermelo-Fraenkel cuyas siglas son ZFC.
Surge asi la Teoria Interna de Conjuntos 1ST.

Hay métodos de construccion de la recta no
estandar, como los de Hurd-Loeb® y Lindstrom?*,
quienes obtienen el campo de los hiperreales -con
tres tipos de cantidades, reales ordinarios, reales
infinitos e infinitesimales- utilizando sucesiones
numerables de reales ordinarios, 1dentificadas en-
tre si mediante ultrafiltros.

Algunos autores han llegado a plantear que sélo
con el apoyo de la Teoria de Modelos y aplicacio-
nes del Principio de Transferencia, (férmulas ver-
daderas en los reales son verdaderas en el nuevo
modelo no estandar) se pueden entender los
hiperreales, lo que haria casi imposible su introduc-
cién en los cursos elementales de calculo diferen-
cial e integral. Si esto fuera asi, tendriamos que dar-
les la razén, porque desde el punto de vista cognitivo
no es nada claro que estos métodos sean mas atrac-
tivos en el aula de clase que los tradicionales.

2E.Nelson, "Internal set theory: a new approach to nonstandard analysis”, Bol. of the
American Mathematical Soc., Vol.83, Nov.6, 1977.

SA.E.Hurd, P.A.Loeb, An Introduction to Nonstandard Real Analysis, Acadermic Press, Inc.
1985,

“T.Lindstrom, An Invitation to Nonstandard Analysis -Nonstandard Analysis and its
Applications, Edited by N.Cutland, Cambridge University Press, 1988.



Nuestro interés es precisamente, evitar en lo po-
sible esta situacion, al presentar unas construccio-
nes que combinan varias metodologias, con un ob-
jetivo cognitivo y didactico. Y esta es precisamen-
te la tendencia que nos interesa destacar, la que se
orienta hacia la educacion matematica, o sea que
su énfasis es el proceso de enseflanza-aprendizaje,
en el que se usa el andlisis no estdndar como he-
rramienta. Este esfuerzo puede percibirse en cier-
ta medida en Keisler’ y se encuentra reforzada por
los grupos de investigacion en México, con Imaz®,
entre otros. La propia denominacion de la activi-
dad, el Célculo con Infinitesimales, retoma las
ideas originales de Leibniz y Newton y reafirman
la inclinacién de esta metodologia.

El sistema numérico hiperreal. La base numg¢-
rica del célculo con infinitesimales es el campo de
los nimeros reales extendidos, también llamada la
recta hiperreal *R. El conjunto *R es un campo
linealmente ordenado, que contiene al campo
linealmente ordenado de los nimeros reales R. Este
conjunto *R esta organizado como estructura arit-
mética, donde cohabitan tres tipos de nimeros: los
infinitesimales o infinitamente pequefios, incluido
el cero; estos son nameros que en valor absoluto
son menores que cualquier real ordinario. Los fini-
tos, entre los cuales se encuentran los reales ordi-
narios; y los infinitos, que son nimero en valor
absoluto mayores que cualquier real ordinario.

Estos tres tipos de cantidades y las operaciones
que sobre ellas se erigen - suma, resta, multiplica-
cion, division, raices y potencias, exponenciales y
logaritmos, funciones trigonométricas, etc.- difie-
ren de manera dréstica del manejo convencional y
tradicional que se conoce sobre los nimeros reales
que se ensefian en el aula de clase.

Vamos a demostrar que son suficientes dos supo-
siciones, para que podamos hacer calculo con infini-
tesimales. En primer lugar, aceptaremos que existe
un campo ordenado *R, extension de los nimeros
reales R, o sea, R < *R; en segundo lugar, esta ex-
tension es tal que las funciones y operaciones que
conocemos en R son funciones y operaciones admi-
tidas en *R. A continuacion, demostraremos que en
*R existen elementos infinitos, finitos e infinitesima-
les, donde infinitesimal significa, como es entendi-

5H.J.Keisler, Elementary Calculus, Prindle, Weber & Schridt, Inc., 1976.

8C.Imaz, "Infinitesimal models for Calculus”, Bol. Sociedad Matermética Mexicana, Vol.29,
21934.

do, una cantidad menor que todo real e infinito es
una cantidad mayor que todo real.

Infinitos e infinitesimales. En efecto, la suposi-
cion de que existe un campo totalmente ordenado
*R tal que R — *R tiene profundas consecuencias
aritméticas y logicas. Como R es parte de *R, ob-
viamente todos los reales ordinarios son hiperreales.
Pero si existe al menos un elemento *r de *R que
no es elemento de R, entonces es posible extraer
algunas conclusiones sobre este extrafio elemento.
Como *r no puede ser cero, necesariamente *r es
menor 0 mayor que cero, ya que los hiperreales
forman un campo ordenado.

Vamos a suponer *r > 0. ;Habra un real ordina-
rio u que esté comprendido entre 0 y *r, esto es,
que cumpla la condicion 0 < u < *r? Si no lo hay,
entonces *r es menor que todo real ordinario, y
esto es precisamente lo que hemos dicho que se
denomina infinitesimal. Por tanto, *r seria un
infinitesimal y tendriamos otro tipo de cantidad dis-
tinta de las reales ordinarias.

Puede ocurrir que existiera un real ordinario u tal
que 0 <u < *r. Entonces solo quedan dos alternati-
vas. O bien hay un real ordinario s a la derecha de
*1, 0 no lo hay. En caso que lo haya, diremos que *r
es finito (porque esta acotado a la izquierda y a la
derecha por un real ordinario, donde u es cota infe-
rior y s es una cota superior de *r. Tenemos pues,
0 <u < *r <s. El conjunto A de reales ordinarios
menores que *r es no vacio, ya que u € A. Ade-
mads , esta acotado superiormente por s. Luego A
tiene una maxima cota inferior que es un real ordi-
nario. Similarmente, el conjunto B de reales ordi-
narios mayores que *r es no vacio, ya que s € B.
Ademas , estd acotado inferiormente por u. Luego
tiene una minima cota superior que es un real ordi-
nario. El par A, B es lo que se denomina cortadu-
ra de Dedekind'en los reales ordinarios, ya que
ninguno de ellos es vacio, todo elemento de A es
mejor que todo elemento de B, la unidn de los dos
conjuntos es R y la interseccion de los dos es va-
cia. Por consiguiente, o bien la maxima cota infe-
rior es elemento de A o bien, la minima cota supe-
rior es elemento de B.

Sea r la maxima cota inferior y supongamos que
es elemento de A. Como r < *r llamemos o la can-

"R. Dedekind, Essays on the Theory of Nurmbers, Dover Publications, Inc. New York,
[1901], 1963
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tidad positiva o= *r - r. No puede haber ningun
real ordinario u que cumpla 0 <u < o porque en-
tonces tendriamos u < *r - r, u + r < *r, y esto
contradice que r es la maxima cota inferior. Su-
pongamos que la minima cota superior r es ele-
mentos de B. Como r < r llamemos o la cantidad
positiva o = r - *r. No puede haber ningun real
ordinario s que cumpla 0 < s < o porque entonces
tendriamos s <1 - *r, *r <r - s, y esto contradice
que r es la maxima cota inferior. Conclusion, en
ambos casos, a es menor que todo real ordinario
positivo, o sea, es infinitesimal. Ello significa que el
hiperreal finito *r se separa en dos sumandos: el
real ordinario r y el infinitesimal o. En otras pala-
bras, hemos demostrado que todo hiperreal finito
*r es de la forma *r =r + o. Esta descomposicion
es unica, porque si separamos a *r como *r=s + 3
entonces r - s = o - B y siendo r - s un real ordina-
rio y un infinitesimal, estd obligado a ser el
infinitesimal 0.

Queda otra posibilidad: el hiperreal *r que toma-
mos no esta acotado superiormente por ningun real
ordinario s. Esto quiere decir que es mayor que todo
real ordinario, que es la definicion de hiperreal infi-
nito. Y tenemos el tercer tipo de hiperreales. Como
podemos ver, la existencia de un campo totalmente
ordenado *R extension de los reales R implica, ne-
cesariamente, la existencia de cantidades de natu-
raleza aritmética distinta a la de los reales ordina-
rios: los infinitesimales, los finitos, y los infinitos.

El lenguaje hiperreal. Para familiarizarnos con
el sistema numérico hiperreal son suficientes algu-
nas definiciones y ejemplos, que expondremos a
continuacion. Hemos visto que los infinitesimales o
infinitamente pequefios, o, B, etc., -incluido el cero-
son aquellas cantidades que en valor absoluto son
menores que cualquier real ordinario

. Dado un infinitesimal o, se es-
cribe oo = 0. En general, si tenemos dos hiperreales
a, b cualesquiera y ocurre que la diferencia b - a es
infinitesimal, decimos que a estd muy cercade by
se escribe a = b. Otro tipo de cantidades son los
reales infinitos M, que son aquellas en valor abso-
luto mayores que todo real ordinario, y por ende
resultan ser inversos multiplicativos de los infini-
tesimales, V€ R > r < ‘M ‘ . En otras palabras, un
numero real distinto de cero es infinito siy solo si
su inverso multiplicativo es infinitesimal. Entre los
reales infinitos, nos interesa destacar los enteros
infinitos N, M, etc., y a los que frecuentemente se
llaman hiperenteros.

Hemos visto que otro tipo de nimeros son los
reales finitos *r, que son de la forma *r =r+a., don-
de r es real ordinario y o es infinitesimal positivo,
negativo o cero.

dr € R,

*r‘<r

Los finitos incluyen los reales ordinarios s, t, u, v,
etc. que ocurren precisamente cuando o = 0. Si *r
es hiperreal finito de forma *r =r + «, el real ordi-
nario r se denomina parte estandar de *r y se es-
cribe st (*r) =r.

El siguiente sorprendente ejemplo es toma-
do de un texto clasico de calculo infinitesimal® . Si

H es infinito, entonces +JH+1-+JH-1 es
infinitesimal, porque

WHT 1 -VEVH+1+H-1)
N JH 1 -VH-1

2
= z()
VH+1++VH -1

ya que el denominador es la suma de hiperreales
infinitos, de modo que su inverso es infinitesimal.

El atomo de un real. Uno de los hechos mas
espectaculares de *R es que, para cada real ordi-
nario, podemos considerar el conjunto de todos los
hiperreales que estdn muy cerca a él. Particular-
mente, podemos considerar el conjunto de todos
los infinitesimales, o sea, de todos los hiperreales
que estan infnitamente cerca de cero. Esto es lo
que se denomina e/ dtomo de cada real ordinario.

En otras palabras, siempre que a sea real
ordinario, se llama A(a), el &tomo de a, todos los b
tales que a = b, aunque algunos autores, entre ellos,
el mismo Robinson, lo llaman la monada de a. Como
todo hiperreal finito tiene una parte estandar, dicho
hiperreal pertenece al &tomo de su parte estandar.
La relacion de pertenecer o no al mismo 4tomo, es
una relacion de equivalencia por lo siguiente: es
claro que a = a, por cuanto a - a = 0. Ademas, si a
= b, a - b = a, a infinitesimal, luego b - a = - a,
infinitesimal. Finalmente, sia-b=ayb-c = f3
entonces a - ¢ = a - f3, infinitesimal.

Como vemos, el atomo A(a) es el conjunto
de todos los hiperreales finitos de la forma a + a,
donde a es real ordinario y o es infinitesimal. Por

8H.J Keisler, Elementary Calculus, Prindle, Weber & Schmict, Inc., 1976.
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consiguiente, como la distancia entre dos reales
ordinarios distintos no puede ser infinitesimal, sus
atomos tienen interseccidon vacia. Esto es un atri-
buto tnico de los hiperreales, porque quiere decir
que los atomos separan, en sentido estricto, a cada
real ordinario de otro. Recordemos que todos los
infinitesimales conforman el 4tomo de cero A(0).

Hay que ser cuidadoso con las operaciones
entre infinitesimales. Por ejemplo, si N es infinito,
los siguientes cuatro nimeros son infinitesimales,

Lo s X g Ly
N+l 7 N+2 7 N'+2 7 N+l

Si dividimos el primero por el segundo, obtene-
mos un hiperreal muy cerca de 1,

N+2 N N 2

N+l N+1 N+1

mientras que si dividimos el tercero por el cuarto,
obtenemos un infinitesimal:

N +1

~as =0

N"+2

Se dice que las dos primeras cantidades tienen
igual orden de magnitud, mientras que la tercera es
de menor magnitud que la cuarta. Esta cuestion
crucial de comparacion de cantidades esta fuera
del alcance del célculo tradicional.

=1+,

Conviene aqui hacer un comentario sobre
un hecho inesperado en los hiperreales: se pueden
exhibir conjuntos acotados que no tienen minimas
cotas superiores ni maximas cotas inferiores. Por
ejemplo, el &tomo de cualquier real ordinario. Asi,
el atomo de 0 estd acotado superiormente por cual-
quier real ordinario positivo, pero no existe el ma-
yor de los infinitesimales, o el menor de los infini-
tesimales, o algo por el estilo.

Esta situacion inesperada, de poder com-
parar magnitudes, nos lleva a preguntarnos si no
hay un método que nos permita despreciar canti-
dades de mayor orden en relacion a otras cantida-
des de orden menor, que es lo que a continuacion
vamos a demostrar.

El nucleo de un infinitesimal. Comparar infini-
tesimales nos permite resolver definitivamente uno
de los mas importantes problemas tedricos que en-
frentaron -infructuosamente- los fundadores del
calculo: la eliminacion de infinitesimales que com-
parativamente son de orden mayor que otros.

Supongamos que tenemos el infinitesimal
o+ o . Es deseable eliminar el segundo suman-

do, para lograr la identificacion & =a+a’. Y en
efecto, esto es lo que hacian Leibniz y sus seguido-
res, quienes declaraban que, en comparacion con
un infinitesimal, su orden cuadratico es "desprecia-
ble". El criterio para saber cuando una cantidad es
o no despreciable, lo podemos resolver satisfacto-
riamente de la siguiente manera.

Sea A(0) el &tomo de 0. Definamos alli 1a siguiente
relacion entre infinitesimales. Diremos que dos ele-
mentos no nulos del &tomo de cero son equivalen-
tes s1 y solo si el cociente de ambos esta en el ato-
mo de la wunidad. En otras palabras,
azf o Z —1+6 , donde § es otro infinitesimal.

Esta es una relacién de equivalencia porque

a 14 . .
" 1. Ademas, si , el inverso es ’2= 1+7.

Finalmente,

%144, ﬁ=1+77, g=g£=(l+5)(1+n)=l+ﬂ,
4 y By

La clase de equivalencia de cada infinitesimal o
la denominaremos nucleo de a y la escribiremos
N(o). Por supuesto, la clase del cero es el cero
mismo. Dado un infinitesimal o, diremos que el
infinitesimal O es despreciable comparado a si o,

+ d pertenece a N(at). Por ejemplo, a+3¢” es ele-

o+ 30°

mento de N(a) porque —1+3a. Luego 3’

es despreciable comparado con « . Claro que el

nucleo de estas bastante lejos del ntcleo de .,
y un elemento de este nucleo tendria que ser, diga-

mos, el infinitesimal 3¢* - 5¢7 . Por tanto, el segun-
do sumando es despreciable en relacion con el pri-
mero.

Como 0 es infinitesimal y oo + 0 = ., es
obvio que 0 es despreciable respecto a cualquier
otro infinitesimal.

Podemos separar el atomo de cada real ordinario
r distinto de cero en sus respectivos nucleos, su-
mando a este real cada ntcleo del &tomo de cero. O
sea, definimos N(r+o) = r + N(o). Asi, podremos
decir que el real finito q +0 es despreciable compa-
rado con el real finito p + « si tienen idéntica parte
estandar p = q y 0 es despreciable respecto a d.

La existencia de nucleos en un atomo tiene, ade-
mas, un sabor didactico. Muchos podrian pensar
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que el atomo de cero es algo muy pequefio, pero el
interior del a&tomo, a su vez, se separa en toda una
constelacion de nacleos, uno por cada infinitesimal.

La regla de Leibniz. Uno de tantos ejemplos
que nos puede ilustrar la aplicacion de nuestro
método, es la regla de Leibniz de la diferencial del

producto de dos funciones. Dado el producto X Xy,

s son infinitesimales, la diferencial,

d(xxy)=(x+dx)x(y+dy)—xxy = ydx+ xdy + dx x dy

pero el infinitesimal dx X dy es despreciable com-

parado con el infinitesimal porque si

ambas funciones tienen derivada, el cociente

porque r es real finito, luego es infinitesimal. Esto
permite escribir al clasica formula

d(ny): vdx + xdy

La calculadora TI 92 plus
y el cbr en la modelacion
del movimiento pendular

OSCAR ALBERTO NARVAEZ
GUERRERO

NMEN — Unversipap oe NariNo —
INEM Pasto

La introduccioén a la clase de matematicas de la
calculadora T1 92 Plus y otros dispositivos, tales
como el CBR, estan generando una nueva cultura
matematica, caracterizar algunos rasgos de éste
fendmeno educativo en la modelacion del movimien-
to pendular es el proposito central de la presente
investigacion. El trabajo de los estudiantes permi-
ti6 observar en la practica los constitutivos del
marco tedrico del Proyecto de Incorporacion de
Nuevas Tecnologias al Curriculo de Matematicas
de Colombia, como son: Mediacion Instrumental,
Representaciones Ejecutables, Cognicion Situada,
Solucién de Problemas, Fluidez Algoritmica y Flui-
dez Conceptual.

El problema de investigacion. ;Cuales son al-
gunos aspectos fundamentales del uso de la calcu-
ladora TI 92 Plus y el CBR en la modelacion mate-
matica de la oscilacion de un péndulo?

Objetivo general. 1dentificar algunos rasgos im-
portantes acerca del uso de la calculadora TI 92
Plus y el CBR en la modelacion matematica de la
oscilacion de un péndulo.

Metodologia. La investigacion fue de caracter
CUALITATIVO ETNOGRAFICO EN EDUCA-
CION. Por las caracteristicas de los resultados es
DESCRIPTIVA NORMAL.

Categorias y subcategorias. Estas se formula-
ron a partir de las 6 teorias que constituyen el Mar-
co Teodrico mencionado al inicio.

Actividades realizadas por los estudiantes. 1.os
estudiantes realizaron basicamente tres tipos de ac-
tividades: Primera. Debian articular el CBR y la
calculadora TI 92 plus, para obtener la representa-
cion grafica del movimiento pendular. Segunda.
Resolver una guia de trabajo relacionada con el
movimiento pendular y sus representaciones
semioticas. Tercera. Resolver un cuestionario com-
plementario.

Conclusiones

Los resultados de la investigacidén ayudan a com-
prender, caracterizar y ampliar los referentes teod-
ricos que fundamentan el Proyecto de Incorpora-
cion de Nuevas Tecnologias al Curriculo de Mate-
maticas. Es asi como en lo relacionado con la
MEDIACION INSTRUMENTAL, se concluye
que sin la calculadora TI 92 Plus y el CBR, hubie-
se sido casi imposible que estos estudiantes de 10°
grado contextualizaran el modelo matematico aso-
ciado al movimiento pendular. Las REPRESEN-
TACIONES SEMIOTICAS EJECUTABLES de
la calculadora TI 92 Plus permitieron a los estu-
diantes acceder y explorar estos objetos virtuales
a fin de comprender el movimiento pendular y sus
modelos matematicos. El trabajo en equipo permi-
ti¢ caracterizar LA COGNICION SITUADA, as-
pectos como la motivacidn grupal, la sana compe-
tencia, el respeto a los demas, entre otros fueron
los aspectos observados en la experiencia. La
ZONA DE DESARROLLO PROXIMO formu-
lada por Vigotsky, hizo su presencia en todos los
instantes de la experiencia: Los estudiantes alcan-
zan un alto grado motivacional y de conflicto
cognitivo, ingredientes que favorecen el aprendi-
zaje si el docente en su calidad de “experto”, como
lo manifiesta Vigotsky, aprovecha esta situacion para



