MEMORIAS CUARTO ENCUENTRO OOLOVBIANO DE MATEMATICAEDUCATIVA

y su relacidn con el conocimiento profesional del
profesor de matematicas han desarrollado el grupo
de investigacion MESCUD (Grupo Matematicas
Escolares de la Universidad Distrital) y los progra-
mas de formacion docente a cargo de profesores
de este mismo grupo y de algunos profesores que
hacen parte del grupo de Practica Docente. Tam-
bién se analiza un caso de transformacion de prac-
ticas docentes de EPPs en el curso de Educacion
Matematica dirigido por la profesora Neila Sdnchez,

en donde se pretende mirar la relacion entre teoria
y practica de la Educacién Matematica visualizado
en €1, cambio conceptual y metodoldgico, como la
ampliacion de los marcos conceptuales sobre el
conocimiento practico y el razonamiento pedago-
gico. Se analiza entonces la relacion entre la com-
ponente estatica y dinamica del Conocimiento Di-
dactico del Contenido revisando la perspectiva de
Blanco (1995), Llinares (1996) y otros.
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Resumen

En la actualidad, el desarrollo de los ambientes
informaticos ha logrado altos grados de desarrollo,
hasta el punto en que pueden realizar tareas que
eran de desarrollo exclusivo de la mente humana,
como por ejemplo, el procesamiento de la informa-
cion. Este desarrollo propone a los entornos educa-
tivos un gran reto consistente en la necesidad de
incorporar de manera creativa estos adelantos tec-
nologicos a los desarrollos curriculares de las dife-
rentes areas. En particular, en el drea de matemati-
cas, la utilizacion de herramientas computacionales
ha introducido grandes debates que permiten replan-
tear de manera radical los procesos de ensefianza
de esta disciplina, desde los niveles de la educacion
basica hasta la educacion superior. Pero el adveni-
miento de dichos medios para la ensefianza de las
matematicas, debe motivar analisis en términos del
sentido y posibilidades que €stos ofrecen. Este arti-
culo aborda algunos elementos en la via de concep-
tuar la manera como la utilizacién de medios
informéaticos en la ensefianza de las matematicas
puede ser un elemento altamente dinamizador de la
actividad matematica del alumno, y por ende, en el
desarrollo de su autonomia intelectual.

* Profesor Universidad de Antioquia

Introduccion

Shaffer y Kapput (1999), plantean que los am-
bientes brindados por las nuevas tecnologias
informaticas, estan generando una nueva revolu-
cion cognitiva (tal como sucedid con el desarrollo
del lenguaje o de la escritura), en tanto que €stos
brindan a la mente humana, no solo una forma ex-
terna para el almacenamiento de la informacion,
sino que también, la proveen de recursos externos
para el procesamiento autonomo de la misma, y
para el almacenamiento de los algoritmos con que
se procesa. Por ejemplo, los cédlculos algebraicos
que antes eran ejecutados por las personas a tra-
vés del lapiz y papel, pueden ahora ser realizados
por medio de un programa de computador. En este
caso el programa no solo procesa la informacion,
sino que ¢€l, en si mismo, esta almacenando los
algoritmos necesarios para procesarla.

Para la ensefianza de las matematicas (y en ge-
neral para el trabajo escolar), esta externalizacién
de los procesos algoritmicos trae importantes con-
secuencias de orden curricular: nuevas formas de
representacion, nuevas aproximaciones pedagogi-
cas, nuevos objetos de estudio, y una matematica
virtual. Todo esto se manifiesta en ambientes dina-
micos para el hacer matematico en el aula (como
el Cabri Goemetre, el cual genera una geometria
virtual), o en la posibilidad de que los alumnos ten-
gan aproximaciones concretas a problemas muy
abstractos (como por ejemplo un ambiente grafico
para acceder a la nocion de limite), o incluso en la
posibilidad de plantearse problemas que por sus
niveles de dificultad solo podrian ser estudiados en
grados superiores (por ejemplo problemas de méaxi-



mos y minimos para estudiantes de la educacion
basica). En sintesis, los computadores permiten
generar una especie de realidad virtual para las
matematicas, un dominio de abstraccion en el que
los estudiantes puedan expresar la generalidad, y
un contexto acerca de las matematicas y de las
relaciones de las matematicas con cualquier otro
dominio que sea de interés para los alumnos (Mo-
reno, en prensa).

La escuela, no puede continuar de espaldas a esta
realidad, y debe emprender procesos que permitan la
implementacion de estrategias pedagogicas, unidas a
procesos de investigacion, que tomen como un eje
central la incorporacion de tecnologias informaticas
en las clases de matematicas y ciencias.

Por supuesto, como se plantea en el documento
del Ministerio de Educacion Nacional Titulado,
Nuevas Tecnologias y Curriculo de Matematicas:

no se trata de relegar su utilizacion a un lugar secun-
dario, casi invisible, en el proceso de ensefianzay apren-
dizaje, o incluso ver en estas una ilusion romantica en
la que se proponen estas tecnologias como la panacea
para la solucion de todos los problemas de aprendizaje
de los alumnos. ...

La implementacion de las nuevas tecnologias en la en-
sefianza de las matematicas y las ciencias debe ante
todo consultar las posibilidades que ofrecen estas he-
rramientas, de tal forma que no se relegarse el uso de
estas nuevas herramientas a un segundo plano, pues
de entrada se esta limitando su potencialidad, ni tam-
poco se sobrevaloren las dimensiones de los aportes
que pueden dar, pues se estarian dejando de lado otros
procesos de conceptualizacion igualmente importan-
tes. No se trata de una informdtica para la ensefianza,
sino de integrar la informatica a los procesos de ense-
fianza y aprendizaje de las matematicas. Lo fundamen-
tal esta en ver en que tipo de situaciones (proyectos,
problemas) el computador o la calculadora son una
herramienta importante para su solucion. ...

Asi, no tiene sentido la utilizacion de estas herra-
mientas tecnologicas cuando el conjunto de activi-
dades puede ser realizada tan eficientemente (o
quizas con mas eficiencia) por otros medios. Por
ejemplo tienen razén las personas que alegan en
contra de las calculadoras cuando estas son usa-
das para realizar calculos elementales de manera
automatica; pero pueden ganar mucho sentido cuan-
do estas son usadas para la solucion de un proble-
ma significativo, asi se utilice para realizar calculos
elementales. De esta manera el poder de las nue-
vas tecnologias no reside tan solo en utilizarlas en
las aulas de clase, sino en la busqueda de la inte-
gracion de estas al curriculum escolar. Asi pues, el

uso de las calculadoras graficas y de computado-
res en el aula de matematicas no debe ser un fin en
si mismo sino un medio para lograr un mejoramien-
to tanto en la ensefianza como en el aprendizaje de
las matematicas.

Aprendizaje de las matematicas
y sistemas de representacion

Una caracteristica fundamental del conocimien-
to en cualquier disciplina es que este es situado, es
decir, su sentido y significado dependen del con-
texto dentro del cual ha tenido su origen. Por ejem-
plo, Cuando el profesor dibuja un tridngulo rectan-
gulo €l ve en su dibujo un representante de una
clase conceptual (la clase de todos los triangulos
rectangulos), pero para el alumno este dibujo “es el
triangulo”, y por lo tanto, cuando se le dibuja otro
triangulo rectangulo en una posicion distinta puede
no identificar en dicho dibujo un triangulo rectan-
gulo. Esto es, el alumno no logra distinguir aquellas
caracteristicas que le son particulares de la cons-
truccion grafica que se le ha presentado inicialmen-
te, de las propiedades generales que caracterizan
un triangulo rectdngulo, y por lo tanto, al no dife-
renciarlas (las particulares de las generales) en la
nueva construccion, no puede identificar el nuevo
triangulo como triangulo rectangulo. Investigacio-
nes recientes, como la realizada por, Schwarz y
Hershkowitz (1999) muestran como el conocimien-
to de los alumnos permanece unido a estos contex-
tos iniciales, los cuales llaman contextos prototipicos,
y ademas, muestran la necesidad de reconocer
cuales son esos contextos prototipicos a propdsito
de un determinado concepto, para poder entrar a
disefiar situaciones que problematicen las hipotesis
que los alumnos se han formulado sobre la base de
€sos contextos.

Esto implica que para que un estudiante puede
utilizar un conocimiento aprendido en otros con-
textos, es necesario que el profesor proponga mul-
tiples situaciones problema, en variados contextos,
con la finalidad de lograr que el alumno pueda iden-
tificar los invariantes comunes a todas las situacio-
nes, los cuales son los elementos constitutivos del
conocimiento que se le desea ensefiar, y entonces,
pueda entrar a diferenciarlos de los elementos par-
ticulares de cada situacidon. La identificacion de
estos invariantes permite la construccion de esque-
mas generales de pensamiento. En este sentido,
generalizar es algo mas complejo que ir de particu-
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lar a lo general. La abstraccion implica la utiliza-
cion de los recursos estructurales del medio, para
producir versiones mas refinadas del conocimien-
to, es decir, mas generales en el sentido clasico.

Este proceso hacia una version mas abstracta del
conocimiento no solo implica coordinar situaciones
en diferentes contextos, sino también, a proposito
de una misma situacion articular distintos registros
de representacidon (o como Duval, 1993, los llama,
registros de representacion semiotica), a través del
tratamiento' y la traduccion?. Asi por ejemplo, una
misma situacion puede ser representada a traves de
un grafico cartesiano, una ecuacion, una funcion, una
tabla de valores, 0 un programa de computador, en-
tre otros, y una comprension completa de la situa-
cion implica la articulacion de estos distintos regis-
tros de representacion, en tanto que cada uno apor-
ta informacion distinta sobre la situacion y por ende
sobre el concepto que se quiere ensefiar. Es mas,
como el mismo Duval lo plantea, no hay compren-
sion de un concepto matematico si no se tiene la
posibilidad de conocer al menos dos sistemas de re-
presentacion distinta y se estd en la capacidad de
coordinarlos de manera casi inconsciente.

En este sentido, los procesos de ensefianza tradi-
cional son muy limitados al no ofrecer una expe-
riencia amplia en las posibilidades de tratamiento y
traduccion de los diversos sistemas de representa-
cion, entre otras razones por el cardcter estatico
de los medios utilizados (el tablero, proyector de
acetatos, carteleras, etc.), o de la muy baja
interactividad (videos, television, etc.). Asi, aunque
se presenten diferentes situaciones para un mismo
concepto, y diversas formas de representacion para
el tratamiento de las situaciones (aritméticas, alge-
braicas, graficas, etc), estas permanecen con un
alto grado separacion entre unas y otras.

La mediacion tecnolégica
en el proceso de aprendizaje

Los sistemas de representacion externos juegan
un papel fundamental en el desarrollo de procesos
de aprendizaje, en tanto que gracias a ellos pode-
mos no solo representar, objetivar, los conceptos
matematicos, sino que gracias a ellos podemos rea-
lizar el procesamiento de la informacién de la for-

" Por tratamiento de un registro se entiende un proceso de transformacién
en otra forma equivalente pero dentro del mismo sistema de representacion.

2 Por traduccion de un registro se entiende un proceso de transformacién
de unregistro en otro registro de un sisterma de representacion diferente.

ma como la realizamos. Los siguientes tres ejem-
plos dan prueba de ello: (1) los desarrollos en arit-
mética de los Romanos fueron muy escasos, y €so
se debid en gran medida, a que utilizaron un siste-
ma de numeracion con grandes limitaciones para
la representacion de los procesos algoritmicos; (i1)
el surgimiento del 4lgebra no solo brindd grandes
posibilidades de desarrollo al cuerpo tedrico mate-
matico construido hasta el momento, sino que tam-
bién instaur6 una nueva forma de comprender las
matematicas; y (ii1) los algoritmos de las cuatro
operaciones basicas son asi, por que el sistema de
numeracion decimal con que representamos los
nameros asi lo permite.

En sintesis, los sistemas de representacion ex-
ternos por medio de los cuales pensamos, construi-
mos, trasmitimos las matematicas (desde el nivel
basico hasta el de investigacion), hacen algo mas
que “representar”’, también moldean, dan forma,
dan sentido a la matematica misma. Dicho de otra
forma, una representacion externa de un concep-
to, es en s1 misma, parte del concepto. Esta reali-
dad también es aplicable a los ambientes
informaticos. La posibilidad de tener software que
realiza procesos que antes eran uso exclusivo de la
mente humana (como por ejemplo, las demostra-
ciones), ha hecho surgir una polémica a nivel mun-
dial: ;hasta donde los ambientes informaticos ter-
minardn transformando la naturaleza misma del
conocimiento matematico?

Desde el punto de vista curricular los enunciados
de los parrafos anteriores son de gran importancia,
ya que como se dijo anteriormente, el aprendizaje
de un concepto no se agota en la definicion, sino
que implica el conocimiento, el tratamiento, la
interrelacion entre diferentes sistemas de represen-
tacion, y todo esto, en relacion con diferentes si-
tuaciones problema. Los ambientes informaticos son
mediadores importantes para lograr esta compleji-
dad, fundamentalmente, por la posibilidad que ofre-
cen de maximizar procesos exploracion, sistemati-
zacion, validacion, y generalizacion, en el marco de
situaciones problemas.

En este contexto, las situaciones problema no son
entendidas como el campo de aplicaciones del con-
cepto, sino como el escenario a través del cual toma
sentido la construccion conceptual.

Una situacion problema la podemos entender como un
espacio para generar y movilizar procesos de pensa-
miento que permitan la construccion sistemdtica de
conceptos matemdticos. Asi, deben permitir la accion,



la exploracion, la sistematizacion, la confrontacion, el
debate, la evaluacion, auto-evaluacion, hetero-evalua-
cion. A través de las situaciones problemas se deben
generar condiciones para que los estudiantes desplie-
guen su actividad (cognitiva-matemdtica), y por ende,
se sumerjan en procesos constructivos del conocimien-
to (Munera, Obando, en prensa).

Ahora bien, ;pero en qué medida los ambientes
informaticos potencian los elementos anteriormen-
te descritos?. A continuacion se brindaran algunos
elementos que responden este interrogante.

Exploracion - Sistematizacion:
busqueda y reconocimiento
de invariantes estructurales

En un ambiente de geometria dinamica (como por
ejemplo el R y C3, o el Cabri Geometre), al realizar
una construccion geométrica, se tiene algo mas que
un dibujo: al arrastrar por la pantalla los elementos
primarios de la construccidn, se conservan las propie-
dades estructurales de la misma. Esto implica que en
realidad lo que se obtiene en la pantalla es algo mas
que un dibujo: es una familia completa de objetos.
Dicho de otro modo, la pantalla nos muestra un objeto
que es variable en un rango posible de valores, y a
través de la variacion del objeto se pueden identificar,
en medio del cambio, los elementos estructurales que
caracterizan toda la familia, y que por ende, son el eje
conceptual de lo que se quiere que los alumnos apren-
dan. Asi pues, el ambiente dinamico logra la cons-
truccidon de un contexto en el que un dibujo (un caso
particular) es entendido como el representante de una
clase general de objetos (del dibujo a objeto geométri-
co como tal). Esta es una de las grandes diferencias
con la geometria del lapiz y papel: lo que se plasma en
el papel no puede ser transformado (o por lo menos
no tan facilmente), y por lo tanto, no se pueden dife-
renciar los elementos particulares que corresponden
al dibujo, y de los elementos generales que corres-
ponde al objeto geométrico como tal.

Igual tipo de reflexion se puede proponer para
otros tipos de software, como por ejemplo, los soft-
ware de calculo simbolico (como el derive), o de
modelacion simulacion como el Math World?, o el
Modellus®. La condicién fundamental es que se pue-
de general un contexto dindmico de interaccion
entre los alumnos y la maquina a través del cual se
pueda generar un proceso de exploracidn y de sis-
tematizacion de lo explorado, que conduzca final-
mente el reconocimiento de las relaciones estruc-
turales conceptuales.

Esta exploracion sistematizacion se hace mas rica
en tanto se puedan coordinar diferentes sistemas
de representacion a través del cual analizar la si-
tuacion problema propuesta. Por ejemplo, por me-
dio del Modellus, y a través de la modelacion y
simulacion de situaciones problema de la fisica, se
puede realizar un estudio de la funcion lineal anali-
zando, integrando, transformando, interpretando,
traduciendo, diferentes sistemas de representacion.
Aqui el papel de la situacion problema es funda-
mental, tal como se dijo antes, no para aplicar con-
ceptos relativos a la funcién lineal, sino como con-
texto a través del cual se integran y se significan
las diferentes representaciones en juego.

Confrontacion, debate y
validacion: camino
a la autonomia intelectual

Como se dijo antes, la situacion problema debe
permitir al estudiante desplegar su actividad mate-
matica a través del desarrollo explicito de una dia-
léctica entre la exploracion y la sistematizacion. Esto
implica que la situacioén problema debe tener, como
parte de los elementos que la constituyen, disposi-
tivos que permitan a los alumnos de manera auto-
noma la formulacién de hipodtesis, su validacion, y
st es del caso, su reformulacion, para finalmente,
llegar a una conclusion. Esto es, las situaciones
problema deben permitir un camino que recree (en
el aula) la actividad cientifica del matematico, en el
ejercicio de la autonomia intelectual del estudiante.

Eltrabajo intelectual del alumno debe por momentos ser
comparable a esta actividad cientifica. Saber matemati-
cas no es solamente aprender definiciones y teoremas
para reconocer la ocasion de utilizarlas y aplicarlas;
sabemos bien que hacer matemdticas implica que uno se
ocupe de problemas, pero a veces se olvida que resolver
un problema no es mds que parte del trabajo, encontrar
buenas preguntas es tan importante como encontrarles
solucion. Una buena reproduccion por parte del alumno
de una actividad cientifica exigira que el actiie, formule,
observe, construya modelos, lenguajes, conceptos, teo-
rias, que los intercambie con otros, que reconozca las
que estan conformes con la cultura, que tome las que le
son utiles, etc.. (Brousseau, 1993, p 4y 5).

3 Software de libre distribucion que se obtiene a través de internet en la direccion:
http/mathsrv.ku-eichstaett.de/MGFHhomes/grothmann/java/zirkel index_en.html

“Software de libre distribucion que se obtiene a través de internet en la direccion hitp:/
www.simecalc.umassd.edu/NewWebsite/simecalcframe.htmi

5Software de libre distribucion que se obtiene a través de internet en la direccion hitp:/
phoenix.sce.fct.unl.pt/modellus
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Se presentan por tanto dos elementos importan-
tes en los dos parrafos anteriores: la formulacion
de hipotesis, su confrontacidon y debate a través de
la argumentacion, etc., como puntos fundamenta-
les para el desarrollo de la actividad matematica
del alumno, pero a la vez, la validacion como pro-
ceso de evaluacidon que da vida y dindmica al tra-
bajo autonomo e intelectual del alumno.

A este respecto la ensefianza tradicional ha mos-
trado grandes dificultades. Si bien es cierto que se
desarrollan estrategias de trabajo que pueden fa-
vorecer el debate, la confrontacion, la concerta-
cion, presenta debilidades en lo relativo a la valida-
cion, pues esta generalmente se realiza a través de
criterios de autoridad: quien valida lo realizado es
la palabra del maestro, o la palabra del texto. Por
el contrario, con la ayuda de ambientes informaticos
se pueden disefiar contextos en los cuales, ademas
de favorecer procesos de formulacidn, confronta-
cion, discusion, etc., de hipotesis, el proceso mismo
del trabajo pone ante los estudiantes herramientas
de validacion del trabajo realizado, y por tanto, al
ser internas al desarrollo mismo de la situacion, se
constituyen en puntos nodales para el avance con-
ceptual de los estudiantes.

La validacion, cuando es desarrollada desde esta
perspectiva, se constituye en verdadera evaluacion
del trabajo, y por tanto, cumple el papel de confron-
tar el saber del estudiante, y movilizarlo hacia nue-
vos puntos de equilibrio en ese saber. Cuando la
validacion es realizada a partir de elementos exter-
nos, no logra un verdadero nivel de confrontacion
del trabajo del estudiante, y por tanto, este no toma
conciencia del estado de conceptualizacion alcan-
zado (prueba de ello es que los estudiantes cuando
presentan un examen o trabajo, generalmente se
asumen como si fuera algo que se hace para el pro-
fesor y por el profesor, y la calificacién obtenida no
logra confrontar su saber, sino que se inculpa al pro-
fesor de ella, sobre si todo si la nota no es buena).

Conclusiones

Si bien es cierto que sobre las posibilidades de uti-
lizacidn de herramientas informaticas, tales como
calculadoras o computadores, como medios para la
ensefianza de las matematicas se han tejido una gran
cantidad de creencias y concepciones, también lo
es que hoy por hoy se hace necesaria una revision
juiciosay detallada de las posibilidades reales de estas
herramientas tecnologicas para el desarrollo de pro-

cesos de aprendizaje mas significativos y acordes
con las exigencias del mundo moderno.

Los desarrollos que se han logrado en los ulti-
mos afios, tanto a nivel de hardware como del
software hacen que la capacidad de integracion
aplicaciones sea muy grande, y por ende, aumen-
ten las posibilidades de almacenamiento y proce-
samiento de la informacion. Este hecho es funda-
mental para el desarrollo de estructuras
curriculares nuevas que permitan mejores niveles
de integracion de las disciplinas escolares, y que
ademads, permita mejores posibilidades de com-
prension de los conceptos matematicos.

Las facilidad para la simulacion y la modelacion
de fenomenos de diferente naturaleza, a través del
tratamiento de la informacion por medio de diversas
formas de representacion, configuran nuevas fuen-
tes de sentido y significado para los conceptos ma-
tematicos. Estos sentidos y significados no solo pro-
vienen de la posibilidad de relacionar las matemati-
cas con otras disciplinas cientificas o humanisticas,
sino, por la posibilidad de recrear de forma dinamica
e interactiva los conceptos matematicos mismos.

Todos estos elementos hacen que el papel de los
medios informaticos en la educacion no puede se-
guir pasando desapercibido, asi como tampoco pue-
de ser sobre valorado. Se trata pues de encontrar
el punto de equilibrio a través del cual potenciar al
maximo los procesos de aprendizaje de los alum-
nos, a partir de conjugar los medios tradicionales,
con los nuevos ambientes informatizados.
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