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Una leccion sobre el teorema de Thales, vista

desde el conocimiento especializado del profesor

A lesson on Thales’ theorem viewed from the specialized
teacher's knowledge
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Resumen: Este articulo, partiendo de la observacion de una leccion de un
profesor chileno de Educacion Secundaria en la que se introduce el teorema
de Thales, aborda la interpretacion de dicha leccion desde el conocimiento del
profesor, utilizando el modelo Mathematics Teacher's Specialised Knowledge
(MTSK). Se consideran aspectos del conocimiento especializado en relacion,
por un lado, con el teorema de Thales como objeto de aprendizaje y ensefan-
za, y, por otro, con la practica matematica de demostrar. Teniendo como refe-
rente las propuestas del curriculo chileno para la ensenanza de dicho
contenido, extraemos una imagen de elementos relacionados del conocimien-
to del profesor que nos permiten explicar qué se enfatiza en la leccion. Los
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resultados muestran que la finalidad de aplicacion que el profesor atribuye al
aprendizaje del teorema, junto con su visién de este como una consecuencia
de la semejanza y el énfasis en su tratamiento numérico, se muestran relacio-
nados con el conocimiento de registros, las conexiones que establece con otros
contenidos, el uso de recursos, el tipo de tareas que propone y el conocimien-
to de la practica matematica que evidencia.

Palabras clave: Teorema de Thales. Semejanza. Conocimiento del profesor.
Prdctica del profesor de matemadticas. Educacién Secundaria.

Abstrac: This paper presents the analysis of an observed lesson on Thales's
Theorem in a Chilean secondary school, using the Mathematics Teacher's Spe-
cialised Knowledge (MTSK) model. We consider various aspects of the teacher’s
specialised knowledge with respect to Thales's Theorem itself, as an element of
teaching and learning, and to demonstrations, as a mathematical practice, in
general. From this analysis, and guided by the Chilean syllabus requirement
for this topic, we construct a snapshot of the interrelated elements of knowledge
deployed by the teacher, which enables us to account for how he brings par-
ticular aspects into focus. The findings show that the utility which he attaches
to the theorem, that of being able to apply it, alongside his view of it as a result
of similarity and his emphasis on a numerical approach, is closely linked to his
knowledge of registers, the interconnections he makes with other content items,
his use of resources, the kind of tasks he sets up, and the knowledge of math-
ematical practices he makes evident.

Keywords: Thales’s Theorem. Similarity. Teacher knowledge. Mathematics teach-
ing practices. Secondary education.

INTRODUCCION

Del teorema de Thales se destaca su relacién con numerosos contenidos mate-
maticos: la proporcionalidad numérica y las fracciones, la homotecia, la semejan-
za, la trigonometria, las ecuaciones de la recta y el calculo infinitesimal.. Para
algunos autores su comprension supone un hito para pasar de la idea de fraccion
aritmética a la de ndmero racional (Filloy y Lema, 1996). Muchos destacan su
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potencial para relacionar lo numérico y lo geométrico (Michonneau y Pfaff, 1990),
al suponer el paso del registro figural al registro algebraico (igualdad entre razones
de segmentos) y de este al registro numérico (cuando reemplazamos los segmen-
tos por sus medidas de longitud) (Lemonidis, 1992). Su papel de nexo entre con-
tenidos y sus aplicaciones puede justificar que, pese a ser objeto de debate en
reformas curriculares a nivel internacional, su estudio se haya mantenido en el
curriculo de Secundaria de distintos paises (Escudero, 2005; Duperret, 1995).

Sobre el teorema de Thales se ha estudiado principalmente su aprendizaje
(e.g. Lemonidis, 1991, 1992), poniéndose de relieve que los alumnos lo compren-
den a un nivel de manipulacion numérica, sin percibir sus propiedades geomé-
tricas (Michonneau y Pfaff, 1990). El aprendizaje del teorema suele reducirse a
la aplicacion del calculo algebraico que emana de igualdades basadas en
proporcionalidades (Laguerre, 2005).

El teorema de Thales puede verse como una aplicacién de la semejanza de
figuras o un precursor de esta. Asi, en las Bases Curriculares para la asignatura
de Matematicas en Chile (MINEDUC®, 2016a) el estudio del teorema de Thales se
ubica en primer ano de educacion media (14-15 anos), precedido por el concepto
de homotecia, cuyo abordaje se realiza mediante proporciones y vectorialmente.
Al teorema de Thales le sigue el estudio de la semejanza de figuras planas con
aplicaciones a la vida diaria u otras asignaturas. Sin embargo, en las anteriores
Bases Curriculares (MINEDUC, 2009), la semejanza se planteaba como un tema
previo al teorema de Thales, ambos en segundo ano medio (15-16 anos), sin incluir
la homotecia como tema de estudio. El Programa de Estudio vigente de primero
medio (MINEDUC, 2016b) especifica que los estudiantes deben ser capaces de
reconocer razones proporcionales y la necesidad de paralelismo en las rectas que
intersecan, explicar el teorema de Thales mediante la homotecia y resolver proble-
mas de aplicacion del teorema. Por otro lado, en el tratamiento de la semejanza
no se menciona de forma explicita el teorema, pese a que se presentan situaciones
con las configuraciones de este. Se espera que los estudiantes puedan relacionar
la geometria con los numeros y el algebra armoniosamente mediante diferentes
actividades. En el eje de geometria en el que también se inserta, se introduce
gradualmente el concepto de demostracion desde el planteamiento de conjeturas
y las comprobaciones de propiedades.

La riqueza epistemologica del teorema vy las dificultades de su aprendizaje
requieren de la reflexion del profesor. Asi, en Gualdron (2011) se constatan

® Ministerio de Educacion chileno
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carencias en la comprension de la semejanza y del teorema de Thales de un
profesor de Secundaria, en relacién con conexiones con otros contenidos y en
configuraciones de Thales no tipicas.

El tratamiento del teorema de Thales supone, a su vez, una oportunidad de
abordar la demostracion en el aula de Secundaria. La multiplicidad de relaciones
con otros contenidos posibilita distintas aproximaciones para ello. Ademas, el
planteamiento de la demostracion permite que los estudiantes puedan compren-
der los conceptos que moviliza y desenvolver capacidades para desarrollar
demostraciones (Alfaro-Carvajal, Flores-Martinez y Valverde-Soto, 2019).

Este estudio pretende aportar en la comprension de cémo conciben los
profesores este contenido, considerado como objeto de ensenanza y aprendiza-
je. En concreto, su objetivo es describir el conocimiento que sustenta la practica
de aula de un profesor cuando ensena el teorema de Thales, identificando
relaciones entre elementos de dicho conocimiento.

MARCO TEORICO

La practica de aula ha sido analizada desde multiples perspectivas con foco
en el profesor (e.g. estudiando su capacidad de percibir y dar sentido a lo que
ocurre, Mason, 2002, o fijandose en procesos de cambio, Liljedahl, 2010). Entre
estas perspectivas se situa el interés por el conocimiento del profesor de mate-
maticas. Una muestra del creciente interés en el estudio del conocimiento del
profesor es que, de los cuatro focos en los que Ponte y Chapman (2006) orga-
nizan su revision de la investigacion presentada en el PME sobre el profesor,
dos de ellos se refieren a su conocimiento. Ademas, en la siguiente revision de
la produccion del PME, el capitulo dedicado a la investigacion sobre profesores
(Lin y Rowland, 2016) se centra en su conocimiento y desarrollo profesional.

CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO DEL PROFESOR DE MATEMATICAS

El conocimiento del profesor puede ser entendido como un recurso que, junto
con sus orientaciones y objetivos, permite explicar lo que hace y por qué
(Schoenfeld, 2010).

La investigacion sobre el conocimiento del profesor de matematicas se ha
centrado en refinar la conceptualizacion de las componentes diferenciadas por
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Shulman (1986) mas especificas de la materia: Subject Matter Knowledge y
Pedagogical Content Knowedge.

Entre los modelos que pretenden explicar el conocimiento del profesor de
matematicas, encontramos el Mathematics Teachers’ Specialised Knowledge
(MTSK). Este modelo, ademas de diferenciar subdominios en el conocimiento del
profesor relacionado directamente con la matematica como objeto de ensenan-
za y aprendizaje, aporta un sistema de categorias para cada subdominio (Carri-
llo et al, 2018). La posibilidad de refinar el analisis de la actuacion de un
profesor en el aula a partir de estas categorias y la consideracion de la especia-
lizacion del conocimiento del profesor de matematicas como algo global, mas
que propio de un subdominio, y desde una perspectiva intrinseca al profesor de
matematicas (Scheiner et al, 2019), nos lleva a mirar el conocimiento del profe-
sor desde el MTSK.

En el MTSK se diferencian tres dominios: el conocimiento matematico, el
conocimiento didactico del contenido y, las concepciones sobre la matematica
y su ensenanza y aprendizaje. Daremos aqui una breve descripcion de los mis-
mos (Carrillo et al, 2018, y Zakaryan et al, 2018). El conocimiento matematico
considera tres subdominios: ElI conocimiento de los temas (KoT) contempla el
conocimiento del contenido matematico que se esta ensenando en relacion con
las definiciones, las propiedades y su fundamentacion, los procedimientos, los
registros de representacion y las situaciones que dan sentido al contenido. El
conocimiento del profesor en relacién con conexiones entre contenidos mate-
maticos de distintos temas da sentido al subdominio conocimiento de la estruc-
tura de la matematica (KSM), diferenciandose entre conexiones de simplificacion,
de complejizacion, transversales (grandes ideas que relacionan contenidos diver-
sos, como la idea de igualdad, que esta presente en la expresiones numéricas
y algebraicas y se relaciona con la congruencia de figuras geométricas y la
semejanza) y auxiliares (contenidos de un tema que sirven como herramienta
para resolver situaciones propias de otro tema, por ejemplo, las ecuaciones en
el estudio de una funcion). Del tercer subdominio, conocimiento de la prdctica
matemdtica (KPM), nos ocuparemos después.

En el conocimiento didactico del contenido se consideran también tres sub-
dominios. EI conocimiento de la ensenanza de la matemdtica (KMT) recoge el
conocimiento del profesor de teorias sobre la ensefanza de contenidos mate-
maticos, de recursos, y de estrategias, técnicas, tareas y ejemplos. El conocimien-
to de las caracteristicas del aprendizaje de las matemdticas (KFLM) alude al
conocimiento de teorias, fortalezas y dificultades, formas de interaccion de los
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estudiantes con el contenido, y expectativas e intereses de los estudiantes hacia
este, todo ello en relacion con el aprendizaje de contenidos matematicos. Final-
mente, el conocimiento de los estdndares de aprendizaje de las matemdticas
(KMLS) se refiere al conocimiento sobre expectativas de aprendizaje, nivel de
desarrollo conceptual o procedimental esperado, y secuenciacion de temas.

Por ultimo, respecto del tercer subdominio del MTSK, las concepciones del
profesor en relacion con la matematica pueden ser entendidas en términos de
las visiones de la matematica platonista, instrumental, y de resolucién de pro-
blemas (Ernest, 1991; Carrillo y Contreras, 1994). Asimismo, las concepciones
sobre su ensenanza y aprendizaje recogen las ideas sobre como se ensena y
aprende matematicas, cudl es el sentido de la materia, el rol del alumno y del
profesor y, su evaluacion (Carrillo y Contreras, 1994).

Dado que la leccion que analizamos en este articulo aborda la demostracion
del teorema de Thales, en lo que sigue desarrollaremos las bases tedricas para
poder analizar el conocimiento del profesor sobre demostrary sobre dicho teorema.

CONOCIMIENTO EN RELACION CON LA PRACTICA MATEMATICA DE DEMOSTRAR

El conocimiento de la practica matematica (KPM) ha sido uno de los subdo-
minios mas complejos en su categorizacion, debido a las dificultades de cata-
logar las practicas matematicas. Los avances en esta tarea se han producido
mediante investigaciones que coinciden en que demostrar es una de estas
practicas y que el conocimiento sobre la demostracion debe ser considerado
como parte del conocimiento especializado del profesor (Alfaro-Carvajal et al,
2019; Delgado-Rebolledo y Zakaryan, 2019).

El término practica matematica es utilizado en referencia a las actividades
matematicas realizadas para la creacién y comunicacion de conocimiento mate-
matico. En este sentido, la demostracion es considerada una practica habitual y
socialmente aceptada entre la comunidad matematica (Alfaro-Carvajal et al,
2019), generadora de conocimiento y que le son atribuidos otros papeles o
funciones, como las de probar y explicar.

La demostracion tiene los roles de: verificacion respecto a la verdad de una
proposicion, explicacion del porqué es o no verdadera, sistematizacion como
estructuracion de resultados desde la axiomatica, descubrimiento de nuevos
conocimientos y comunicacion de estos conocimientos (De Villiers, 1993). Flo-
res-Medrano (2016) sehala que la demostracion tiene también un rol de
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convencimiento personal o a otros en su caracter comunicativo, como una
mezcla entre la verificacion y la explicacion, lo que permite relacionarla con el
conocimiento de la ensenanza de las matematicas cuando aparece en las aulas
de matematicas e integrar sus diferentes funciones en el conocimiento especia-
lizado del profesor (Delgado-Rebolledo y Zakaryan, 2019).

La ensenanza de la demostracion moviliza otros conocimientos matematicos,
por lo que su inclusion en la clase de matematicas requiere del profesor cono-
cimiento de diferentes subdominios del MTISK. Al ensefnar la demostracion, el
profesor también pone en juego sus conocimientos sobre representaciones, sobre
la ensenanza, sobre los ejemplos, contraejemplos y sobre la conexion de con-
ceptos matematicos (Lesseig, 2016; Delgado-Rebolledo y Espinoza-Vasquez,
2019). Como senalan Sosa, Flores-Medrano y Carrillo (2016), esta eleccion del
profesor sobre los ejemplos deja ver otros de sus conocimientos que se relacio-
nan con la ensefianza de la matematica (KMT). Se ha observado que el KPM
condiciona al KMT con respecto a la estrategia de ensefanza de una demos-
tracion y que, en las explicaciones del profesor, se evidencia su conocimiento
sobre las dificultades que presentan sus estudiantes (KFLM) al comprender
cierto tipo de demostraciones, sustentado por el KPM (Delgado-Rebolledo y
Zakaryan, 2019).

Por tanto, resulta interesante estudiar el conocimiento sobre la demostracion
como parte del conocimiento especializado del profesor de matematicas.

EL TEOREMA DE THALES COMO OBIJETO DE ENSENANZA Y APRENDIZAJE

En la literatura de investigacion podemos encontrar distintos trabajos sobre el
teorema de Thales y la semejanza en relacién con su analisis epistemologico,
con aproximaciones a su ensefanzay con su aprendizaje por parte de alumnos
generalmente de secundaria. Destacaremos los elementos tomados de algunas
de estas investigaciones que nos serviran para analizar el conocimiento espe-
cializado del profesor respecto del teorema de Thales.

Lemonidis (1992) cita aproximaciones a la ensefianza del teorema a lo
largo de la historia: una clasica, siguiendo la tradicion de la geometria euclidea,
donde se presentan razones de segmentos colineales para pasar al teorema,
y luego a la semejanza de triangulos y la homotecia; desde la geometria afin; y
desde la geometria vectorial. Analogamente, se presentan perspectivas de la
semejanza (Lemonidis, 1991): como relacion intrafigural (se destaca la relacién

104 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 33, NUM. 1, ABRIL DE 2021



Una leccion sobre el teorema de Thales, vista desde el conocimiento especializado del profesor

entre los elementos de una figura y los correspondientes de su semejante, sin
estar presente la idea de transformacion), como transformacion geométrica vis-
ta como herramienta o como objeto matematico. Por su parte, Brousseau (1995)
presenta tres aproximaciones usuales al teorema de Thales, apoyandose en una
encuesta. Las dos primeras aproximaciones se basan en la idea de que “rectas
paralelas determinan sobre dos rectas secantes segmentos correspondientes
proporcionales” (p. 12), mientras que la tercera se apoya en la homotecia.
Brousseau (1995) es critico con las aproximaciones que se reducen al trabajo
con configuraciones prototipicas.

Como hemos mencionado, el teorema de Thales puede introducir el estudio
de la semejanza de triangulos, considerandose como objeto generador de nue-
vos conceptos (semejanza de triangulos, criterios de semejanza, figuras homo-
téticas, etc), o bien ser una consecuencia de la semejanza, donde su funcién
principal es su aplicacion en situaciones de ampliacion y reduccion y medidas
indirectas (Escudero, 2005).

En relacion con las representaciones figurales ligadas al teorema, Lemonidis
(1992) diferencia representaciones homotéticas de tipo “pico” o tridngulos ani-
dados, y de tipo ‘mariposa’. La configuracion mas conocida por los alumnos,
concluye este estudio, es la de tipo “pico’, restringiendo su comprension de la
igualdad de la razon en triangulos homotéticos. No conocen ni diferencian tipos
de razones en representaciones homotéticas (de escala entre los dos triangulos
homotéticos; entre los elementos de los dos triangulos; de proyeccion; o entre
segmentos homologos sobre los lados oblicuos) y automatizan la transformacion
del registro figural al algebraico. Este estudio y el de Duperret (1995) muestran
la necesidad de trabajar en el teorema de Thales simultaneamente con registros
figural, simbolico y numérico; enriquecer el registro figural, incluyendo configu-
raciones de triangulos no homotéticos; y comprender las distintas interpretacio-
nes del teorema.

Respecto a la ensefianza, Escudero y Sanchez (2007) clasifican las tareas
escolares relativas a la semejanza: de calculo de un valor desconocido, de cal-
culo-comparacion (determinar si se da una proporcion entre cuatro numeros
dados), de calculo mixto (dados dos valores conocidos y dos desconocidos,
calcular la razén entre los desconocidos para que todos constituyan una pro-
porcion), de construccion o de demostracion.

En relacion con el conocimiento del profesor, Zakaryan et al. (2018) muestran
relaciones entre el conocimiento de una profesora de Secundaria sobre el apren-
dizaje de la semejanza de triangulos y su conocimiento sobre su ensefanza.
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Gualdron (2011), como se mencion6, muestra las posibles dificultades en la
comprension de estos contenidos por parte del profesor de Secundaria. Por su
parte, Escudero y Sanchez (2007) describen el conocimiento de dos profesores
de secundaria. Para uno de ellos el teorema de Thales precede a la semejanza,
sirviendo para visualizar la proporcionalidad numérica (y relacionar lo numeérico
y lo geométrico), incluye aspectos de homotecia y de semejanza, y presenta
variedad de configuraciones geométricas, conociendo las dificultades de los
alumnos. Por contra, el otro profesor enfatiza un tratamiento algoritmico e intro-
duce el teorema con una tarea de verificacion numérica para que los alumnos
confien en el resultado. Usa configuraciones de rectas secantes cortadas por
paralelas senalando solo el aspecto de proyeccion y sin considerar dificultades
de aprendizaje.

Si bien, como hemos mencionado, existen estudios previos sobre el conoci-
miento de profesores sobre el teorema de Thales, en este trabajo esperamos
aportar mayor detalle en la descripcion de dicho conocimiento, valiéndonos de
las categorias de los subdominios del MTSK y a partir de este mostrar una vision
integrada de dicho conocimiento, en la que se evidencien relaciones entre dis-
tintos elementos.

METODOLOGIA

Puesto que intentamos comprender el conocimiento especializado que evidencia
un profesor cuando aborda el teorema de Thales en el aula, esta investigacion
es de corte cualitativo y se realiza desde el paradigma interpretativo (Bassey,
1999). Se trata de un diseno de estudio de caso (Stake, 2007), donde el caso es
un profesor de matematicas de secundaria de un liceo publico chileno, partici-
pante en un taller formativo.

La investigacion se enmarca en el desarrollo de un proyecto sobre Formacion
Continua Docente en una universidad publica chilena, que contempla una etapa
de trabajo colaborativo entre tres investigadores y los profesores de matematica
que atienden diferentes niveles educativos en un liceo publico, quienes participa-
ron voluntariamente en el proyecto. Esta etapa se organizo en talleres cuyo obje-
tivo era proporcionar herramientas de analisis colaborativo al profesor de
matematicas, relativas a su practica en el aula, a través de la discusion sobre la
ejemplificacion en geometria. Se generd un espacio de reflexion vy
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acompanamiento a la practica docente, atendiendo el rediseno de actividades de
instruccion y aprendizaje que los profesores usualmente aplican en sus cursos.

El taller se desarrollé en seis sesiones de julio a diciembre de 2018. Durante
las cinco primeras sesiones, ademas de presentarse el taller y sus objetivos, se les
pide seleccionar por grupos una actividad introductoria para alguin tema de geo-
metria que hayan planificado realizar en el nivel que atienden, presentarla a los
otros grupos, y reformularla considerando alguno de los elementos tedricos que
se les aporto para la reflexion en la segunda sesion del taller (entre ellos, Espacios
de Trabajo Matematico, Kuzniak y Richard, 2014, y Conocimiento Especializado del
Profesor de Matematicas, Carrillo et al, 2018, que fueron mostrados de manera
general). El rol del taller, y de los investigadores en estas sesiones, era generar
un espacio colaborativo de reflexiones en torno a las practicas habituales de los
profesores y a sus posibles mejoras considerando alguno de estos elementos
teoricos. Entre las sesiones 4 y 5 del taller, un profesor de cada grupo implemen-
6 en el liceo la sesion reformulada. Esta sesién fue video grabada y se analizo
en las dos ultimas sesiones (conviene aclarar que hay un encuentro posterior,
que es la entrevista al profesor).

La leccion que presentamos corresponde a la implementada por un grupo,
una vez reformulada, que abordo el teorema de Thales y su demostracion en el
primer ano de educacion media (14-15 anos). Para este grupo, la actividad ori-
ginal consistia solamente en presentar la demostracion del teorema de Thales
a los estudiantes, mientras que la reformulacion propuso incorporar softwares
dindmicos y una mayor participacion de los estudiantes al establecer las rela-
ciones planteadas en el teorema. Por su parte, el profesor que implementé la
sesion es contador auditor de profesién, habiendo realizado cursos de regulari-
zacion en un centro de educacion superior para dar clases en el Sistema Edu-
cacional Chileno. Esta situacion no es habitual entre el profesorado de
matematicas chileno, pues, en general, los profesores de matematicas han egre-
sado de las carreras de pedagogia (en matematicas) impartidas por las univer-
sidades nacionales. EI profesor se mostr6 dispuesto a participar en esta
investigacion y comprometido con el taller. Asimismo, estuvo abierto a compar-
tir sus practicas habituales y a incluir nuevos elementos en su practica de aula.
Lo anterior motivo la seleccion de la sesion y del profesor para este reporte.

La principal fuente de datos fue la videograbacién de la clase reformulada
por el profesor. Esta clase fue observada de modo no participante y grabada por
uno de los investigadores. La grabacién fue transcrita y llevada a una planilla
electrénica para su tratamiento donde cada intervencion de los estudiantes o

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 33, NUM. 1, ABRIL DE 2021 107



Nuria Climent, Gonzalo Espinoza-Vasquez, José Carrillo, Carolina Henriguez-Rivas, Rodrigo Ponce

del profesor se enumer6 correlativamente. La sesion fue dividida en episodios
(descritos mas adelante) que ayudan a describir el contenido de la misma. Los
episodios estan determinados por los objetivos propuestos explicitamente por el
profesor 0 que se pueden inferir de su quehacer, con un principio y un fin iden-
tificables. Se realiz6 un andlisis de contenido (Bardin, 1996), definiendo como
unidades de analisis las intervenciones, orales o escritas, del profesor. En los
resultados se exponen los extractos incluyendo el nimero que identifica la
intervencion dentro de la transcripcion.

Los subdominios y categorias del modelo MTSK (Carrillo et al, 2018) sirvieron
de herramienta para el analisis y la identificacion de conocimiento especializado
en los datos recolectados. Para ello, usamos la distincion entre indicio y eviden-
cia de conocimiento (Flores-Medrano, 2015) para referirnos a la sospecha de un
conocimiento especializado del profesor —que debe ser confirmado por otros
indicios 0 evidencias— o a la presencia de informacién que asegure que el
profesor posee cierto conocimiento relativo a algun subdominio del MTSK, res-
pectivamente. Tres investigadores expertos y dos familiarizados con el modelo
analizaron de manera individual la transcripcion de la sesion para luego con-
trastar y llegar a acuerdos respecto de la identificacion del conocimiento espe-
cializado del profesor estudiado, buscando asf la triangulacion por
investigadores como lo sefala Flick (2007). En este reporte se incluyen los
resultados de ese consenso.

DESCRIPCION DE LA LECCION

La sesidén observada aborda el teorema de Thales y puede dividirse en 3 episo-
dios. En el primero, el objetivo es comprobar empiricamente el teorema, antes
de demostrarlo en el episodio 2 y, el 3 se dedica a la resolucion de ejercicios de
aplicacion del teorema.

Durante la sesion se proyecta sobre el pizarrén lo que el profesor trae pre-
parado. Los alumnos estan sentados y es el profesor quien escribe en la pizarra.
En general, las intervenciones parten del profesor, que explica y plantea cues-
tiones, y los alumnos resuelven individualmente, respondiendo desde sus pues-
tos. Las correcciones se hacen en alto, con el profesor preguntando vy
escribiendo en la pizarra lo que los alumnos indican, haciéndose una Unica
resolucion de cada ejercicio.
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Pasamos a describir brevemente los episodios, extendiéndonos en los dos
primeros por ser los mas ricos respecto a la intervencion del profesor y evidencias
de su conocimiento.

Episodio 1. Comienza la clase y se ve proyectada una imagen de GeoGebra
(figura 1).

Ea Vista Opeiones Herramiantas Ventana Ayuda

»
.A v \ . Al
‘

VISt Algabraica * ¥ Vista Gralica

N::u“ w 0.00¢- 2 WoXN MBIy = 03 1)
Bx(074 28
Cm (552, 50
D=l 264)
E=(22 004
F=(104)
Gu4,2)
H= (438 1)
1= (252 398
J=(208 190
K=(128, 10
L=(7.27,09
M= (045 20
N (50, 2.00)

Figura 1. Vista de la proyeccion de GeoGebra al principio de la sesion.

El profesor enuncia el objetivo de la clase: “Comprender y resolver ejercicios del
teorema de Thales’, anunciando que primero lo van a hacer de forma empirica
y después con una demostracion. Relaciona el teorema de Thales con la seme-
janzay, evocando lo que hacian en situaciones de semejanza de triangulos, les

pide que comprueben que 7%:’;:_"; (sefalando los segmentos sobre la proyec-

cién sin aludir a su expresion algebraica). Una vez ratificada la igualdad de los
valores de la division de las medidas de los segmentos, cuestiona qué ocurrira
si se desplaza una de las paralelas (mueve la paralela intermedia obteniendo
otra paralela, lo que lleva a distintos resultados en las razones anteriores, y que
atribuye a un error de GeoGebra). Les pide que calculen %y% , resaltando que
esto se parece mas a la semejanza de triangulos. Los estudiantes comprueban
que da lo mismo. Concluye que, si tienen una situacion como la anterior, donde
las tres rectas antes senaladas son paralelas, se tiene que ﬁ es igual ﬁ

(escribiendo esta expresion, donde ha nombrado como a, b, cy d a las medidas
de los segmentos I], JK, NM y ML, respectivamente). Reflexiona que antes no
daba lo mismo porque GeoGebra da la medida con dos decimales y “si las

diera con mas decimales, obtendrian una igualdad perfecta’. Pregunta entonces
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qué ocurrira si las tres rectas senaladas no son paralelas (trata de mover la
recta intermedia, sin conseguir una no paralela; dibuja entonces sobre la pro-
yeccion, eliminando la recta intermedia y cambiandola por una en otra direccion
dibujada a mano alzada). Los estudiantes comprueban que no se cumple
11=1]< = % concluyendo que las tres rectas han de ser paralelas.

Episodio 2. Pasa entonces a la demostracion, aunque dice que de forma empi-
rica ha quedado practicamente demostrado.

Parte de dos triangulos como los de la figura 2 (dibujados en la pizarra):

Figura 2. Configuracion y demostracion del teorema de Thales.

Comienza considerando que los triangulos ABC y ADE son semejantes, y
establece relaciones proporcionales en los triangulos, es decir, BA/DA=AC/AE,
luego 22222 = 2%, concluyendo que = == (para ello, evoca la suma de
fracciones/) Sustituyendo los segmentos anteriores por @, b, ¢y d, concluye que
2=< Sefala que lo que acaban de demostrar es un caso especial del teore-
ma de Thales. El teorema se refiere a una situacion como la de la figura 1,
prosigue, y es facil ver que prolongando las lineas que pasan por los puntos
Iy Ky Ny L respectivamente, se obtiene la figura 2. Enfatiza que - =—,
con lo que considera formalizado el teorema, subrayando que han ido ‘de lo
empirico a lo matematico”.

En el Episodio 3 el profesor propone seis ejercicios de aplicacion del teorema.

Enfatiza las posibles dificultades de los alumnos en la resolucién de las
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ecuaciones implicadas. El profesor propone cada problema, los alumnos lo
resuelven individualmente y el profesor lo corrige en el pizarron.

En el epigrafe siguiente presentaremos los resultados integrando evidencias
e indicios de los episodios, siendo el hilo conductor los elementos de conoci-
miento del profesor y no los episodios en si mismos.

RESULTADOS

Desde el enunciado del objetivo (‘comprender y resolver ejercicios del teorema
de Thales") se observa la finalidad que el profesor parece otorgar a la ensefan-
za del teorema en la sesion: aplicarlo en situaciones de calculo de un dato
desconocido. Se aprecia asi un énfasis procedimental que observaremos en toda
la sesion. Y se puede observar su conocimiento sobre lo que espera que sus
estudiantes aprendan del tema, adaptando los objetivos que se incluyen en las
Bases Curriculares. La incorporacion de las habilidades comprendery resolver en
el objetivo atiende a los indicadores de evaluacion que propone el curriculo
chileno sobre el desarrollo del teorema de Thales y la resolucion de problemas
geomeétricos, respectivamente. La comprension conceptual queda relegada al
entendimiento de las hipotesis del teorema de Thales como condicion necesaria
para aplicarlo, sin embargo, los ejercicios propuestos abordan, principalmente,
lo procedimental. El planteamiento de tal objetivo permite observar que el pro-
fesor conoce que el teorema de Thales es un tema que debe ensefnarse en el
nivel que atiende y expone su idea sobre qué se espera que aprendan los
alumnos al respecto. Todo lo anterior muestra conocimiento de los estandares
de aprendizaje de las matematicas (KMLS —nivel de desarrollo conceptual y
procedimental esperado).

El profesor relaciona el teorema con la semejanza de figuras planas, en
concreto de triangulos semejantes (KoT, definiciones, propiedades y sus funda-
mentos): ‘La verdad, el teorema de Thales se desprende basicamente de la
semejanza de tridngulos o de figuras planas’, episodio 1, 15).” El teorema es para
¢l una consecuencia de la semejanza, y su funcion, mas que generador de otros
contenidos, es la de aplicacion al calculo de medidas desconocidas. Esta

715 sita la intervencion del profesor en la transcripcion de la sesion (en este caso, linea 5 de la trans-
cripcion). En otros casos donde la intervencion es mas larga, se indican las lineas de inicio y fin de la
intervencion.
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fundamentacion del teorema le sirve para su demostracion (como aplicacion
de la semejanza de triangulos). Cabe sefalar que esta secuencia difiere del
curriculo chileno actual, donde el teorema de Thales aparece asociado a las
homotecias y a la proporcionalidad de segmentos, ubicandose la semejanza
inmediatamente después del teorema de Thales, y muestra su conocimiento
de una secuenciacion de los temas (semejanza antes que el teorema de Tha-
les) (KMLS - secuenciacion con temas anteriores y posteriores). De este modo,
el KMLS del profesor difiere de la propuesta del curriculo oficial y parece rela-
cionarse con su conocimiento matematico, en el que el teorema de Thales se
explica desde la semejanza (KoT), sin que se observen manifestaciones de rela-
ciones con la homotecia.

Ademas, la relacion que establece entre semejanza y teorema de Thales en
el aula es una relacion procedimental (evocar la semejanza sirve para que los
alumnos repitan el procedimiento de comparar razones):

Profesor (P): ..quiero que hagamos un calculo, ése acuerdan cémo lo hacian en semejan-
zas? [..] compardbamos dos razones, écierto?; y aqui vamos a hacer lo mismo,
pero cuando el trazo [..] de este segmento, partido por este segmento, y lo va-
mos a igualar. Ya chiquillos, calculadora, celular, vamos dividiendo esto por
esto. [episodio 1, 19-11]

La intervencion anterior se refiere al principio de la comprobacion empirica del

teorema, en el episodio 1, y les pide en primer lugar que dividan 1% =% en la
figura 1. La semejanza de triangulos es usada como analogia procedimental
(sirve para evocar el célculo de razones entre segmentos), mas que para justifi-

car la aplicabilidad del procedimiento o para fundamentarlo conceptualmente:

P: ¢Se acuerdan del teorema de angulo a angulo? Deciamos que L1 era paralelo a 12
lescribe en la pizarra L1 // L2 y alude a la igualdad del a&ngulo A en ADE y ABC, y de los
angulos D'y B —Figura 3]. Y deciamos, por ejemplo, si aca yo tenia 3, 4, 6 y x, {como
haciamos? [un alumno empieza a hacer referencias a los lados] con nimeros, con nu-
meros... [Los alumnos le van indicando y él escribe §= g]. ¢De donde saqué el 7? Resul-
ta que estoy comparando dos triangulos, en este triangulo estoy tomando este
(sefalando sobre el dibujo el segmento AD) y su lado homdlogo, écudl era? Todo (sefia-
lando el segmento AB). Entonces aqui vamos a hacer algo parecido [volviendo a la figu-
ra 1], vamos a comparar esto con esto. [episodio 1, 111-29].
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Figura 3. Representacién complementaria en el episodio 1.

El profesor muestra, por otro lado, conocer una caracterizacion de la semejanza
de figuras y de triangulos (algunos postulados como el teorema angulo-angulo,
KoT —definiciones, propiedades y sus fundamentos en relacion con la semejan-
za). Se refiere a la semejanza como una situacion de comparacion, mostrando
indicios de haber descomprimido el concepto (en el sentido de Ball, 2003, lo que
asociamos a los fundamentos del concepto -KoT) (‘Resulta que estoy comparan-
do dos triangulos, este triangulo es éste, y su lado homologo écudl era?’- episo-
dio 1, 123). Observamos indicios de que el profesor estd considerando la nocion
de proporcionalidad como idea transversal (conectando transversalmente la
semejanza y la proporcionalidad numérica y vinculando el trabajo geométrico
con el aritmético) y de que la fraccién es considerada una herramienta en el
trabajo en situaciones de proporcionalidad (estableciendo una conexion auxiliar
entre fraccion y semejanza), cuando hace explicito que una razon hace referen-
cia a una situacién de comparacién, que se expresa mediante una fraccion (“..
aca vamos a hacer algo parecido, vamos a comparar esto con esto, haga la
fraccién” —episodio 1, 125). Ambos elementos corresponden a conocimiento de
la estructura de la matematica (KSM).

En este primer episodio, el profesor va dando las indicaciones sobre las
razones que deben calcular y comparar, y él mismo enuncia la condicion de
paralelismo que deben cumplir las tres rectas correspondientes. Se refuerza asi
que el fin del episodio es la comprobacion numeérica del teorema, mas que los
alumnos conjeturen sobre posibles propiedades, lo que parece coherente con el
énfasis procedimental sefalado.

La comparacion de segmentos es vista como una comparacién numérica
llevandola a la representacion como cociente entre sus medidas, donde prima
el registro numérico (de hecho, la igualdad que escribe en la pizarra el
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profesor en relacion con la figura 1 es directamente %=% lo que les lleva
a 0,655=0,655; en ninglin momento escribe la expresion algebraica correspon-
diente a la razén entre segmentos). El profesor no repara en el cambio de
registro. Ademas, hace uso exclusivamente de la vista grafica de GeoGebra, en
la que se presentan los registros figural y numeérico, sin hacer referencia a la
vista algebraica, lo que parece coherente con su omision del registro algebraico.

El trabajo geométrico se traslada al ambiente numérico-aritmético, estable-
ciendo con ello una conexién de tipo auxiliar entre la proporcionalidad de

segmentos y la aritmética de los numeros racionales (KSM —conexion auxiliar):

P: Ahora, esa fraccion la puedo separar en dos fracciones dcierto? Recuerden que cuando
yo sumo fracciones de igual denominador [..] Se conserva el denominador y se suman

los numeradores [..] [Escribe: %+ % = %+ i:—gl. éQué valor tiene esta fraccion? [senalando
% y tachando ambos términos] [episodio 2, 182-84].

Vuelve de este modo a evocar un conocimiento anterior enfatizando una ana-
logia de procedimientos desde un punto de vista puramente instrumental.

En la mayor parte de la sesidn, se usa GeoGebra para proyectar una figura
que el profesor trae ya hecha, lo que muestra que sabe usar el recurso para
representaciones geométricas. Sin embargo, en dos ocasiones, el profesor usa el
recurso en su caracter dinamico: desplaza una de las rectas paralelas de la
figura 1, obteniendo otra recta paralela, e intenta desplazar esta recta de modo
que su direccion no sea la misma, sin conseguirlo. Parece que aprecia el poten-
cial del dinamismo en la configuracion del teorema de Thales y la agilidad en
el procesamiento de informacion numeérica que permite el recurso (todo ello
conocimiento del recurso, KMT). Sin embargo, parece estar poco familiarizado
con el recurso, en el sentido de haber reflexionado sobre la posibilidad de mover
un objeto eliminando una de las condiciones geométricas con las que ha sido
creado. Cabe también la duda de si ha reflexionado sobre las posibles limitacio-
nes del recurso a la hora de probar una igualdad entre medidas, por la aproxi-
macion de decimales que usa (“No da lo mismo. Qué raro, pero eso tiene que
ser un error, basicamente, del GeoGebra porque esta sacado como un paralelo”.
[episodio 1, 141]).

El profesor usa un lenguaje matematicamente preciso en general, haciendo
uso de los términos (‘lados homologos’, ‘razones’..) y notacion propios del tema.
En este sentido, muestra conocimiento del tema en relacion con registros de
representacion (Kol — registros de representacién). Destaca, ademas, la necesidad
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de precision en la notacion. Asi, cuando evoca una situacion de semejanza de
triangulos enfatiza la necesidad de considerar los triangulos como tripletas de
puntos ordenados: “Deciamos que el triangulo ABC era semejante al triangulo
ADE (en relacion con la figura 3), en ese orden, icierto?” (episodio 1, 115).

Al mismo tiempo, tenemos indicios de su KPM sobre como proceder en
matematicas cuando se busca conjeturar una propiedad mediante el examen
de algunos casos posibles (usa la configuracion del teorema de Thales para
establecer las proporciones, sin embargo, las medidas de los segmentos son
arbitrarias). Evidencia también conocimiento sobre el rol de las hipétesis en la
comprobacion de una propiedad (el paralelismo de las rectas en este caso) y
sobre como se demuestra en matematicas (asi muestra conocer el significado
de una condicién “siy solo si’, y la diferencia entre teorema y corolario). Asimis-
mo, evidencia conocer la diferencia entre una demostracién y una comprobacion
(en su primera intervencion en la sesion anuncia: ‘primero lo vamos a ver de
forma empirica y después lo vamos a ver a través de una demostracion” —epi-
sodio 1-y el sequndo episodio se explica por esta diferencia) y atribuir impor-
tancia a las demostraciones en matematicas. Sin embargo, en el aula no
demuestra el teorema general de Thales sino el particular, considerando el
segundo como un caso particular del primero y usandolo para justificar su
demostracion (KoT -definiciones, propiedades y sus fundamentos). EI propio
profesor llama la atencion sobre este hecho, que decide no abordar para no
dedicarle mas tiempo:

P Aunque éste basicamente no es el teorema de Thales, es un caso especial, porque el
teorema de Thales, basicamente, es éste [dibuja una representacion del tipo de la figura 1].
[episodio 2, 192].

Ademas, hace explicito su conocimiento de cierta evolucion en la practica mate-
matica, donde se pueden aceptar demostraciones hechas con computador para
cierto tipo de problemas y su conocimiento de demostraciones basadas en el
estudio de casos particulares (KPM):

P- Ahora vamos a la demostracion [..] a muchos no les gustan las demostraciones, pero a
mi me encanta saber de dénde vienen las cosas, y el por qué, éya? Porque de esta forma
empirica queda practicamente demostrado, [..] a nivel computacional ahora se pueden
ocupar muchas cosas. [episodio 2, 166].
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El extracto anterior también da cuenta, por una parte, del conocimiento del
profesor acerca de la relacion entre los estudiantes y las demostraciones mate-
maticas (“a muchos no les gustan las demostraciones’, KFLM —intereses y expec-
tativas). Este conocimiento pareciera influir en cémo ha organizado la clase,
partiendo de un trabajo sobre el cdlculo de razones para introducir la demos-
tracion. Por otro lado, se observa el rol de explicacion que el profesor asigna a
la demostracion, usada para comunicar y convencer a los estudiantes que lo
planteado por el teorema es cierto (KPM).

Por otra parte, hace explicito a los alumnos cuando estan usando uno u otro
resultado matematico (“Esto es distinto a lo que deciamos, este segmento parti-
do por este segmento no se parecia a la semejanza del tridngulo [..] pero lo que
vamos a hacer ahora, si" —episodio 1), mostrando su conocimiento de como
proceder en el trabajo matematico y la rigurosidad necesaria en la argumenta-
cion (KPM). En el fragmento citado, el profesor diferencia explicitamente las
razones entre segmentos homologos sobre los lados oblicuos (]';,’(:%, en rela-
cion con la figura 1) y las razones de escala entre los dos triangulos homotéticos
(% % en relacion con la figura 1), relacionando lo sequndo con la semejanza
(KoT). Asimismo, las distintas partes del teorema parecen servirle de organizador
en su propuesta de comprobacion empirica del teorema (episodio 1). Asi, pide
a los alumnos en el episodio 1 que comprueben tanto que se cumple la tesis
en las condiciones dadas, como que dichas condiciones son imprescindibles
para que esta se dé (las rectas correspondientes han de ser paralelas).

Parece que el profesor usa la comprobacién y los casos concretos como
facilitador del aprendizaje, mostrando de este modo indicios de KMT (estrategia
y ejemplos) en relacion a su KPM. Esto parece explicar el sentido para el profe-
sor del primer episodio: los alumnos comprenderan mejor la propiedad tras una
comprobacion numérica del mismo. Ademds, en ocasiones propone que sean
los propios alumnos los que elijan las medidas del ejemplo, mostrando asi
conocimiento de como aprenden los alumnos (KFLM, interaccion con el conte-
nido) (si los alumnos eligen los valores es mas evidente para ellos que pueden
ser cualesquiera). Ademas de ejemplos, el profesor propone a los alumnos
contraejemplos (es el caso de la comprobacion en el episodio 1 con rectas no
paralelas —151) mostrando su conocimiento de la necesidad de que en el con-
junto de ejemplos se muestren también contraejemplos o no ejemplos
(KMT —ejemplos).

En el episodio 3, el profesor enfatiza en todo momento que se use el teorema,
frente a posibles procedimientos alternativos que no se comparan. La finalidad
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en la comprension instrumental sigue evidenciandose en relacion al objetivo de
la clase y su KMLS. En los ejercicios presentados en este episodio se muestra
su conocimiento de la aplicacion del teorema de Thales a la medicion de dis-
tancias desconocidas (KoT —fenomenologia). Si consideramos el conjunto de las
tareas propuestas a los alumnos (KMT) podemos diferenciar una tarea inicial de
calculo-comparacion (la que sirve en el episodio 1 para introducir el teorema), una
de célculo mixto (el ejercicio 4 propuesto en el episodio 3, en el que se conocen
dos términos de una proporcion y se pide la justificacion de la relacion con los
otros dos términos, requiriéndose identificar que %= %‘) y el resto de tareas
de célculo de valor desconocido (restantes ejercicios abordados en el episodio
3). El mayor peso de las tareas de calculo de valor desconocido parece coheren-
te con la finalidad que atribuye al teorema. La aproximacion que se hace al
teorema de Thales (KMT) corresponde a una relacion intrafigural (se destacan
las relaciones entre elementos de una figura y los de su semejante, sin hacer
referencia a transformaciones), donde en los registros figurales se hace uso
de representaciones de dos rectas secantes cortadas por paralelas (sin que se
represente el punto de corte de las secantes) y de representaciones de tridngu-
los homotéticos de tipo “pico’, estableciéndose la relacion entre ambas represen-
taciones. En la interpretacion de estas representaciones se trata el aspecto de
homotecia, estando ausente el de proyeccion (KoT). El conocimiento de estas
configuraciones del teorema es parte del KoT (representaciones) y permite utili-
zarlas para el disefio de los ejercicios que plantea (KMT, tareas) de acuerdo a
lo que espera aprendan sus estudiantes (KMLS, nivel de desarrollo procedimental).

La figura 4 trata de representar graficamente el conocimiento que asociamos
al profesor en relacion con la sesion analizada.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

En la interpretacion de la sesion sobre el teorema de Thales identificamos tres
nucleos de conocimiento principales, en el sentido de Sherin 1996 (citado en
Sherin, Sherin y Madanes, 2000), quien alude a complejos de conocimiento del
contenido, como estructuras de conocimiento en los que se muestran fuerte-
mente conectados elementos del conocimiento de contenido y didactico del
contenido (a los que anadimos concepciones) que se desarrollan con la expe-
riencia del profesor. Estos vienen definidos respectivamente por: 1) la relacion
que el profesor establece entre el teorema de Thales y la semejanza (ntcleo
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verde), 2) el énfasis en el registro numérico (nucleo rosa), y 3) sus expectativas
de aprendizaje en relacién con el teorema (ntcleo azul) (ver figura 4).

En el primer ntcleo (verde) observamos que, para el profesor, el teorema de
Thales deriva de la semejanza, lo que a la vez se relaciona con el conocimiento
de la demostracion del teorema en las diferentes configuraciones (particular y
general) y explica los tipos de razones que activa en la ensenanza del teorema
(entre segmentos homologos sobre los lados oblicuos y de escala entre tridngu-
los homotéticos), la aproximacion intrafigural (relaciones en una figura, sin
considerar transformaciones de una figura en otra) y el uso de registros figura-
les de triangulos homotéticos tipo “pico” y de lineas cortadas por paralelas que
evocan a la configuracion del mismo tipo. Las restricciones en las representa-
ciones figurales del teoremay en las razones que se consideran podrian contri-
buir a las dificultades en la comprension del contenido por parte de los alumnos
evidenciadas en Lemonidis (1992) y Brousseau (1995), y coinciden con las
carencias detectadas por el profesor del estudio de Gualdron (2011), quien,
consciente de las dificultades de los estudiantes en la comprension de las
demostraciones, organiza su estrategia de ensenanza en torno a tareas que
buscan establecer conjeturas para luego presentar una aproximacion a la
demostracion del teorema.

Respecto de la demostracion del teorema, este conocimiento se ve influen-
ciado a su vez por su conocimiento sobre como se demuestra en matematicas
y por la conexion auxiliar que establece entre las fracciones y la demostracion
del teorema (de modo que puede evocar a las operaciones con fracciones para
operar con razones en registro algebraico). El profesor atribuye el rol de verifi-
cacion y explicacion a la demostracion (De Villiers, 1993), lo que influye sobre
su conocimiento de la ensenanza del teorema y de la misma demostracion
(Delgado-Rebolledo y Zakaryan, 2019). Coincidimos con Lesseig (2016) y Delga-
do-Rebolledo y Zakaryan (2019) en que la ensefianza de la demostracién movi-
liza conocimientos del profesor de diferentes subdominios del MTSK. En
concreto, podemos observar como su conocimiento de la practica matematica
en relacion con la demostracion y los roles que le atribuye a esta en el aula,
junto con su vision del teorema como una consecuencia de la semejanza, expli-
can el conocimiento que evidencia sobre sus representaciones, su interpretacion
del teorema y las conexiones que establece entre este y las fracciones. En este
sentido, destacamos el rol de la demostracion como una practica matematica
que es parte del conocimiento especializado del profesor, ubicada en el subdo-
minio menos explorado hasta ahora (KPM) del modelo MTSK. De este modo, esta
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investigacion aporta evidencias de conocimientos que contribuyen a profundizar
en el estudio del KPM y a la comprension del conocimiento especializado del
profesor de matematicas, relacionando los subdominios Kol, KSM, KMT y KMLS
(ntcleo verde en figura 4) en diferentes categorias. El conocimiento sobre la
demostracion constituye un punto de partida desde el cual es posible indagar
sobre la integraciéon de diferentes tipos de conocimientos que el profesor pone
en juego durante la ensenanza, particularmente, del teorema de Thales.

Finalmente, la conexion entre el teorema y la semejanza que realiza el pro-
fesor no permite distinguirlos como tematicas diferentes o ligados por la homo-
tecia como propone el curriculo chileno (MINEDUC, 2016a), usando la razén de
semejanza como analogia procedimental de acuerdo a la secuenciacion que é€l
propone para estos temas.

En el sequndo nucleo (nucleo rosa en la figura 4) observamos que si bien
las representaciones que usa en el profesor en la leccién se ubican en los
registros figural y numeérico, se enfatiza el tratamiento numérico. Aunque el
profesor usa también el registro algebraico durante la resolucion de las distintas
tareas, como paso intermedio entre el figural y el aritmético, este parece apro-
blematico para él. Lo que puede explicar el uso que hace del GeoGebra, centra-
do en la vista grafica en la que se presenta el registro numérico y en las razones
entre las medidas de las longitudes de los segmentos correspondientes. El pro-
fesor parece considerar la proporcionalidad como un contenido transversal que
le permite enlazar el registro geomeétrico con el numérico y la fraccién como una
herramienta en situaciones de proporcionalidad, observandose su conocimiento
sobre conexiones interconceptuales entre ecuaciones, operatoria con ndmeros
racionales, semejanza y teorema de Thales, usando como idea transversal la
proporcionalidad.

Por Ultimo, el tercer nucleo (en la figura 4) muestra que el profesor espera
que los alumnos logren aplicar el teorema para resolver diferentes situaciones.
Esto se observa a lo largo de toda la sesion, especialmente cuando traza el
objetivo de la clase. Las tareas que propone son mayoritariamente de calculo
de valor desconocido, salvo la inicial de calculo-comparacion, cuyo objetivo es
introducir el teorema, y una de calculo mixto. En su gestion de dichas tareas
también incide el conocimiento de una conexion auxiliar entre la resolucion de
ecuaciones de primer grado y la resolucion de tareas de aplicacién de Thales
de calculo de valor desconocido.

Asi como cada nucleo descrito involucra conocimientos de diferentes sub-
dominios y dejan ver el caracter especializado del conocimiento del profesor
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(Scheiner et al, 2019), otras particularidades del conocimiento del profesor que
se evidencian en esta sesion también nos resultan llamativas. Por un lado, los
aspectos que muestra conocer sobre como aprenden los alumnos y posibles
dificultades no se refieren directamente al propio teorema (a diferencia del
estudio de Zakaryan et al, 2018), sino a contenidos relacionados con el tipo de
tarea que propone (como dificultades en la resolucién de ecuaciones).

Por otro lado, el profesor muestra un tratamiento algoritmico del contenido.
La presentacion del teorema a partir de una tarea de calculo-comprobacién
numeérica, el tratamiento intrafigural con configuraciones de rectas secantes
cortadas por paralelas y la no evidencia de conocimiento sobre caracteristicas
del aprendizaje de este contenido especifico concuerdan con los resultados de
Escudero y Sanchez (2007) y evidencian la finalidad instrumental del aprendi-
zaje del teorema y su vision de la relacion entre semejanza y teorema de Thales
(donde pesa mucho su Kol) que puede reforzar esa finalidad instrumental. A
pesar del papel de la demostracion esperado en esta leccion, el KPM manifes-
tado por el profesor no resulta tan determinante en relacién con su accion en
el aula, como la finalidad que parece atribuir al teorema. Asi, el teorema no
llega a demostrarse realmente y la leccion se centra mas en su aplicacion que
en su demostracion.

Consideramos que, al intentar dar respuesta a nuestro objetivo, hemos podi-
do aportar una interpretacion plausible de la misma en términos del conoci-
miento del profesor, mostrando lo que evidencia conocer de manera
relacionada. Aqui aportamos el detalle en la descripcion de dicho conocimiento
que nos posibilita MTSK. Nuestro estudio anade a otros trabajos previos sobre
el conocimiento del profesor sobre el teorema de Thales, ademas del detalle
mencionado, la identificacion de relaciones entre distintos aspectos de dicho
conocimiento, mostrandolo de forma organizada.

Esta interpretacion desde su conocimiento contribuye a dar una explicacion
parcial de la sesion, que podra tener otras explicaciones, como por ejemplo las
interacciones en el aula. Hemos de tener presente, ademads, que puede tener
otros conocimientos especializados sobre el tema que, o no se han activado en
la sesion, o no hemos encontrado evidencias.

Pensamos que esta vision de la sesion desde el conocimiento del profesor
contribuye a mejorar nuestro conocimiento sobre como los profesores conocen
un contenido (en este caso el teorema de Thales), tan importante para el forma-
dor de profesores como el conocimiento sobre el aprendizaje matematico lo es
para el profesor de matematicas. En ese sentido, reivindicamos la necesidad de
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estudios sobre la comprension de profesores de distintos contenidos matemati-
cos. Los resultados de estudios como este pueden ser Utiles en procesos de
formacion de profesores. Asimismo, a partir de este podemos plantearnos posi-
bles cuestionamientos con profesores sobre la ensefanza de este contenido. Las
relaciones identificadas en el conocimiento del profesor de nuestro estudio,
pueden servir a su vez para pensar en posibles aspectos clave sobre los que
hay que incidir en la reflexion del profesor (por ejemplo, la relacion entre el
teorema de Thales y la semejanza o sus expectativas de aprendizaje en relacion
con el teorema). Por otra parte, el analisis del conocimiento de los profesores
participantes puede ser el punto de partida de un proceso formativo que parta
de sus posicionamientos, asi como una herramienta.

KSM (Conexién transversal) r—
Proporcionalidad registro numérico) JIR <7 (Seosebra)

CEAM Enfasis
Procedimental

7y KMLS (nivel de aprendizaje KMT (tareas de cilculo " »
H . L. > esperado) Saber aplicar el TT a Y o acion- valor A’ KSM (conexién auxiliar)
Fin del aprendizaje situaciones de clculo desconocido- calculo mixto) Ecuaciones
*, del TT: Resolver
Ml situaciones de un
valor desconocido KFLM (dificultades resolucién
) de ecuaciones)
KoT (TT deriva de KMLS(Secuenclaclén)
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Figura 4. Representacion del MTSK del profesor en relacion con la sesion sobre el teorema
de Thales (TT).
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