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Resumen

El estudio de los vectores es de fundamental importancia en la ensefianza de
las matematicas de nivel superior. Sin embargo, es poco estudiado en torno a
Matematica Educativa. En la presente investigacion se propone una actividad
didactica, para apoyar la ensefianza de los vectores en dos dimensiones, por
medio del programa GeoGebra.

Abstract

The studying of vectors is primordial in framework in the teaching of advance
level mathematics. There are little studies about this concept from the point of
view in Educated Mathematics. In the present research work was elaborated a
proposal of didactic activities, to support teaching vectors in two dimensions,
through the GeoGebra program.

Problema de investigacion

El estudio de los vectores es de fundamental importancia para los estudiantes
de nivel superior de carreras relacionadas con el area de Ingenieria, Fisica y
Matematicas. Las aplicaciones de los vectores son mudiltiples y la relacién del
concepto de vector con otros conceptos matematicos, como la derivada y la
integral, representan un universo de posibilidades, para desarrollar
herramientas que apoyen la generacién de conocimiento, dentro y fuera del
aula.

La presente investigacion, se enfocé en el concepto de vector en R?, desde una
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perspectiva del Calculo. Se observd que existe poca investigacion en
Matematica Educativa respecto al concepto de vector, tanto en dos o tres
dimensiones, como en IR, respecto a espacios vectoriales y algebra lineal, por
lo que es evidente que existen areas de oportunidad para futuras
investigaciones de estos conceptos, en el marco de Matematica Educativa.

No obstante, en el estudio de Flores, Gonzélez y Herrera (2007) se muestra que
la mayoria de los profesores de los cursos relacionados con el concepto de
vector, reconocen como dificil para los estudiantes pensar en cantidades fisicas
como cantidades vectoriales. Ademas de ello, los alumnos presentan
dificultades para distinguir a detalle las diferencias entre las cantidades
escalares y las cantidades vectoriales. Para Aguirre y Erickson (1984), las
dificultades principales que poseen los estudiantes al trabajar con la nocién de
vector, son el reconocimiento y el uso de las componentes de un vector, la
evaluacién de la magnitud y direccion, la suma de dos vectores graficamente y
la suma de dos vectores utilizando componentes.

Ademas de lo anterior, la presente investigacion reconoce el rol de la tecnologia
en el aprendizaje de las matematicas. Especificamente, en el &rea de
geometria, los paquetes computacionales dindmicos han permitido realizar
diversas construcciones matematicas, desde puntos, rectas, hasta vectores
(Rodriguez, 2017). Asi, dichos paquetes ofrecen a los alumnos la posibilidad de
visualizar y representar construcciones geométricas que pueden apoyar a un
mejor entendimiento de los conceptos matematicos (Sbitneva, Moreno y Serna,
2017).

Por otra parte, el analisis de libros de texto, es fundamental para determinar la
problematica de la ensefianza del concepto de vector, ya que ellos representan
la primera fuente de informacion, tanto de profesores como de estudiantes, y
como se explica mas adelante, existen omisiones en algunos libros, que
generan confusion respecto a este concepto.

Toda esta problemética lleva a la pregunta de investigacion que rige el presente
estudio: ;como se presenta el concepto de vector en algunos libros de texto y
cuales son las dificultades de los alumnos al estudiarlo en un entorno
tecnoldgico?

Con base en todo ello, y en la informacién presentada en el marco tedrico, se
presenta una nueva propuesta didactica, para atender esta problematica, en un
entorno de geometria dindmica, los resultados de esta nueva propuesta, se
presentaran en una investigacion futura.
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Marco tedrico

El presente trabajo de investigacién esta tedricamente sustentado sobre tres
bases que se presentan a continuacion:

1. La Teoria de Representaciones

Todo concepto matematico tiene una naturaleza abstracta, de modo que, para
su estudio, son requeridos mayores esfuerzos cognitivos y de razonamiento. La
Teoria de Representaciones de Duval, estudia esta caracteristica de los objetos
matematicos, a través del estudio de las representaciones semidticas. Se define
un registro de representaciéon semiética como un sistema de signos que
permite cumplir las funciones de comunicacién, tratamiento y objetivacion
(D’Amore, 2005). Estas representaciones pueden ser verbales, algebraicas,
gréficas, tabulares, esquematicas, entre otras. Dichas representaciones
semioticas, sirven como medio para exteriorizar, lo que de manera abstracta
esta en la mente.

De esta manera, de acuerdo con Duval (1999) no existe noética sin semidtica.
La semidtica es la representacion por medio de signos y la noética es la
adquisiciéon conceptual del objeto. Existen en la semittica tres actividades
cognitivas: representacion — tratamiento — conversion (D’Amore, 2005). La
representacion consiste en sustituir el objeto de estudio por un signo o sistema
de signos, el tratamiento son las operaciones que se llevan a cabo dentro de un
mismo registro de representacion semidtica, mientras que la conversion es la
transicion de un registro de representacion a otro. Para Duval, el conjunto de
estos tres elementos es lo que permite la construccion de conocimiento en
matematicas (D’Amore, 2005).

Ahora bien, de acuerdo con Hitt (1998) la visualizacion de estas
representaciones propiciaria un aprendizaje mas duradero. Ello requiere
reconocer a la tecnologia educativa como un aliado en el aprendizaje de las
matematicas en el aula (Hitt, 2013). Especificamente, la presente investigacion
comulga con las ideas de Shitneva, Moreno y Serna (2017) quienes presentan a
Geogebra como promotor de esta visualizacién de conceptos matematicos.

2. Anélisis Epistemoldgico del concepto de vector

El concepto de vector como objeto matematico tiene dos ramificaciones o
vertientes que propiciaron su origen, por un lado, como objeto matematico
abstracto y, por otro lado, como objeto que busca explicar fenémenos fisicos.
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En su famoso libro, Consideraciones y Demostraciones Matematicas Sobre
Dos Nuevas Ciencias, Galileo (1564-1642) utiliza repetidamente unos
diagramas de velocidades, similares a la representacion triangular usada por
el matematico, italiano, Nicolas Oresme; ademas, de esta misma época datan
los trabajos del matematico holandés Simén Stevin, quien formul6
explicitamente el principio del paralelogramo de fuerzas (Zea, 2012, p. 17).

Posteriormente, Isaac Newton trabajé con la suma de dos fuerzas individuales,
por medio del paralelogramo de fuerzas. A su vez, Gottfried Wilhelm Leibniz
sinti6 la necesidad de un algebra mas general, que fuera capaz de estudiar
situaciones, angulos, rotacion y movimientos, sin embargo, no tuvo éxito en el
desarrollo de una teoria respecto a estas situaciones (Zea, 2012).

De esta forma, el origen del concepto de vector, esta relacionado, primero con
la suma de vectores por medio del paralelogramo de fuerzas o velocidades,
posteriormente surgid con la representacion de los numeros complejos. Es
importante mencionar la aportacion del francés Saint-Venant (1797-1886), que
presenta Zea (2012), definiendo lo que hoy es un vector con tres caracteristicas,
magnitud, direccion y sentido, antecedente de fundamental importancia
respecto a este concepto. De esta forma, es evidente que, para llegar al
concepto actual de vector, pasaron muchos afios de desarrollo cientifico, asi
como multiples personalidades con sus distintas aportaciones.

3. Andlisis de algunos libros de texto utilizados para la ensefianza del concepto
de vector

Para el presente andlisis, se eligieron seis libros de calculo: Calculo de Boyce y
DiPrima (1999), Célculo con Geometria Analitica de Edwards y Penney (2006),
Célculo de Larson (2006), Célculo con Geometria Analitica de Swokowski
(1989), Calculo. Conceptos y contextos de Stewart (2006) y EI Célculo de
Leithold (1998). Esta eleccion fue hecha debido a que son los libros mas
utilizados por profesores en las asignaturas donde se ensefia el concepto de
vector. Para llevar a cabo la seleccion de un tipo de analisis, se tomd como
base la revision de libros de texto que aparece en Castafieda (2004), y se
determinaron seis criterios: los antecedentes del tema de vector, los
argumentos fisicos, argumentos geométricos, argumentos analiticos-
algebraicos, los ejemplos que expone y los problemas propuestos por los
autores.

Los resultados de este analisis mostraron que, en la totalidad de los libros
estudiados, se comienza mencionando ejemplos de vectores, asi como
ejemplos de escalares, como temperatura, presion, entre otros. Los libros
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definen un vector como una cantidad que tiene magnitud y direccion. En todos
los libros analizados, queda bien aclarado lo que es la magnitud de un vector, y
la forma de encontrarla, la direccion del vector para todos esta relacionada con
un angulo; sin embargo, solamente el libro de Leithold (1998), explica una forma
para encontrar la direccion de los vectores en dos dimensiones.

Es de suma importancia mencionar que, en los libros de Calculo con Geometria
Analitica de Edwards y Penney (2006), Calculo de Larson (2006) y Calculo con
Geometria Analitica de Swokowski (1989) se utiliza la caracteristica de
direccion como un sinénimo de la caracteristica de sentido de un vector, ya que
solicitan encontrar un vector en direccion opuesta a un vector dado, cuando lo
correcto seria solicitar el vector con sentido opuesto, esto sin duda, genera
confusion. Swokowski (1989) incluso define el vector , como el vector con la
misma longitud que , pero direccion opuesta, cuando un escalar ¢ es negativo
(Figura 1).

Al principio de esta seccion se usé el simbolo rAB_Ee_lra
denotar un vector que tiene la misma direccion que AB si
¢ > 0,0 laopuestasic < 0. A continuacion se define el and-
logo de este concepto para vectores en V5.

Dos vectores a y b diferentes de cero en ¥, tienen

DEFINICION (14.7) (i) la misma direccién si b = ca para algun escalar
c >0

(ii) la direccién opuesta si b = ca para algilin escalar
c < 0.

Figura 1. Imagen que muestra la confusion entre direccion y sentido de un vector en
Swokowski (1989).

Metodologia

El paradigma fenomenoldgico al realizar investigacion

Segun SegUn Valenzuela y Flores (2014) un investigador sigue un paradigma
fenomenolégico cuando emplea metodologias cualitativas, para tratar de
comprender los significados que las personas asignan a situaciones
particulares. A su vez, la investigacion cualitativa es flexible, comienza sus
estudios con interrogantes formuladas vagamente. Los investigadores
cualitativos se identifican con las personas que estudian, con el fin de
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comprender como ven las cosas. Los métodos sirven al investigador, nunca el
investigador es esclavo de un procedimiento o técnica.

A su vez, los fenomenologistas sostienen que hay multiples formas de
interpretar las experiencias, y que el significado de nuestras experiencias es lo
que constituye la realidad (Valenzuela et al, 2014).

La presente investigacion esta basada en un paradigma fenomenoldgico, ya
que se empled una metodologia cualitativa, enfocada, por una parte, en analizar
como aparece el concepto de vector en los libros, asi como la realizacion de la
actividad piloto, donde la prioridad fue determinar la problematica de los
estudiantes con los vectores, sin llevarla a cabo en un entorno frio y artificial,
sino tal como se haria cualquier actividad en un centro de cdmputo.

La actividad piloto, de la que se exponen los resultados, se aplico de forma
individual, a un conjunto de 10 alumnos de Ingenieria Fisica en una universidad
publica al norte de México. En el momento del estudio, los alumnos se
encontraban cursando la materia de Fisica, que se imparte en los primeros
semestres de la carrera. Cabe destacar, que este pilotaje se realizd en la
primera fase de la investigacion, de ahi que su objetivo fuera conocer de viva
voz la problemética y darle fundamento, utilizando herramientas tecnolégicas,
para posteriormente, realizar una propuesta didactica, sustentada en las bases
de la investigacion antes mencionadas.

Los resultados de la actividad piloto, ademas del sustento tedrico, permitieron el
disefio de un nuevo conjunto de actividades, a las que se les llamé Actividad 1y
Actividad 2, con sus respectivas guias para el profesor (Disponibles para uso
libre en: https:/www.dropbox.com/sh/tzqij84xueylik/AADCGRbunaiwdse7NkLtV Tea?
di=0).

Como ya se menciond, se decidio sustentar la investigacion en la Teoria de
Representaciones de Duval, y en los trabajos de Fernando Hitt, referentes al
uso de tecnologia de cdmputo, como apoyo visual para una mejor ensefianza
de las mateméticas. A su vez se realizd un andlisis epistemoldgico del concepto
de vector en dos dimensiones, por esta razén, se dio prioridad en las
actividades al estudio del paralelogramo al sumar vectores. Por otro lado, se
encontré que hay carencias en los libros de texto analizados, por lo que en la
actividad 2, se dio importancia a la direccion de los vectores, como una
caracteristica distinta del sentido.
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Resultados

Los resultados de la actividad piloto, se resumen a continuacion: el principal
error cometido por los estudiantes fue el no saber identificar la relacién entre los
vectores A4, B, Yy la suma de 4+B, ya que sblo el 12.5% de ellos pudieron
relacionar los vectores que se suman con la diagonal del paralelogramo
formado por A y B, a su vez, sdlo el 25% de los estudiantes pudieron identificar
la relacion entre los vectores A y B y laresta de 4-B. Por otro lado, el 37.5%
de los alumnos logré visualizar que, tanto al sumar, como al restar vectores, se
forma un paralelogramo, respectivamente, dejando ver que no les queda claro
el inverso aditivo de un vector; mientras que el 50% de los estudiantes
presentaron dificultad para visualizar que al modificar los vectores 4 y B en
GeoGebra, se conserva el paralelogramo, tanto al realizar la suma, como la
resta de los mismos.

En respuesta a las preguntas, se detectd un conjunto de dificultades por parte
de los estudiantes, las que se clasifican en las siguientes categorias:
desconocimiento de las caracteristicas basicas de un vector; dificultades para
interpretar gréficas; visualizar los vectores como escalares y dificultades para
identificar la relacion entre un paralelogramo y sus diagonales. En la Tabla 1 se
muestran estas categorias y su incidencia, notese que cada alumno presento
mas de una dificultad.

Tabla 1. Porcentaje de incidencia de las dificultades de los estudiantes por categoria.

Categoria Incidencia (%)
Desconocimiento de las caracteristicas basicas de un 90
vector.

Dificultades para identificar la relacién entre un 80

paralelogramo y sus diagonales.

Dificultades para interpretar gréficas. 70

Visualizar los vectores como escalares. 20

La nueva propuesta de actividad didactica, se divide en dos hojas de trabajo:
Actividad 1y Actividad 2, que se explican de forma general a continuacion:
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Propuesta: Actividad 1

Objetivo: que el alumno comprenda el concepto de vector en dos dimensiones,
sus caracteristicas, y se familiarice con GeoGebra. Con la primera actividad se
pretende:

1. Comenzar a manejar GeoGebra: vista algebraica, vista grafica, con los ejes
coordenados y la cuadricula.

2. Graficar dos puntos en el plano, formar un vector a partir de dichos puntos.
3. Graficar dos puntos y un vector a partir de ellos, respectivamente.

4. Visualizar que los vectores con la misma forma y tamafio, de manera
gréafica, aunque estén en distintos lugares, son equivalentes.

5. Graficar vectores equivalentes al vector del paso 2, por medio del comando
equipolente de GeoGebra.

6. Apreciar, tanto en la vista grafica, como en la algebraica, que los vectores
son equivalentes.

7. Buscar la direccion de los vectores, primero usando papel y lapiz, luego
encontrar la direccién del vector de forma grafica.

8. Encontrar la direccion del vector de manera algebraica, utilizando la funcién
arctan(x). Propiciar la transicion de un registro de representacion grafico
al algebraico, y viceversa.

Propuesta: Actividad 2

Objetivo: que el alumno realice la transicién de un registro de representacion a
otro, del gréfico al algebraico, asi como del grafico al verbal, y de igual forma del
algebraico al verbal y viceversa. Ademas, que el alumno sume y reste
algebraicamente dos vectores en R2; con la finalidad de descubrir que al sumar
dos vectores en R2, el resultado es el vector dado por la diagonal del
paralelogramo formado por dichos vectores, y al restar dichos vectores el
resultado es el vector dado por la otra diagonal del paralelogramo. Esta
actividad se puede consultar en la liga presentada anteriormente.

Conclusiones

La presente investigacién concluye que, el aprendizaje del concepto de vector
presenta muchas dificultades para los estudiantes, entre ellas las reportadas por
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la literatura, asi como las identificadas en los resultados de la aplicacién de la
actividad piloto.

El principal aporte de la investigacion consiste en la propuesta de dos
actividades que se realizan por medio de Geogebra cuyo objetivo principal es
promover, a través de la tecnologia, el transito entre diferentes registros de
representacién en el estudio de los vectores. Estas propuestas estan
sustentadas en la Teoria de Representaciones de Duval, asi como un estudio
epistemoldgico cuidadoso y el analisis detallado de libros referentes al concepto
de vector. Se espera en una futura investigacion reportar los resultados de la
implementacion estas propuestas finales, con el objetivo de conocer su impacto
en la ensefianza del concepto de vector.
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