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O METODO DA EXAUSTAO E O
CALCULO DE AREAS: PROPOSTA E UMA
TAREFA COM AUXILIO DO GEOGEBRA

RESUMO

Este texto apresenta uma proposta de tarefa que tem como
objetivo o estudo do célculo integral, com foco na introducao ao
conceito de integral definida, por meio da exploracdo, com auxilio
do Geogebra, do método de exaustdao. Uma possibilidade que
surge em meio a tecnologia, e de melhor compreensao do
método, é seu estudo com o auxilio de softwares. Inspirados nas
ideias de Freudenthal, defende-se a premissa de que o ensino do
Calculo Diferencial e Integral (CDI) deveria ser precedido pela
exploracdo qualitativa, intuitiva e informal de ideias como taxa de
variacdo e areas sob curvas, por meio de abordagens gréaficas e
numeéricas, que seriam gradativamente refinadas.

Introducao

Nos primérdios, muitas civilizagdes tinham o conhecimento
de como calcular a area de regides delimitadas por segmentos de
reta, porém ndo possuiam a habilidade em lidar com regides
planas delimitadas por contornos curvilineos. Segundo Apostol
(2009), para conseguirem lidar com os problemas do célculo de
areas, os gregos elaboraram um método que ficou conhecido
como Método de Exaustdo. Essa técnica determina a area de uma
regiao, inscrevendo nela outra regido poligonal com inumeros
lados, resultando em uma melhor aproximacdo e de calculo facil.
Segundo o autor, Arquimedes (287-212 a. C.) utilizou esse método
para estabelecer, com precisdo, areas do circulo e de outras figuras
planas. Esse método pode ser considerado um dos precursores do
gue hoje conhecemos como Calculo Integral, tema com uma

ampla variedade de aplicacdes em varios ramos da ciéncia.

Neste artigo, apresentamos uma proposta de tarefa* que
toma o método da exaustdo como contexto para a definicdo do
conceito de integral definida de uma funcdo poténcia. Inspirados
nas ideias de Freudenthal (1973, 1991), defendemos a premissa de

gue o ensino dessa disciplina deveria ser precedido pela exploracao
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qualitativa, intuitiva e informal de ideias como taxa de variacdo e areas sob curvas, por meio de abordagens

graficas e numéricas, que seriam gradativamente refinadas.

Gafanhoto e Canavarro (2014, p. 115) lembram que a selecdo de tarefas adequadas para as aulas de
matematica “é um aspeto decisivo da pratica do professor”. As autoras lembram que atrelar a uma tarefa o
uso de um software "desafia ndo s6 a abordagem matematica aos conhecimentos, mas também a
dinamica com que podem ser abordados, permitindo aos alunos uma grande autonomia na

aprendizagem”.

Nessa mesma direcao, Borba, Silva e Gadanidis (2014, p. 52) realizam a proposicdo de uma tarefa
com base na nocdo de “experimentacdo com tecnologias”, o que possibilita que a elaboracdo do
conhecimento matematico assuma uma dimensao heuristica de descoberta. Os autores apontam ainda que
a "descoberta de padrées ou singularidades entre representacbes de objetos matematicos (ou

componentes dessas representacdes) propulsiona a producao de sentidos matematicos”.

Acerca do ensino de Calculo Diferencial e Integral, Silva (2012, p. 13) sustenta a tese de que esse
assunto possa ser incluido novamente nos programas do ensino médio. Segundo ele, “alguns temas
abordados no Ensino Médio somente por intermédio de casos particulares, fazendo com que as
generalizacdes se tornem inacessiveis aos estudantes”. Cabe aqui o problema do calculo de areas, restrito a
regides planas delimitadas por segmentos de reta, ou o circulo (ou partes dele). Machado (2011, p.155
apud SILVA, 2012, p. 5) defende que, por meio do recurso a lingua materna, “é possivel compreender-se
perfeitamente o significado tanto da derivada como da integral mesmo sem a disponibilidade de multiplas

técnicas operatorias ou sem contar com um arsenal de definicbes precisas”.

Entendemos, portanto, que por meio da organizacdo de tarefas, como a que aqui sera apresentada, é
possivel explorar ideias como o calculo de areas sob curvas ainda no ensino médio, ou mesmo no inicio da
disciplina de CDI (sem que uma definicdo precisa de limite tenha sido apresentada, ou mesmo o conceito
de derivada), possibilitando que os estudantes os compreendam e interpretem, oferecendo a oportunidade

de reinventarem conceitos, ao invés de apenas reproduzir algoritmos.

Trata-se de um recorte de um projeto de pesquisa que procura investigar os processos envolvidos
na caracterizacdao, na implementacao e na avaliacdo de um ambiente educacional para o CDI em condicoes
reais de ensino. O modelo de ensino subjacente a esses ambientes de aprendizagem orientados para a
resolucdo de problemas (traducdo que estamos adotando para shift problem lessons (PALHA, 2013; PALHA,
DEKKER; GRAVEMEIJER, 2015)) consiste em sequéncias de tarefas matematicas, adaptadas de livros
didaticos, a serem resolvidas por estudantes em grupos heterogéneos, de forma colaborativa. Ao invés de
“apresentar” ao estudante um novo conteldo, sao propostas aos estudantes sequéncias de tarefas com
elementos que estimulem sua reflexdo e a elaboracdo de um raciocinio conceitual; o professor, ao invés de

fornecer explicacbes, torna-se um mediador das apresentacoes e explicacdes dos alunos na resolucao.

O que apresentamos aqui € um exemplo de tarefa, integrante de sequéncia de tarefas, inspirada nas
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ideias da Educacdo Matematica Realistica  (RME)>, que comeca a partir de uma situacdo particular,
remetendo ao uso de estratégias e representacdes informais e, progressivamente, leva a formalizacao e
generalizacdo de um conceito (no caso, a integral definida). Trata-se do “desenho final” de um processo de
pesquisa na qual essas tarefas foram testadas em sala de aula e redesenhadas com base em analises de

experiéncias reais de aprendizagem®.

Compreensao histérica

A seguir, faremos uma analise do método de exaustdo do modo como realizado por Arquimedes
(utilizando uma simbologia atual), relatado por Apostol (2009). A Figura 1, denominada segmento
parabdlico pode ser descrita da seguinte maneira: a regido do plano delimitada pelo o gréafico da funcao y =

X2, pelo eixo das abscissas e pelas retas verticais x=0e x = b.

Figura 1 - Segmento parabdlico
Fonte: elaborado pelos autores.

Como podemos observar na figura 1, a drea do segmento parabdlico é menor que a metade da
area do retangulo de dimensées b e b° . Mais especificamente, Arquimedes fez a descoberta surpreendente
3

. . 1 . A .
de que a drea do segmento é exatamente — da area desse retangulo, ou seja, A= el
3 3

O método que nos leva a essa conclusdo consiste em dividir a regido cuja area se quer determinar em
retangulos. Isso pode ser feito de duas maneiras, uma por falta e outra por excesso, representados, para o
caso da funcdo y = x°, pelas Figuras 2 e 3, respectivamente. Nesse caso, temos que a area do segmento
parabdlico é maior que a soma das dareas dos retangulos inferiores e menor que a soma das areas dos

retangulos superiores.

-

°

Figura 2 — Aproximacao por Falta. Figura 3 — Aproximagao por excesso
Fonte: autores. Fonte: autores.

SEssa abordagem tem origem na Holanda no final da década de 1960 e é inspirado pelas ideias do matematico Hans Freudenthal. Opondo-se ao formalismo da Matematica Moderna, Freudenthal entende matematica como
uma atividade natural e social cuja evolugdo acompanha a do individuo e a das necessidades de um mundo em expansdo, uma atividade de organizacdo (ou matematizagao). Para maiores detalhes ver Trevisan
e Buriasco (2015).

6Para maiores detalhes, consultar Goes e Trevisan (2015) e Trevisan, Borssoi e Elias (2015).
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Tarefa proposta

Apoiados nas ideias de Gafanhoto e Canavarro (2014, p. 116), organizamos uma tarefa que intenta
“criar oportunidades de os alunos contatarem com diversas formas de representacdo das ideias
matematicas, de passarem informacdo de uma forma de representacdo para outra e de estabelecerem
relacdes entre diferentes ideias matematicas”. Segundo essas autoras, em uma tarefa na qual se apresenta
uma situacao-problema, ha um incentivo ao uso de multiplas representacdes (verbal, numérica, grafica e
algébrica), por meio da apresentacao de questdes que os guiem em sua investigacao. Entendemos também
gue o uso da tecnologia (no caso aqui, o Geogebra) pode potencializar o carater de “experimentacao” da
tarefa, favorecendo a articulacao entre essas multiplas representacoes.

A tarefa que aqui propormos tem como propésito explorar, com auxilio do Geogebra, o método da
exaustao como ferramenta para aproximar a area do segmento parabdlico e, posteriormente, generalizar o
resultado para o conceito de integral definida de uma funcao poténcia. E composta por trés questdes. A
primeira e o segunda procuram resgatar o conceito de area, podendo inclusive ser propostas como tarefa

extraclasse, como “preparacao” para a questao 3. O mesmo vale para o item (i) da questao 3.

Tarefa proposta

Muitas civilizagées primitivas conheciam férmulas para a area de regides delimitadas por segmentos de reta; contudo, elas
deparavam com dificuldades para encontrar formulas para a area de regies com contornos curvilineos. Afinal, o que signi-
fica calcular a drea de uma regido? Como se define a area de uma regido retangular? Que outras regides com “lados retos”
vocé conhece e como sdo calculadas suas dreas?

Construa uma férmula que represente a drea da regido delimitada pela fun¢do y = cx no intervalo[a, b], coma e b posi
tivos. Represente graficamente para valores de a, b e ¢ de sua escolha.

Vamos explorar um método para aproximar a drea da regido delimitada pela curvay = x°, pelo eixox no intervalo [0, b).
0 método consiste em dividir a figura em certo nimero de retangulos e obterem-se duas aproximagées da drea da regido,
uma por falta e outra por excesso, usando dois conjuntos de retangulos (Figuras 2 e 3)

Como “preparacdo”, encontre uma férmula para a soma dos quadrados dos n primeiros niimeros inteiros positivos.

Inicialmente considere o intervalo de x = 0 ax = 1. Utilizando areas de retangulos, obtenha uma aproximagao por falta e
outra por excesso dividindo esse intervalo em oito partes iguais. Trabalhe com fracées e organize sua resolugdo de modo
que a formula do item (i) seja utilizada.

Repita o item anterior, agora com auxilio do Geogebra, considerando o intervalo dividido em outras quantidades de partes
conforme sua escolha. As sequéncias de estimativas por falta e por excesso parecem estar convergindo para qual valor?

Suponha agora uma divisdo do intervalo genérico de [0, b] em n partes. Explore essa situagdo com auxilio do Geogebra e
procure “estimar” alguns resultados.

Encontre uma férmula para aproximagao por falta, e outra para aproximagao por excesso, considerando agora um intervalo
qualquer [0, b] dividido em n partes.

Apresente  argumentos que justifiquem a descoberta realizada por Arquimedes de que essa drea é
exatamente 4 -0’/ .
A=by
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Na questdo 2, pode-se reconhecer a regido como um trapézio, e sua area pode ser expressa por
meio de formula especifica para esse quadrilatero. E desejavel, entretanto, que o professor instigue a
pensar em outras representacoes possiveis, por exemplo, decompondo a regido em um retangulo e um
triangulo, ou utilizando a diferenca de d&rea de dois triangulos. Nesse Ultimo, obtemos a

. c(b%*-a?)
expressao 2— COmo resposta.

A questao 3 é mais complexa e aberta para o uso de diferentes tipos de representacao. No item (ii),
espera-se que os estudantes percebam que: (1) ao dividir o intervalo [0,1] em oito partes, obtemos
subintervalos de tamanho % ; (2) o numero de retangulos é diferente para o caso de aproximacao por falta
e por excesso (8 e 7, respectivamente); (3) a altura do primeiro retangulo é f(O):0 no primeiro
caso, e f(%)z(%)z no segundo. Obtemos entdo as seguintes aproximagdes por falta e por excesso,
respectivamente:

%0+%[éj+%[§j++é[8 e é(g*é[éj**é@z O uso de evidéncia para o fator 8% € 0 recurso a
férmula para a soma dos quadrados dos n primeiros niUmeros naturais, S = M

(i), leva ao valores (com aproximacdes de duas casas decimais) de 0,2734 e 0,3984 como aproximacdes por

, solicitada no item

falta e por excesso, respectivamente.

A escolha do numero 8, nesse caso, foi arbitraria. Porém, a utilizacdo de um controle deslizante no
Geogebra, que represente o numero de partes, combinado com os comandos SomaDeRiemannSuperior e
SomaDeRiemanninferior’ permitem construir uma sequéncia de estimativas por falta e por excesso, o que permite, ao
mesmo tempo estima-las com qualquer grau de precisao desejado, bem como observar que convergem para

1
um mesmo valor (no caso, para 3 ).

Como generalizacdo para essa ideia, no item (iv) o intervalo /0,b] é dividido em n partes iguais, cada

. b R . b 2b 3b
uma com comprimento —. Os pontos de divisdo correspondem aos seguintes valores de x: 0, = =% ==...,

(n-1)b nb nn n
n n

. A : ; b3
A soma das areas de n retangulos superiores serd dada por £14 = — (17 +2%* 32 +..+n’) e a soma das

. . L b? . : ,
areas de n - I retangulos inferiores por ~ XiA4 = 5 [1?+2?*3? +..+ m—1)’] _Por meio da férmula para a soma
n(n+1)(2n+1)

dos quadrados dos n primeiros nUmeros naturais, S = , chegamos (item (v)), no caso da

6
2 a . . b?
soma das areas de n retangulos superiores, que A= .20 Cn+D oy ainda 4 =Z.(142)(2+2).
n n n
De modo similar, para a soma das areas de n retangulos inferiores chega-se

a A=5 [ w2y ginda A=Z [(1+2).(2+2)- 9]

nd

Analisando o que acontece quando tomamos valor de n “muito grande” (item (vi) — o que pode ser
feito de modo intuito®, sem a necessidade de formalizacdo do conceito de limite — ou ainda, com auxilio de
controle deslizante do Geogebra que indique o numero de retangulos da subdivisdo), chegamos que, em

3
ambos 0s casos, a area converge para 2—-
3

’SomaDeRiemannSuperior[ <Fungdo>, <Valor de x Inicial>,<Valor de x Final>,<Ntmero de Reténgulos> ] e SomaDeRiemanninferior[ <Funcao>, <Valor de x Inicial>,<Valor de x Final>,<Numero de Retangulos> |;
®Respaldamo-nos aqui nas ideias de Weigand (2014), que defende abordagem discreta inicial para os conceitos de derivada (por meio do estudo dos quocientes de diferencas) e integral definida, sem que o conceito de
limite seja apresentado formalmente nesse momento. Pode-se aqui destacar a proposta de Spivak (1975), na qual uma “definicdo proviséria” (no caso aqui, para o conceito de convergéncia) é apresentada, e em outro
momento, detalhadamente discutida, criticada e substituida por uma definicdo matematica formal (Para maiores detalhes, ver Silva e Lima (2015)).

Sociedade Brasileira de Educagdo Matematica

André Luis Trevisan Higgor Henrique Dias Goes



E‘E?E O METODO DA EXAUSTAO E O CALCULO DE AREAS:
% 23 PROPOSTA E UMA TAREFA COM AUXILIO DO GEOGEBRA

ag »

=

Sociedade Brasileira de Educagdo Matematica
EDUCACAO MATEMATICA em Revista

Com os calculos realizados até esse momento, podemos ver algumas ideias (apresentadas em notacao
atual) que motivaram Arquimedes a obter a area de um segmento parabodlico. Podemos extrapolar esse
resultado e, dispondo de férmulas para a soma dos cubos dos # primeiros nimeros naturais, concluir que a
area de regido delimitada pela curva y =x’, peloeixoy =x e pelasretasx =0 ex =b serd 4 = i—‘. Mais ainda,

os resultados anteriores sugerem qQue, para uma curva do tipO y = X", n natural, teremos
bn+1

que 4 = .
n+1

Os estudos de Arquimedes ajudaram a definir o conceito de area, e de maneira geral o de integral
definida. Relacionando a ideia de soma integral com o problema do segmento parabdlico, podemos concluir
. LB , b 2PN .
que “Aintegral dex’de 0 a b é b?; simbolicamente, fo x%dx= 5~ O simbolo J(salongado) ¢ chamado de

sinal de integral, uma extensao do sinal da somatéria de grandezas infinitamente pequenas.

O célculo de integrais definidas nao se aplica apenas as areas. Essa ferramenta, que expressa a ideia de
uma soma generalizada, permite calcular também o comprimento de arco de uma curva, o trabalho realizado
por uma forca varidvel, o volume de sélidos de revolucdo. Segundo Freudenthal (1973), volumes e &reas
podem ser calculados de forma intuitiva sem que definicbes mais gerais tenham sido apresentadas. O mesmo
vale para densidades, velocidades e outros conceitos fisicos e cinematicos.

Consideracoes finais

Para Freudenthal (1973, p. 512), “repetidamente teoremas sdo enunciados e provas sao dadas acerca
de nocoes que sao definidas para elas mesmas”. A proposta de tarefa aqui apresentada procurou ilustrar uma

proposta de trabalho factivel tanto para o ensino médio quanto para o inicio da disciplina de CDI.

Entendemos a tarefa possibilita, a0 mesmo tempo, o incentivo ao uso de multiplas representacdes
(verbal, numérica, grafica e algébrica), como sugerem Gafanhoto e Canavarro (2014), bem como a
experimentacao com tecnologias. Reforca que, no primeiro contato com conceitos do CDI, o estudante deve
ser estimulado a refletir e elaborar conjecturas e testa-las, criando e conectando diferentes representacoes de
objetos matematicos. Assim, entendemos ser “mais importante explorar geométrica e numericamente
conceitos de derivada e integral, ao invés de se propor uma definicdo que esteja acima de qualquer
suspeita” (FREUDENTHAL, 1973, p. 579).
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