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Resumo

Este artigo analisa os processos de raciocinio matemdtico utilizados por estudantes de graduacdo em
cursos de Ciéncias Exatas na resolucdo de situagdes-problemas que envolvem matrizes. Tal andlise
destaca alguns teoremas em acdo ndo consistentes, apresentados pelos estudantes e detectados, por
célculos relacionais relativos aos campos conceituais: aditivo e multiplicativo. Os resultados mostram que
os raciocinios utilizados durante as operagdes, que envolvem matrizes, sdo semelhantes aos utilizados
para a resolucdo de problemas aditivos e multiplicativos com nimeros inteiros.

Palavras-chave: Matrizes. Teoremas em ag@o. Campos Conceituais. Estrutura Aditiva. Estrutura
Multiplicativa.

Abstract

We analyse the processes in the mathematical reasoning of undergraduate students of Physical Sciences
in the solution to situation-problems with matrices. Such an analysis highlights some theorems in action,
presented by the students, which are not consistent, and they were detected from relational calculations of
the conceptual fields; additive and multiplicative. The results show that the reasoning used during
operations involving matrices are similar to those used to solve problems with sum and product of
integers.

Keywords: Matrices. Theorems in Action. Conceptual Fields. Additive Structure. Multiplicative
Structure.
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Introducao

A Algebra Linear (AL) caracteriza-se como uma disciplina que estd presente nos
programas curriculares de cursos relacionados a Engenharia, Informatica, Matematica,

Fisica, Quimica, entre outros.

Por esta importancia, diversos trabalhos tratam de fendmenos inerentes ao ensino € a
aprendizagem desta disciplina, entre eles destacamos os trabalhos de: Machado e
Bianchini (2012) que estuda as concepcdes sobre AL de professores recém-formados
em Matematica a distancia; Celestino (2000), que faz um estudo sobre pesquisas
relacionadas ao ensino e a aprendizagem de AL na década de 1990; Furtado e Cabral
(2011), que estudam a compreensdo dos estudantes de AL acerca do tema
transformagdes lineares; Molina e Oktac (2006), que estudam as concepgdes sobre
transformagdes lineares no contexto geométrico; Grande e Bianchini (2006), que
estudam os registros de representacdo semidticas presentes em livros didédticos de AL; e
Cury eBisognin (2009), que investigam os erros cometidos por um grupo de estudantes

ao resolverem sistemas de equagdes lineares.

Até a finalizacdo desta revisao bibliografica, ndo encontramos trabalhos que abordam a
Teoria dos Campos conceituais na resolucdo de problemas envolvendo matrizes.
Entendemos que as operacdes com matrizes fornecem a base para os raciocinios
necessarios a compreensao dos conteidos de AL. Nesse sentido, nosso objetivo foi
identificar possiveis invariantes operatdrios apresentados, pelos estudantes, durante a

resolugdo de problemas aditivos e multiplicativos que envolvem matrizes.

Este estudo extrapola a simples identificagdo de invariantes operatorios, nas operagoes
com matrizes, vislumbrando que as compreensdes, acerca das dificuldades dos
estudantes, decorrentes das interpretagdes subjacentes, possam subsidiar os professores
quanto aos possiveis encaminhamentos didaticos e metodoldgicos que favoregcam o
processo de aprendizagem escolar. Tal compreensdo pode auxiliar na proposicdo de
atividades que busquem a superacdo das dificuldades apresentadas, uma vez que os
sistemas simbolicos necessdrios para a aprendizagem matemadtica sdo continuamente

modificados.

Os raciocinios utilizados nas operacdes que envolvem matrizes sdo fundamentais para o

estudo da AL, por ser o alicerce que norteia o aprendizado dos conceitos relacionados:
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aos sistemas de equagdes lineares, espagos vetoriais, base, dimensao, transformacoes

lineares, autovalores, autovetores, entre outros.

A disciplina de AL apresenta um grande ndmero de reprovacdes nos cursos de
graduacdo (CELESTINO, 2000) e poucos estudos abordam a compreensdo das
dificuldades dos estudantes em operagdes que envolvem matrizes (SANCHES,
2002).Tais constatacdes reforcam a necessidade e a importancia de trabalhos voltados a

compreensdo dos processos cognitivos envolvidos no estudo deste campo.

Os resultados que obtivemos indicam fortes relacdes entre as dificuldades na forma
operatoria dos raciocinios aditivos e multiplicativos com nimeros inteiros, e a resolu¢ao

de situacdes-problemas que envolvem adi¢@o e subtragdo com matrizes.

A teoria dos Campos Conceituais de Gérard Vergnaud

A Teoria dos Campos Conceituais (TCC) “€ uma teoria cognitivista, que visa fornecer
um quadro coerente entre alguns conceitos com base no estudo do desenvolvimento e da

aprendizagem de competéncias complexas” (VERGNAUD, 1990, p. 135).

Vergnaud (1990), com a TCC, investiga a organizac¢do cognitiva dos estudantes, a partir
de suas acdes na resolucdo de situacdes-problemas, que permitem a identificagdo dos
elementos, presentes na cognicdo, que caracterizam seus procedimentos na execugdo
das tarefas, contribuindo para o desenvolvimento da capacidade de inferéncia e de

raciocinio.

Nesse sentido, a TCC busca compreender as relagdes entre as rupturas que ocorrem: na
constru¢do dos conhecimentos, na aprendizagem e no desenvolvimento cognitivo. Nas
lentes desta teoria, um conceito adquire sentido, para o sujeito, na medida em que é

adaptado para diversas situagdes-problemas, tedricas ou praticas.

A adaptacdo do estudante as novas situagdes € que indica os caminhos para a
aprendizagem, que se dd por meio da utilizacdo de diversos conhecimentos, com o

objetivo de se adequar as novas situagdes.

Esses conhecimentos sdo classificados por Vergnaud (1990) como operatérios ou ndo

operatérios. Para ser operatério, um conhecimento precisa fornecer ao sujeito
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mecanismos para tratar imediatamente uma situacfo e, nesse caso, o esquema’ utilizado

para resolver um problema é organizado.

7z

O conhecimento ndo operatério é aquele com o qual o sujeito ndo consegue tratar
imediatamente uma situacdo, devido aos esquemas utilizados serem desorganizados,

incompletos ou ineficientes no contexto em que esta sendo utilizado.

A aprendizagem conceitual ndo ocorre da mesma formapara as criangas e para 0s
adultos. No caso das criangas, a aprendizagem depende: do desenvolvimento cognitivo
e das situacdes por meio das quais as criancas precisam se adaptar para chegarem a um
objetivo pretendido. Para os adultos sdo os conhecimentos anteriores e os hdbitos

adquiridos ao longo da vida que influenciam na aprendizagem.

Um caminho para conhecer a forma adaptativa do conhecimento de um sujeito é o
estudo das suas acdes em diversas situagdes propostas. Se ele for capaz de buscar
informacdes relevantes, ignorando aspectos secundarios, pode-se afirmar que ocorreu

aprendizagem.

As situagOes-problemas podem, segundo Vergnaud (1990, p. 2), pertencer a duas

classes:

I- classes de situagdes para as quais o sujeito dispde em seu repertdrio,
em um determinado momento de seu desenvolvimento e sob certas
circunstincias, de competéncias necessdrias para o tratamento
relativamente imediato da situagao;

II- classes de situagdes para as quais o sujeito ndo dispde de todas as
competéncias necessdrias, 0 que o obriga a um tempo de reflexdo e
de exploragdo, de ddvidas e tentativas e o conduz eventualmente ao
éxito, ou ao fracasso.

As resolugdes de problemas da classe I requerem condutas automatizadas que sdo
organizadas por um unico esquema, para as da classe II sdo necessarios vdrios
esquemas, que podem entrar em competicao e necessitarem de combinacdo, separagao

ou recombinacao.

Durante a resolu¢do de problemas da classe II, geralmente ocorrem descobertas por
parte dos estudantes, dai a importancia de se oportunizar, no ambiente escolar,
diferentes situacdes que tratem de um mesmo conceito. SAo nos esquemas que devemos

investigar os conhecimentos em acdo do sujeito, por isso sdo essenciais para nortear as

" Organizagdo invariante da conduta para uma classe de situacdes dadas (VERGNAUD, 1990, p. 2).
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acOes em praticamente todas as competéncias mateméticas. E as situagdes da classe 11

sdo frutiferas para investigar tais competéncias.

Vergnaud (1990) lembra que os estudantes diante da equacdo ax + b = ¢, sendo x a
incognita e a, b e ¢ numeros reais dados, desenvolvem rapidamente o esquema de
resolucao para os casos em que b < ¢, mas apresentam dificuldades na resolu¢ao quando

a, b, c ou ¢ — b sdo negativos.

Isto se da porque alguns hébitos e acdes, utilizadas no primeiro caso, se mantém. Isto &,
alguns estudantes acreditam que a igualdade fica inalterada se subtrairem pelo médulo
de b ambos os lados, o que ndo é verdade para os casos em que a, b, c ou ¢ — b ndo

forem ndmeros naturais.

Cada situag@o ou classe de situagdes tem um simbolismo particular. E bastante comum
encontrarmos situacdes em que os estudantes efetuam corretamente uma multiplica¢ao

de matrizes em um determinado problema e erram este mesmo procedimento em outros.

A maior causa destes erros e acertos é que a compreensdo apresentada pelo estudante
ainda nao foi generalizada, ele pode ter compreendido somente uma situagdo € nao uma
classe de situacdes que envolvem tal conceito. Mas este cendrio ndo € irreversivel; as
experiéncias com as quais o estudante t€m contato devem possibilitar que um esquema
ineficaz, utilizado em uma determinada classe de situacgdes, seja modificado ou até

mesmo substituido, conforme sua aplicabilidade e eficicia no novo cendrio.

Diante disso, consideramos que a TCC ocupa um lugar de destaque no favorecimento
da aprendizagem conceitual, pois por um lado pode auxiliar os professores a planejarem
classes de situagdes que favorecam o desenvolvimento cognitivo dos estudantes e, por
outro, oferecer ferramentas que ajudam na compreensdo do desenvolvimento e da

organizacao conceitual.

A identificacdo dos invariantes operatorios, denominados “conceitos em agdo” e
“teoremas em ac¢do”, € uma forma de detectar esquemas ineficazes e tentar auxiliar os
estudantes na tarefa de transformar esquemas ineficazes em aplicaveis. Geralmente, os
erros e as duvidas, quando do desenvolvimento de conceitos matematicos, sdo derivados
da aplicagdo de esquemas, disponiveis no aparelho cognitivo dos estudantes, em
situagdes que eles consideram semelhantes, quando, na verdade, tais compatibilidades

sdo apenas ilusdrias ou parciais.
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As novas situacdes podem pertencer a uma classe mais ampla de situacdes do que
aquelas em que o esquema aplicado era eficaz, o que exige do estudante transferéncias,
generalizagcdes e deslocamentos de esquemas que, em muitos casos, ele ndo esteja apto a
realizar sem a mediacdo do professor ou de um colega mais experiente ou do contato
com situacdes que lhe possibilite, em um longo periodo de tempo, a adaptacao dos seus

esquemas para a nova classe de situacoes.

Por isso, segundo Vergnaud (1990, p. 5), “o reconhecimento dos invariantes € a chave
da generalizacdo do esquema”. Tal reconhecimento € favorecido por meio das diversas
situagdes que envolvem o mesmo conceito, e pela andlise das dificuldades manifestadas

pelos estudantes durante a resolu¢@o dos problemas.

Os invariantes operatérios podem ser do tipo: proposicao (teoremas em agdo) ou fungdo
proposicional (conceitos em agdo). Os primeiros sao mais gerais e suscetiveis de serem
verdadeiros ou falsos, enquanto os do segundo tipo sdo mais especificos e constituem as

pecas fundamentais para a constituicdo das proposicoes.

Se fizermos uma correspondéncia entre 0s conceitos em agdo, os teoremas em acao € 0s
conceitos e teoremas matematicos, chegaremos a conclusdo de que os ultimos sdo
apenas o apice do iceberg da conceitualizagdo, cuja base € formada pelos primeiros.

Neste sentido:

a operacionalidade de um conceito deve ser experimentada por meio de
situacdes variadas, e o investigador deve analisar uma grande variedade de
condutas e de esquemas para compreender sua consisténcia, do ponto de vista
cognitivo (VERGNAUD, 1990, p. 7).

Qualquer estudo que pretenda compreender a aprendizagem conceitual deve levar em
consideragdo estes trés conjuntos de uma s6 vez, ja que a constru¢do de um conceito
norteia-se nesta triade e tanto as situagdes como os invariantes detectados em cada uma,

dependem das formas de representagdo simboélicas do conceito (VERGNAUD, 1990).

O aprendizado de Matemitica gira em torno do estabelecimento de classificagdes, da
descricdo de procedimentos, da formulacdo de teoremas em acdo, da anélise de estrutura
e da funcdo dos enunciados e representacdes simbolicas, de modo que tenham um
sentido matemético, mas sem desconsiderar os aspectos psicolégicos envolvidos em

cada caso (VERGNAUD, 1990).
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A TCC leva em consideracdo as caracteristicas do aprendizado matemético. Para isso
volta-se para a compreensao: das dificuldades cognitivas, dos obstdculos encontrados,
dos procedimentos disponiveis e das representacdes possiveis em diferentes classes de
situagdes. Com isso busca regularidades, formas de tratamento empregadas em
diferentes classes de situacdes, erros cometidos, relagdes estabelecidas e etapas
percorridas, visando em ultima instancia propor estratégias para a aprendizagem

conceitual que norteiem as atividades dos professores e dos estudantes.

A identifica¢do dos invariantes mobilizados em uma classe de situacdes € fundamental
para o aprendizado de conceitos matematicos, uma vez que permite compreender as
dificuldades dos estudantes: na interpretacdo dos enunciados das situacdes- problemas,
na interpretacdo dos significantes e nas condutas e organizagdo em situagdes com as

quais sao confrontados.

Em nosso trabalho, esta teoria auxiliard na identificacdo de invariantes operatérios
equivocados apresentados por um grupo de estudantes em problemas que envolvem
operacdoes com matrizes. Nosso problema de estudo centra-se na hipdtese de que os
erros cometidos pelos estudantes durante a resolucdo de problemas podem estar
diretamente relacionados com as dificuldades inerentes aos raciocinios que constituem

0s campos conceituais: aditivo e multiplicativo.

Uma das formas possiveis para andlise do conhecimento matematico em acdo é a
explicitacdo dos calculos relacionais envolvidos em cada um dos temas estudados. Para
melhor visualizacdo dos célculos relacionais, Vergnaud (1990) propde a organizagdo

destes utilizando a simbologia apresentada no Quadro 1.
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Quadro 1 - Simbolos utilizados para a construg¢do do esquema de um célculo relacional para a

aritmética.
Figura Nome Representa
Quadrado Uma medida, ou seja, um
nimero natural.
Circulo Uma transformacio ou uma
relacdo, ou seja, um nimero
relativo.
Flecha horizontal Uma transformacio ou uma
relagdo entre elementos de
? mesma natureza.

Fonte: Vergnaud (2009, p. 201).

No Quadro 1, € mostrada a representacdo que Vergnaud (2009) aplica a uma “medida”
como um numero natural; em nosso trabalho uma “medida” sera uma matriz de

ndmeros naturais.

Nossa contribuicio com a TCC

Daremos atenc@o a dois campos conceituais: o das estruturas aditivas, dentro do qual
enfocaremos a classe de problemas que tratam da transformacio quantificada de uma
medida inicial em uma medida final; e o das estruturas multiplicativas, no qual
trataremos da classe de problemas composta pelos problemas de multiplicagdo entre

matrizes.

Partindo de problemas dessas duas classes, e considerando que para Vergnaud (2009) a
forma com que as caracteristicas de um conceito sdo apresentadas durante uma agao, é

que servem para julgar se um individuo domina completamente as suas propriedades.

O vinculo entre a agdo, durante a resolu¢do de uma situacdo e o dominio de um
conceito, pode ser entendido por meio das no¢des de conceito em acdo e teorema em
acdo, j4 mencionadas. Apresentamos, a seguir, alguns enunciados de situagdes-
problemas e seus respectivos cdlculos relacionais. Por exemplo, o célculo relacional

envolvido na resolu¢do de problemas aditivos do tipo: “Paulo tem 7 bolinhas antes de
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jogar. Perdeu 4 bolinhas. Ele tem agora 3 bolinhas” (VERGNAUD, 2009, p. 203) pode

ser representado da seguinte forma:

Figura 1 - Célculo relacionado do problema apresentado por Vergnaud

7 } 3

Fonte: Vergnaud (2009, p. 203).

Os nimeros 7 e 3 sdo representados dentro de quadrados porque sdo nimeros naturais, o
— 4 ¢ um numero relativo e por isso € representado dentro de um circulo, que representa

uma transformagao aplicada ao nimero 7 para obter o resultado 3.

Consideramos uma matriz m x n, como uma dupla sequéncia de numeros reais,
distribuidos em m linhas e n colunas, em que tanto o nimero de linhas quanto o nimero

de colunas sao maiores ou iguais a 1.

No caso da adi¢do ou da subtracdo de matrizes, também podemos, a partir do cdlculo
relacional proposto por Vergnaud (2009), representar uma situagdo envolvendo a adi¢ao

ou a subtracdo de matrizes.

12 2
Como exemplo, considere as matrizes de mesma ordem, A=(24je B:(‘J, se

fizermos a operagdo A - B= C, em que cada elemento c;; em C, € obtido pela operacdo

a;j — bij, em quea;; € um elemento de A e b;; um elemento de B.

Estendendo a ideia de Vergnaud (2009) também para uma soma ou subtracdo de

. 2 2 . .
matrizes”, o cdlculo relacional correspondente seria:

? Na realidade vale para quaisquer elementos de espagos vetoriais, inclusive o espaco de matrizes (de
mesmo tipo).
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Figura 2 — Cilculo relacional de um problema aditivo com matrizes.

Isso pode ser feito porque as operacdes realizadas ao subtrairmos as matrizes A e B,
cujos elementos sdo nimeros naturais, nada mais sdo do que um conjunto de subtracdes

entre nimeros naturais.

O mesmo pode ser feito para problemas que envolvem o campo conceitual
multiplicativo, como por exemplo: “Tenho 10 pacotes de iogurte. Hd 6 iogurtes em

cada pacote. Quantos iogurtes eu tenho?”. A representacdo algébrica desta situacdo

.1 6 . !
seria m = —e o esquema do cdlculo relacional:
X

Figura 3 — Esquema de célculo relacional de um problema multiplicativo.

Pacotes logurtes

—1 5
10 ———> x

Fonte: Vergnaud (2009, p. 240).

Na Figura 3, o traco vertical significa uma rela¢ido quaterndria’, as flechas horizontais,
assim como no caso dos problemas aditivos, representam uma transformacdo entre
elementos de mesma natureza. Por exemplo, o nimero / esté relacionado ao ndmero 6,

o significado desta relacdo é que um pacote de iogurte contém seis iogurtes.

3 Relagdo entre medidas de naturezas diferentes, que em alguns casos pode ser decomposta em duas
relacdes bindrias.
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Generalizando este raciocinio para a multiplicacio de matrizes®, sejam as matrizes

5 6 23
Cz(2 4}6 D=(5 8] a matriz X = CD, em que cada elemento

n
Xy = Z ;5 by

Jj=1

, também pode ser representada por meio do célculo relacional:

Figura 4 — Célculo relacional para um problema envolvendo multiplicacdo de matrizes.

I D

C X

Nesta representacao, a barra vertical indica uma relagdo quaternéria entre as matrizes C

e D, a letra I representa a matriz identidade e a letra X a matriz C.D

Na TCC, as operacdes de pensamento necessdrias para a resolucdo de determinadas
situagdes-problema, ou seja, os cdlculos relacionais desempenham papel central na
compreensdo da aprendizagem e na elaboracdo de estratégias de ensino. Neste sentido,
tal teoria é uma importante aliada na compreensdo de raciocinios complexos, em
especial na adi¢ao e na multiplicagc@o entre matrizes e pode nos auxiliar na compreensao

das dificuldades apresentadas pelos estudantes, no seu percurso rumo a busca pela

forma operatdria destas operagdes.

O trabalho de Kato et al. (2013) mostrou que estudantes ingressantes em cursos de
graduacdo em Ciéncias Exatas ainda apresentam dificuldades em alguns tipos de
raciocinios do campo conceitual aditivo, que é pré-requisito para o raciocinio
multiplicativo. Acreditamos que tais dificuldades possam interferir no rendimento dos
estudantes em problemas que envolvem matrizes, dai a importancia de identificarmos
teoremas em a¢do dos campos conceituais, aditivo e multiplicativo, nas resolugdes de

problemas que envolvem matrizes.

* Consideraremos somente os casos em que a multiplicacdo de matrizes é possivel de ser efetuada.
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Metodologia

Nossa metodologia de pesquisa se aproxima de uma pesquisa-acdo, que tem como
principal caracteristica utilizar dados empiricos como fundamento para uma pratica
guiada pela reflexdao constante. Para Elliot (1991), pesquisas dessa natureza podem

auxiliar na superagdo das distancias entre a pratica docente e a pesquisa em Educacao.

Efetuamos nossa coleta de dados, durante 8 horas de um curso um curso regular de AL
com 64h de duracdo, ministrado no segundo semestre de 2012. Participaram deste
estudo um grupo de 11 estudantes, aqui denominados AO1, A02, A03, A04, A0S, A06,
A07, AO8, A09, A10 e All. O critério para a escolha deste grupo foi ter participado de

todas as atividades propostas durante o curso.

Os estudantes investigados cursavam o segundo semestre de um curso de graduagdo em
Fisica, de uma universidade publica do interior do Estado do Parand. Todos cursaram o
Ensino Bésico em escolas ptblicas e um deles cursava a disciplina de AL pela segunda

VEZ.

O professor da disciplina, primeiro autor desse texto, desempenha simultaneamente as

funcdes de professor e de pesquisador.

A coleta de dados foi feita por meio de video gravacdes das aulas ministradas, didlogos
com os estudantes durante a resolugcdo de atividades em sala, individualmente ou em

grupos e por meio de atividades manuscritas realizadas pelos estudantes.

O ambiente das aulas era parecido com aquele em que o professor utiliza o quadro
branco para ministrar as suas aulas. Um diferencial foi que o professor gravava partes
das aulas que julgava importantes, e no dia seguinte a aula, disponibilizava tais recortes,

com duragdo de até 25 min. em um blog”.

Os estudantes, que sentiam necessidade, podiam rever tais videos nos momentos de

estudos: individuais ou em grupos, fora do horario de aula. Para Muniz (2009, p. 74):

Quando um aluno resolve uma atividade, correta ou erroneamente, ele o faz
por algo lhe indicar aquele caminho. Um dos pontos importantes para a
compreensdo das dificuldades de aprendizagem em torno de um certo
conceito é, além de identificd-las, compreender quando e porqué sao
mobilizadas.

5> www.v13dinei.blogspot.com
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Sao estes os nossos anseios durante a andlise das atividades do instrumento diagndstico,

e esperamos compreender e justificar as dificuldades de aprendizagem evidenciadas em

nosso instrumento diagndstico.

Analise dos dados

No Quadro 2, apresentamos os problemas utilizados no instrumento diagnéstico; os
problemas PO1, PO2 e PO3 foram aplicados quatro semanas apds no inicio do curso de

AL; o problema P04 foi aplicado quatro semanas apds a primeira parte do teste

diagnéstico.

Quadro 2 - Problemas que envolvem os conceitos de operagdes com matrizes.

Calculo
Relacional

Esquema do Calculo Relacional

Problema
4 3 4 9 5 3
{5 _ s 4.4 4
P01: Dadas A= 16 ° —°leB =Ll 2 3]

A matriz (A)
multiplica a matriz
(B) e deste

AT

calcule A.B — 4.B. resultado L\x__'__ B 7
subtraimos 0 E—
quédruplo da
matriz B.

P02:0Obtenha X tal que: Somamos duas

4
X+|5
6

4
=|2
8

1
+| -1
-2

matrizes A e B,

B

seguida subtraimos
desta soma, C, a

5

. &
matriz D, -, o

resultado é a
matriz X.

P03: Determine, caso exista, a inversa da
matriz A abaixo:

oL

Multiplicar a
matriz A pela
matriz X, em
seguida multiplicar
a matriz Y pela
matriz A. Verificar
se em ambos os
casos o resultado é
a matriz identidade

).

-A":
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P04: Sejam as matrizes A e B, dadas a | Inicialmente, 0

seguir: estudante  deverd
[P 3 37 f: = multiplicar  duas A

matrizes de ordem I

| | 3.Em seguida,

| | deverd escrever A?

Efetue as operacdes indicadas: =AA. 2 A

a) A? A

No Quadro 3 sao apresentadas as dificuldades explicitadas por alguns estudantes

durante a resolu¢@o do problema PO1.

Quadro 3 - Invariantes operatdrios inadequados detectados no problema PO1.

Invariante Consequéncia Calculo relacional
Multiplicaram-se as duas | Cada elemento da Figura 5 — Estudante A04
matrizes elemento a elemento. | matriz AB foi obtido gy

pelo produto IF i _-") L{Trﬁ 8= ( u o
ajj. by { a -9 /( 4 +5
-
B D +2>
an -4 RO
A.Bil'e 48 45
Utilizar o mesmo processo | Cada elemento da Figura 6 — Estudante A03
utilizado na multiplicacdo de | matriz resposta foi AB - ¥B
duas matrizes, substituindo o | obtido pelo algoritmo %: ;‘i ‘E = ‘Zg fg :" =
produto  dos  elementos n et 4 i
correspondentes pela | ¢ = Z @ik - b (28-36)+ (15161 + {05 ) ‘&19 -(16- ls}-{ﬁ‘ﬂ-i'%
subtragio & | (6-26) (0-1s(36%) (96 {31 i) (6%
' (@-sas(.)e(8-4)  (g5-aFlde-ta) (9-a)
(28120 (. 4;3 -
G -l (31 g J+{36- -ﬁ
(31 @)e( 486 1409 - 20

N

Os estudantes AO03 e AO04 cometeram erros relacionados a incompreensdao dos
algoritmos envolvidos na adicdo e na multiplicagdo de matrizes. O estudante A03
efetuou corretamente a multiplicacio de matrizes, que geralmente os estudantes
apresentam maior dificuldade, mas acabou errando a subtracdo de matrizes, em que 0s

estudantes nao costumam apresentar dificuldades para efetuar.

Tal procedimento € explicado por Vergnaud (2007, p. 18) ao afirmar que durante a

aprendizagem conceitual, as pessoas em um primeiro momento dominam a “forma
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predicativa” dos conceitos®, ndo tendo ainda a capacidade de “formular completamente

o que ele considera verdadeiro ou razoavel”.

O estudante A04 utilizou o algoritmo da adi¢do para efetuar a multiplicagdo entre duas
matrizes. Acreditamos que A03 e A04 possam ter cometido estes equivocos pelo fato de
os procedimentos necessarios para a utilizacdo de cada um desses algoritmos serem
distintos, tal diferenca pode ter se tornado um obstidculo para a aprendizagem das

operacdes envolvendo matrizes, e de acordo com Klausmeir e Goodwin (1977, p. 324):

para que um individuo forme um conceito em qualquer nivel particular, este
deve ser capaz de realizar todas as operagdes no nivel anterior e naquele nivel
e deve, também, ter formado um conceito especifico no nivel
precedente.

Diante disso, ha indicios de que os estudantes ainda estavam construindo os conceitos
de adicdo e multiplicacdo de matrizes, e se tivessem um tempo maior de estudos e o
contato com situagdes-problemas distintas envolvendo tais operagdes as dificuldades
poderiam ser superadas, jd4 que de acordo com Vergnaud (1990) a constru¢do de um

conceito acontece durante um longo periodo de tempo.

No problema P02, por se tratar de um problema que envolve apenas adi¢do e subtracio
de matrizes com uma coluna, nenhuma dificuldade foi detectada, todos os estudantes

acertaram e utilizaram em suas resolucdes o esquema de célculo relacional indicado no

Quadro 4.

® Forma de aprendizado de um conceito com aspecto local, na qual o sujeito ainda ndo abstraiu as
caracteristicas locais do conceito e ndo consegue aplicar tais propriedades em outras classes de
situacdes.
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Quadro 4 - Invariantes operatérios inadequados detectados no problema P03

Invariante

Consequéncia

Cilculo Relacional

Atribuiu o valor 0 para

Considerar, a priori, que a
a variavel z, afirmando

matriz dada € inversivel.

Figura 7 — Estudante A03
-1
i H B I L ﬁl. pi

que se “-z + z = 07 3 .3 vq“i: @y
entdo z = 0. [ -4 3 z W
Errando os calculos | #°
seguintes e
considerando que a ad o Fipa e D Ll o o
inversa de uma matriz o B Z o4
pode ser a matriz nula. ¥+ 2 2 W e 1 o
4R~ Gy -2 Q i
Ate=q  =b ﬂ-(—._ﬁ) +2 =4
“4x ~LE=0 A &
g ~EE +E =4
—% = 222 el .
4 — g =4
x=4Z A B
e
K )
2
A=0
Figura 8 — Estudante AQ7
23=-Ww hor sy
P Hxeg
o o
o (ﬂ -2 =
3
i S L TR
s =B
Utilizar outro algoritmo | Obtiveram deste Figura 9 — Estudante A0S
para o produto de duas | algoritmo as seguintes Fes o E:i ri BT o Do fj_nl'_
matrizes para a | igualdades: T :]' ! QJ::.L 'Zl 4 T
determinacfo da inversa. (Za Zb) B (1 0) H= &] &dd e 4]
¢ 40V gt woat ash
¢ l.f-8 =2 o - 2 #-p)
(b -G D | b0 T kzf seo
—dc =2d 01 £ CJL’ ; i i
O que resultou numa r o ,-_;“-I 4
incongruéncia My P8 “paclt OO ol Bl -

g > i AR % =
justificando  que a -:\T.L" e “'f-ﬂ~— i o €= S
inversa ndo existe. yoo x.ir LS e T R

g el -0l { = c?f-'-'-*; Tahy 'i’
2

Quatro estudantes ndo obtiveram éxito na resolu¢do do problema P03 e destacam o

procedimento de A03, no tratamento algébrico da operacao

(X3

-7+ 2

1”7, em que

concluiram corretamente que “- z +z = 0”, mas ndo souberam lidar com a igualdade

“0 = I”, e o procedimento de AO7. Os estudantes pararam de resolver o exercicio
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quando chegaram a sentenca O0=/.Em ambos 0s casos os estudantes cometeram 0s erros

por suporem de antemdo que dada uma matriz A, esta matriz serd inversivel.

Acreditamos que isso seja proveniente do pouco contato com situagdes que envolvam
contradicdes, durante a sua vida escolar. Como os estudantes ndo estdo acostumados a
tratar um problema que apresente uma contradicdo, o recurso neste caso foi "pensar"”
que estava desenvolvendo a situacdo de forma errbnea, o que fez com que desistissem
de buscar a solucdo para o problema, com fez AQ7, ou atribuisse de forma for¢cada um

valor para a varidvel z, como ocaso de A03.

Por fim, o estudante AO8 cometeu um erro diretamente relacionado com os
conhecimentos necessdrios para multiplicar duas matrizes. Por ndo dominar o algoritmo
da multiplicacdo de matrizes, cometeu equivocos na parte inicial do problema, o que

inviabilizou a sua resolugdo.

Quadro 5 - Invariantes detectados no problema P04

Invariante Consequéncia Calculo Relacional
Considerar que | Representam Figura 10 — Estudante A0S
elevar uma matriz A? | corretamente a %
¢ equivalente a | expressio de B’ ou T[?)
elevar cada elemento | seja, B.B, no entanto
de A2 ignoram o produto da - 3 - o ¢
o 5
matriz B por ela 8 % = o
< 1, -3
mesma.
g = - —
B={3 -2 t} 3 -2 A ]
& 2 G . / W k= o]
o T -394 (& 9 =2
2 T =
- fh ! { L}
¥ &5 ol
<% A 4«’_{

Quatro estudantes (A02, A0S, A06 e AO8) cometeram 0 mesmo equivoco no problema
P04, errando uma multiplicacdo entre duas matrizes. Nos problemas P01, P02 e P03,
trés desses estudantes (A02, A0S e A06) pareciam ter compreendido os procedimentos
necessarios para a realizacao da multiplicagdo entre duas matrizes, por isso acreditamos

que eles saberiam efetuar esta multiplicagdo se as matrizes fossem diferentes uma da
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outra, mas erraram o problema ao se “esquecerem” que a poténcia B? € equivalente a
multiplicagdo B.B. O trabalho de Feltes (2007), com estudantes dos Ensinos
Fundamental e Médio, quando efetuavam operacdes com nimeros reais, aponta que é

grande o nimero de erros, em atividades matematicas, envolvendo a potenciacao.

Tais dificuldades podem se estender até as operacdes que envolvem matrizes, € notamos
que o fato de os estudantes ainda ndo terem tornado operatdrios os conhecimentos sobre
multiplicacdo de matrizes contribuiu para que tratassem a poténcia de matrizes da

mesma forma que tratam a poténcia dos elementos de cada uma dessas matrizes.

Vergnaud (1990, p. 2) afirma que “a confiabilidade do esquema para o sujeito repousa
sobre o conhecimento que tem, explicito ou implicito, das relacdes entre o algoritmo e
as caracteristicas do problema a resolver”, isto é, se o sujeito sente-se seguro em utilizar
determinados procedimentos em uma classe de situagdes, geralmente se for confrontado
com uma nova classe de situagdes, a tendéncia € aplicar os procedimentos que utilizava
na classe anterior e que acredita serem pertinentes também para a nova classe de

situagdes propostas.

Consideracoes finais

Nas palavras de Moreira (2012, p. 15), a “aprendizagem € uma atividade idiossincratica
que pode ndo ser consequéncia necessdria do ensino recebido”, no entanto, os
procedimentos utilizados, pelos estudantes, para resolver um problema podem fornecer
indicativos da ocorréncia desse processo de aprendizagem e, para tanto, estes devem ser

considerados nas situagdes de ensino.

Sob essas consideracodes, este estudo buscou identificar a ocorréncia de invariantes
operatorios inadequados, apresentados pelos estudantes, na resolucdo de problemas que
envolvem operacdes com matrizes, tendo como subsidio os videos com recortes das

aulas presenciais de AL.

Quanto aos invariantes inadequados detectados, identificamos que estes t€m suas
origens, principalmente, nas estruturas aditivas e multiplicativas com nimeros inteiros.
Nesse sentido, este estudo ndo apenas identifica os invariantes operatdrios presentes nas
operacdes que envolvem matrizes, mas também busca ampliar nossa compreensao

acerca das dificuldades dos estudantes nas disciplinas de Ciéncias Exatas, e assim
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subsidiar os professores quanto aos possiveis encaminhamentos didaticos e

metodoldgicos que favorecam o processo cognitivo da aprendizagem.

Neste cendrio, destacamos que a TCC € uma poderosa ferramenta de suporte aos
professores, na elaboracdo de tarefas escolares que oportunizem tanto a identificacio
quanto a superacdo das dificuldades envolvidas no processo de elaboragdo da forma

operatdria de um conceito.

Como afirma Vergnaud (2007), o caminho para a aprendizagem conceitual operatdria
passa pela compreensao dos aspectos locais, sem a devida abstracdo das propriedades e

caracteristicas globais do conceito.

Esta pesquisa fornece dois elementos principais acerca de tais aspectos locais
envolvidos na dlgebra matricial, a saber: a permanéncia de invariantes operatorios
inadequados relacionados as estruturas aditiva e multiplicativa e a confusdo entre os

objetos matemaéticos, matriz € nimero.

Quanto ao primeiro aspecto, destacamos que esses invariantes operatdrios inadequados
foram recorrentes em alguns estudantes pelo fato de, ao estudarem AL, aterem-se
apenas aos procedimentos numéricos, as férmulas e aos procedimentos mecanicos € nao

a compreensao dos conceitos abstratos e ideias gerais dos conceitos estudados.

Sobre a confusdo entre os objetos mateméticos matriz € nimero, observamos que alguns
estudantes trataram situagdes que envolvem matrizes como se estivessem operando com
nimeros reais, generalizando, apressadamente, propriedades vdlidas apenas para os
nimeros reais também para as matrizes, o que pode indicar que esses dois conceitos nao

sdo diferenciados por esses estudantes.

Tais estudantes poderiam superar as dificuldades se tivessem mais tempo para
interagirem com problemas aditivos e multiplicativos que envolvem matrizes, ji que
Vergnaud (1990) afirma que a aprendizagem conceitual operatdéria necessita de um
longo periodo de tempo. No entanto, um curso de um semestre letivo nio fornece tempo
suficiente para que alguns estudantes compreendam algumas classes de problemas de

forma operatoria.

Uma das formas de contornar este problema é a valorizacdo da experiéncia dos
professores, na sua drea de atuacdo, que lhes permite auxiliar os estudantes na

compreensdo de conceitos matemadticos. Bransford er al. (2000) afirmam que os
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especialistas em determinadas dreas percebem, com mais facilidade do que os

iniciantes, caracteristicas e padrdes significativos dentro de suas dreas de atuacao.

A 1identificagdo desses invariantes permite-nos inferir sobre possiveis atuacdes do
professor na conducdo de aulas explicativas sobre operagdes com matrizes. Seriam a
gravacao e a disponibilizacdao de pequenos videos contendo, principalmente, a resolugao
de exercicios, realizados durante a aula, pelo professor em conjunto com a turma, que a
nosso ver, pode favorecer o aprendizado configurando-se com um importante material

de pesquisa, para os momentos de estudos individuais ou em grupos.

A importancia de se detectar invariantes operatorios reside no fato de estas estruturas de
pensamento nortearem a acdo dos sujeitos frente as situagdes-problemas que extrapolam
os contetidos de dlgebra matricial, atingindo outras esferas do conhecimento. Em geral,
pode-se inferir que se um estudante ndo € bem sucedido em AL, também ndo terd

sucesso em disciplinas como Calculo ou Geometria Analitica.

Cury e Bisognin (2009) defendem que ndo basta detectar os erros cometidos em cada
disciplina, o importante € investigar as suas causas € buscar estratégias de ensino que

auxiliem os estudantes a superarem as dificuldades apresentadas.

Sabemos que a tarefa nao € facil, porém acreditamos que podemos elaborar situacoes
escolares que favorecam o desenvolvimento de tais estruturas, visando a aprendizagem
conceitual ao conhecer as estruturas de controle presentes nas acdes do sujeito, frente as
situagdes propostas em uma determinada disciplina, isto €, os invariantes operatdrios

que estdo por trds da acao dos estudantes.
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