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Resumen: Existen diversas clases de funciones que generan niimeros primos, algunas de ellas son
capaces de producir al enésimo ndmero primo; como es el caso de la férmula de Willans (1964) y
Ruiz y Sondow (2014).

En el presente trabajo se ofrece como propuesta una funcién a(n) basada en la funcién divisor d(n),
la cual genera ntiimeros primos. Para la secuencia definida como: a(n) = n - {#(H)J conn > 1, se

demuestra que a(n) produce solo ceros y niimeros primos de tal manera que:

0 sinescompuesto
T sines primo

a(n) = {

Palabras Clave: férmula que genera nimeros primos, funcién divisor.

Abstract: There are various classes of functions that generate prime numbers, some of them are even
capable of producing the nth prime number as is the case of the formula by Willans (1964) and Ruiz
and Sondow (2014).

In this work a function a(n) based on the divisor function d(n) is offered as a proposal, which genera-

tes prime numbers. For the sequence defined as: a(n) =n - { it is proved that a(n) produces

_2
n-d(n) |’

only zeros and primes:

0 if nis composite
n if nis prime

a(n) = {

Keywords: formula that generates prime numbers, divisor function.

1. Introduccion

Owens (2008) afirma que un nimero primo es un entero positivo p el cual tiene exactamente dos
divisores positivos distintos. Por otro lado Prieto (2013) anade que un ntimero natural es primo si
tiene exactamente dos divisores distintos: 1 y él mismo.

Una lista parcial de los primeros ntimeros primos es la siguiente:
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2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109,
113,127,131, 137,139, 149, 151, 157, 163, 167, ...

Segun Rowland (2008), persiste la creencia de que los ndmeros primos estan distribuidos de manera
aleatoria y esa intuicién ha llevado a los matemaéticos; a despertar su interés sobre aquellas funciones
que generan primos de manera confiable.

Xiao (2015), comenta que las evidencias del conocimiento sobre niimero primos se remontan a la
civilizacion egipcia, y desde entonces se han propuesto diversas férmulas que generan solo algunos
numeros primos.

2. Funciones Generadoras de Numeros Primos

Ribenboim (1996) menciona que hay tres clases de funciones generadoras de niimeros primos y que
las podemos englobar en tres clasificaciones principales:

= Una funcién que produce al enésimo ntiimero primo f(n) = Py.
» Una funcién f(n) que genera siempre un primo, y f(n) # f(m) para m # n.

= El conjunto de valores positivos de f es igual al conjunto de ntimeros primos.

2.1. Ejemplos de Funciones Generadoras

Un ejemplo de funciones conocidas para hallar al enésimo ntimero primo es la férmula de Willans
(1964) que se aprecia en la ecuacion 1.

2T1.
n
Po=1+), 1+7c(k)J
k=1 1)
X G-1)!+1 (
Dénde mi(k) = —1+ ) {coszn;
j=1

La expresion se basa en el teorema de Wilson (1770) el cual afirma que un ntimero n es primo, si
(n=1)+1

T produce a un entero.

La desventaja de este tipo de funciones es su inviabilidad en la practica computacional, el calculo de
la operacién factorial es un inconveniente cuando se trabaja con niimeros muy grandes.

Como ejemplo de funciones que generan siempre primos, pero no necesariamente al conjunto de los
numeros primos, tenemos: f(n) = 17 para todan > 1.

La funcién anterior (Owens, 2008) solo produce un ntiimero primo; que al describirse como una fun-
cién constante para cada valor de n, siempre producira al mismo ntimero primo 17.

Rowland (2008) afirma que es raro encontrar funciones que no hayan sido disefiadas para generar
primos, y una de ellas es el polinomio de Euler, que es capaz de generar un conjunto finito de niimeros
primos partiendo del conjunto base de los ntiimeros enteros positivos. Para el intervalo 0 <n < 39 la
siguiente expresién genera cuarenta nimeros primos: f(n) = n? + n + 41

En la siguiente lista se muestra los cuarenta ntimeros primos generados por el polinomio de Euler:

41, 43,47, 53, 61,71, 83,97, 113, 131, 151, 173, 197, 223, 251, 281, 313, 347, 383, 421, 461, 503, 547, 593,
641, 691, 743, 797, 853, 911, 971, 1033, 1097, 1163, 1231, 1301, 1373, 1447, 1523, 1601.

No obstante, este tipo de expresiones solo generan niimeros primos para un intervalo pequefio. Mora-
les (2013) afirma que no existen polinomios que den valores primos para todos los nimeros naturales
(excluyendo, evidentemente, a los polinomios constantes que sean igual a un niimero primo).
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3. Propuesta de una funcion para generar Numeros Primos

El tema principal de este trabajo se centra en la propuesta de una férmula basada en la funcién divisor
para generar nimeros primos. La férmula se basa en la definicién de namero primo para construirla.

Un primer acercamiento a la férmula propuesta se da en el verano de 2016 cuando la enciclopedia
en linea de secuencias enteras (oeis.org) aprueba el alta de una férmula como aporte a la entrada
A061397 la cual lleva como titulo: “Secuencia de funcién caracteristica de primos multiplicados por compo-
nentes N, los niimeros naturales”, véase la figura 1.

013627 THE ON-LINE ENCYCLOPEDIA
3?%2 OF INTEGER SEQUENCES®

founded in 1964 by N. ]. A. Sloane

1

| |[ Buscar | sossrenciss

(jSaludos de la Enciclopedia en linea de secuencias de enteros !)
A061397 Secuencia de funcién caracteristica de nimeros primos multiplicada por compenentes por N, los
nimeros naturales.
@, 2,3, @, 5,8, 7,0, @, 0, 11, @, 13, 8, @, ®, 17, @, 19, @, @, @, 23, @, @, 8, @, 8, 29, @, 31,
@, , ®, @, ®, 37, @, 8, ©, 41, ®, 43, ©, @, ©, 47, @, @, ®, @, @, 53, @, @, @, @, @, 5%, @, 61, @,
a, e, @, @, 67, @, @, &, 71, @, 73, @, @, @, 9, @, 7%, @, @, @, 33, @, @, @, @, @, 8%, @, @, @, a,
@ ( lista ; srafico ; referencias ; escuchar ; historial ; texto ; formato interno)
COMPENSAR 1,2
COMENTARIOS Con frecuencis, los huecos de una secuencia se rellensn con ceros. Esta es una
forma candnica de hacer esto y se aplica aqui & los ndmeros primos { ABREG4E ).
Un producto preescalar cuando se omite la sumatoria.
Es igual a las sumas de las filas del tridngulo A143536 . - Gary W. Adamson , 23 de
agosto de 2003
Transformada de Mobius de la suma de los distintos primos que dividen n ( A©88472
). - Stewven Foster Clark , 26 de junio de 2820
ENLACES Reinhard Zumkeller, Tabla de n, & (n) para n = 1..18068
El mundo de las matemdticas de Eric Weisstein, funcidn Prime zeta primezets (s) .
FORMULA s (n) = ARIGOS] (n) * ABRGGIT (n).
Funcion generadora de Dirichlet: primezeta (s-1). - Franklin T. Adams-Watters , 11
de septiembre de 2005
a (1) =@ paran>=1, a(n) =08, sip1|nop2|no... 0pdi]|n, cuandon

estd en [p i ~2,p_ (i+1)~2),1=1,2,..], donde p_i es el i-ésimo primo;
de lo contrario a (n) = n. - Vladimir Shevelev , 24 de abril de 2810

a (n) = n * piso (mcd ({(n-1)! + 1) / n, 2)). - José de Jesds Camacho Medina , 3@
de gbril de 2016
& (n) = n * piso (1 / ABRIGES (n)); para n> 1. - José de Jesis Camacho Medina , @7

de agosto de 2016

Figura 1: Férmula registrada en la OEIS.org como un primer acercamiento a la
férmula propuesta.

La férmula registrada en la enciclopedia en linea de secuencias enteras esta relacionada con el con-
cepto de divisores de un niimero entero, en particular, con otro registro de la misma enciclopedia de
secuencias enteras cuyo identificador es A001065 y que lleva como titulo: “Suma de divisores propios (o
partes alicuotas) de n: suma de divisores de n que son menores que n”.

Los primeros términos de la secuencia A001065 son:

0,1,1,3,1,6,1,7,4,8,1,16,1,10,9,15,1, 21,1, 22,11, 14, 1, 36, 6, 16, 13, 28, 1,42, 1, 31, 15, 20, 13, 55,
1,22,17,50,1, 54, 1, 40, 33, ...

Para entender la esencia de la secuencia A001065, se toma como ejemplo el cason = 4, que al sustituirlo
en a(n) se obtiene a(4) = 3. Esto se deduce porque los divisores de 4 son: 4,2, 1, pero solo se suman
los menores a tal ntiimero (por la definicién de la secuencia A001065), en este caso a(4) =2+ 1 =3.

Observamos que la secuencia antes descrita produce al nimero uno cuando n es primo, esto nos
permite darle forma a una expresién como funcién prototipo para generar ceros y primos como se
muestra en la expresion:
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1

am)=n- {A001065(n)

J para toda n>1

La esencia de la férmula de la figura 1 es realizar una divisién entre el uno y la suma de divisores
de n menores a n, para luego aplicar la funcién piso, esto conlleva a que se obtenga uno cuando n
sea un nimero primo y cero para un niimero compuesto. De esta manera la expresiéon produce a la
secuencia:

023,05,0700,0,11,0,13,0,0,0,17,0, 19,0, 0,0, 23,0,0,0,0,0,29,0,31,0,0,0,0,0,37,0,0,0,
41,0, 43,0,0,0,47,0,0,0,0,0, 53,0, ...
Asumiendo la esencia de la funcién prototipo: nuestro enfoque se centra en la construccién de una

funcién para contabilizar al ntimero de divisores propios de un entero positivo n mayor que cero
(funcién divisor) la cual sera parte fundamental de la férmula propuesta en este trabajo.

La funcioén divisor fue estudiada por Ramanujan (Sloane, 2020), y se representa como d(n) o tau(n) y
genera el niimero de divisores de n. Una lista parcial de los elementos que genera la funcién divisor
es la siguiente:

1,2,2,3,2,4,2,4,3,4,2,6,2,4,4,5,2,6,2,6,4,4,2,8,3,4,4,6,2,8,2,6,4,4,4,9,2,4,4,8,2,8,2,6, ...

4. Construccion de la formula propuesta

Primeramente se desarroll6 una férmula para la funcién divisor d(n) la cual devuelve el nimero de
divisores de n. Para ello se trabaj6 con la operacién resta y division, y las funciones matematicas: techo
y parte fraccionaria, ademds de utilizar una sumatoria:

aw=n- (2] ®

Como los ntiimeros primos son los tinicos que tienen dos divisores para toda n > 1, se puede cons-
truir una expresién que genere niimeros primos y ceros usando la ecuacion (2), al implementar una
multiplicacién, una divisién y una funcién piso:

an)=n- {%J (3)

Asi, al sustituir (2) en (3) el resultado final y propuesta como funcién a(n) conn > 1 se define como:

S Il v

Por lo tanto tenemos:

{ 0 sinescompuesto
a(n) = _ .

n  Sines primo

4.1. Demostracion

Se toma en consideracion la sumatoria de la férmula (2) que se propuso en la seccién:“Construccién
de la férmula propuesta: 4” , para expresarla en términos de la definiciéon de la funcién parte fraccio-
naria (Weisstein, S.F.) que se denota como n.

Paran > 0 se tiene que: {n} =n — [n]
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Se tiene entonces la ecuacién:
(T S [n
220515 ©
i=1 i=1

La expresion o ecuacion (5) se escribe en términos de la funcién caracteristica (que también es llamada
funcién indicatriz) y que se define mediante la siguiente regla (Maximenko, S.F.):

Sea X un conjunto y sea A un subconjunto de X. La funcién caracteristica de A con respecto a X es la
regla:

0 n pertenece a X excepto A;

XA:X—>R, xAMn)= { 1 npertenecea A

Por lo tanto, al definir nuestra ecuacién (5) en base a la funcién caracteristica y en referencia al con-
junto de los ntimeros reales (R) como al conjunto de los niimeros naturales (IN) se tiene:

1= 305 - [3]]= Sor-n ()

i=1 1=
Se procede a despejar la sumatoria de la férmula (2):

NgE

1

]
—_

-

1l
—_

{5} =n-am (6)

1

La funcién techo de la sumatoria de la ecuacién (6) satisface que:

[ { EH | 0 sinesdivisible entre i
iJ1 | 1 de otra manera

La ecuacién (6) se cumple porque xR — N (%) = 0si y solo si: la division 2 pertenece a los ntiimeros
naturales (IN) y n es divisible entre i.

Por lo tanto, la férmula (4) que se propuso en la secciéon de: “Construccién de la férmula propuesta:
4” se escribe en términos de la ecuacién (6) como se aprecia a continuacién:

2
a(m) =n- {n— (n— d(n))J

Al simplificar la expresién anterior se llega a la férmula (3); la cual también se propuso en la seccién
de: “Construccion de la férmula propuesta: 4”:

2
e

Se delimita la funcién divisor d(n) >= 2, y de la férmula (3) se reconoce que la funcién piso que se
aplica a la divisién genera:
2 0 sin es compuesto;
am)=|——| = . .
d(n) n  sines primo

Se escribe la funcién piso que se aplica a la divisién en la férmula (3) en términos de la funcién
caracteristica y del conjunto de los nameros primos P(n)

]

Una formula que genera niimeros primos. Camacho, J.
Derechos Reservados © 2021 Revista digital Matematica, Educacién e Internet (https:/tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/)


 https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

6 Reuvista digital Matematica, Educacién e Internet (https:/tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). Vol 22, No 1. Agosto, 2021 — Febrero, 2022
Finalmente la expresién (3) queda como:
a(n) = nxP(n)

La cual corresponde a la funcién caracteristica o indicatriz de los niimeros primos multiplicada por
los ntimeros naturales.

Asi demostramos que la férmula (4) genera nlimeros primos y ceros.

(7)

a(n) =n - 2 _ { 0 sin escompuesto;
n->n, [{%}] n  sinesprimo

5. Computacion en el programa de Wolfram Mathematica

En la figura 2 se muestra el procesamiento en el programa de Mathematica de la férmula propuesta
en este trabajo en el intervalo 2 < n < 700.

= Table [n* Floor [2/ (n - Sum [Ceiling [FractionalPart([n/i]], {i, 1, n}])], {n, 2, 706} ]
own- {2, 3,0,5,0,7,0, 0,0, 11, @, 13,0, 0, @, 17, 0, 19, 0, 0, @, 23, 0,0, @, 0, 0, 29, @, 31, 0, 0, @, 0, O, 37, @,
®,0,41,0, 43, 0,0, 0, 47,0, 0,0, 0, 0, 53,0, 0,0, 0, @, 59, 0, 61, @, @, @, 0, @, 67, 0, 0, @, 71, @, 73, O,
®,0,9,0,79,0,0,0,8,0,0,0,0,0,89,0,0,0,09,0,0,0,97,0,0,0,101,a, 103, 9, 0, 0, 167, @, 169,
®,0,0,113,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,0, 0, 0, 0, 127, 0, @, 8, 131, 0, 0, 0, 0, 0, 137, 0, 139, 0, 0, 0, @, @,
®, 0,0, 0,145, 0, 151, 0, 0, 0, 0, @, 157, @, 0, ©, 0, @, 163, @, 0, 0, 167, @, 0, 0, @, @, 173, 0, 0, @, @, O,
179, ®, 181, 9,0, 0, @, 0, @, ®, ©, @, 191, @, 193, @, @, ©, 197, @, 199, 0, 8, 0, 0, 0, 0, 6, 0, 0, @, 8, 211, @,
®,0,0,0,0,0,0,0,0,0,223,0,0,0, 227, 0, 229, 0,0, 0, 233, 0,0, 0, 0, @, 239, 0, 241, 0, 8, 0, 0, 0, 0,
®,0,0,251,0,0,0,0,0,257,0,0,0,0,0, 263,0,0,0,0,a, 260, 0,271, 0,0, 0, @, 0, 277, 0, @, @, 281,
®,283,0,0,0,0,0,0,0,0,0,293,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,307,0,a0,311, 0, 313,0, 6, @,
317,0,0,9,0,0,0,9,0,0,@,0, 8,0, 331,0,09,0,0,0,337,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 347, 0, 349, @, 0,
®, 353, 0,0, 0, 0,0, 359, 0,0,0,0,0,0, 0, 367,0,0,0,0,a,373,0,0,0,0,0, 379, 0,0, 0, 383, 0,0, 0,
®,0,389,0,0,0,0,0,0,0,397,0,0,0,401,0,0,0,0,0,0, 0,409, 0,0,Q,0, 0,0, 0,0, 0,419, 0, 421,
®,0,0,0,0,0,0,0,0,431,0, 433, 0, 6,0, 0, 0, 439, 0, 0, 0, 443, 0,0, 0, @, 0, 449, 0, ©, 0, 0, 0, @, O,
457, @, 8, 0, 461, 0, 463, @, 0, 0, 467, 0,0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 8, 0, 479, 0, 0, 0, 0, 0, @, O, 487, 0, 0, @,
491, 0,0,0, 0, 0,0, @, 499, 0, 0, @, 503, 0, 0, 0, 0, @, 509, @, 0, 0, @, 0, 0, @, 0, 0, @, @, 521, 0, 523, @, O,
®,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,541,0,0,0,0,0,547,0,0,0,0,0,0,0,0,0,557,0,0,0,0,0,
563, 0,09, 9, @, 0, 569, @, 571, 0, 0,0, 9, @, 577, 9,0, 0,0, 0, 0, 9, ®, 0, 587, 0,8, @, 0, @, 593, 0, @, @, O,
®, 599, @, 601, 0, @, ®, @, 0, 607, @, 0, @, @, 0, 613, 0, @, @, 617, @, 619, ®, 0, 0, @, 0, 0, @, 0, 0, @, @, 631,
®,0,0,0,0,0,0,0,0, 641, @, 643, @, 0, ©, 647, 0,0, ®, 0, @, 653, @, 0, 0, @, 0, 659, 0, 661, 0, @, @, @, O,
®,0,0,0,0,0, 673, 0, 0, 0, 677,0,0,0, 0,0, 683,0,0, 0,0, 0,0, 0, 91,0, 0, 0,0, 0, 0,0, d, a}

Figura 2: La férmula propuesta genera ceros y nimeros primos. Elaboracién propia.

Codigo para su procesamiento en Mathematica en forma de tabla:

Table [n*Floor [2/ (n - Sum [Ceiling [FractionalPart [n/i]],1,1,n])], n, 2,700 ]

5.1. Tiempo de procesamiento de la funcién a(n) mediante la funcion Timing de
Mathematica

En base a la tabla 1 se elabor6 una gréfica para interpretar los resultados de procesamiento y compa-
rarlos con la complejidad algoritmica de la tabla 2. La tabla de complejidad algoritmica (Lépez, 2019)
es una métrica tedrica que nos ayuda a describir el comportamiento de un algoritmo en términos de
tiempo de ejecucién y mediante la cual interpretaremos la complejidad computacional de la funcién
a(n).

A partir del analisis de los tiempos de procesamiento y la grafica (ver figura 3) obtenida de los datos
computados, y tomando como referencia a la tabla de complejidad algoritmica; se visualiza un orden
de tipo exponencial O(a™) para la funcién a(n).
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5.1 Tiempo de procesamiento de la funcién a(n) mediante la funcién Timing de Mathematica 7

Tabla 1: Tiempos de procesamiento de a(n) hasta los primeros 10000
valores de n. Elaboracién propia.

Primeros valores den  Tiempo(Segundos)

1 0
10 0
100 0.016
1000 1.312
2000 5.362
3000 12.21
4000 21.98
5000 34.39
6000 50.23
7000 68.90
8000 89.89
9000 114.12
10000 147.735

Tabla 2: Orden de complejidad algoritmica. Tomada de Lopez (2019).

Orden Nombre
o(1) Constante
O(Log(n)) Logaritmico
O(n) Lineal
O(nLog(n)) Casi lineal
0(n?) Cuadratico
o(n?) Cubico
O(a™) Exponencial
Oo(n!) Factorial

Tiempo de procesamiento funcién a(n)

200
150
100

50

Tiempo en Segundos

Primeros Valores de n

Figura 3: Gréfica de los datos del tiempo de procesamiento de la funcién a(n).
Elaboracién propia.

Esto nos permite concluir que a medida de que se computen valores para n > 10000; el coste compu-
tacional tendrd un aumento considerable, por ejemplo: para los primeros 20,000 valores de n el tiempo
de procesamiento es de 563.218 segundos lo cual representa el 381.24 % en comparacién al tiempo que
conlleva procesar los primeros 10,000 valores de n. La funcién a(n) es entonces una expresién invia-
ble en la practica computacional, no obstante, tiene un orden de complejidad algoritmico menor al
orden factorial O(n!) como el que maneja la férmula de Willans (1964); la cual se basa en el teorema
de Wilson y por ende hace uso de la operacién factorial.
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6. Conclusiones

Se encuentra una alternativa a las clases de funciones generadoras de primos de Ribenboim
(1996) pues se obtuvo una expresion matematica a(n) que produce tinicamente primos y ceros
con la caracteristica de que si a(n) = n entonces n es primo, de lo contrario a(n) = 0 si n es
compuesto.

La férmula propuesta no estd basada en el teorema de Wilson como le sucede a la propuesta por
Willans (1964), Por lo tanto; la expresién presentada en este trabajo excluye de su estructura a
la operacién factorial.

La funcién presentada en este trabajo no genera al enésimo nimero primo de tal manera que
f(n) = Pn, como le sucede a las expresiones de Willans (1964) o de Gandhi (1971) la cual
depende de la funcién Mobius p(n), sin embargo, se logra obtener una férmula que corresponde
a la funcién caracteristica de nimeros primos multiplicada por los nimeros naturales: a(n) =
nxP(n).

Se logra también desarrollar una férmula para la funcién divisor d(n); la cual arroja el ntimero
de divisores de 1, y cuya estructura es simple, al manejar la operacién resta, y las funciones:
techo y parte fraccionaria.

La funcién a(n) maneja operaciones elementales como: resta, multiplicacién, divisién y las fun-
ciones: piso, techo y parte fraccionaria.

No es una tarea sencilla encontrar funciones matematicas que arrojen valores primos y ceros
como es el caso del trabajo expuesto, por ende se recomienda buscar mejoras y derivaciones de
la funcién hallada con el firme objetivo de optimizar recursos computacionales al disminuir su
complejidad algoritmica.
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