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Resumen: El objetivo de este articulo es proporcionar al lector una introduccién a ciertas clases de
sistemas dindmicos. A saber, sensitivos, multi-sensitivo, cofinitamente sensitivo, thick sensitivo, sin-
déticamente sensitivo, thickly sindéticamente sensitivo. Ademads, presentar un estudio y analizar la
relacién que existe entre los tipos de sistemas mencionados con anterioridad y los sistemas dindmicos
compacto transitivo introducidos en [8].

Palabras Clave: Sensibilidad, sistema dindmico, caos, cofinitamente sensitivo, multisensitividad.

Abstract: The objective of this article is to provide the reader an introduction to some kinds of dyna-
mical systems. Namely, sensitive systems, multi-sensitive, cofinite sensitive, thickly sensitive, synde-
tically sensitive, thickly syndetically sensitive. We also present a study and analyzed the relationship
between the types of system mentioned above and the dynamical systems transitive compact intro-
duced in [8].

Keywords: Sensitivity, dynamic system, chaos, cofinitely sensitive, multi-sensitivity.

1. Introduccion

El presente trabajo se desarrolla en el area de la matemadtica denominada Dindmica topolégica. En
este articulo los sistemas dindmicos que estudiaremos son los sistemas dindmicos discretos. De ma-
nera abstracta, un sistema dindmico discreto serd una pareja (X, f), donde X es un espacio métrico
compacto, conexo con mds de un elementoy f : X — X es una funcién continua y suprayectiva. En
la actualidad, se han desarrollado algunas publicaciones, por mencionar, vea por ejemplo [3, 4, 5, 15].

Hasta ahora, atn no hay una definicién matematica que se acepte universalmente para el caos, sin
embargo se sabe que dos de las nociones para entender un sistema caético son la transitividad y la
sensitividad [10]. Por tal motivo, a través del tiempo, han surgido nociones relacionadas con la tran-
sitividad y nociones relacionadas con la sensibilidad. En 1971, Ruelle introdujo la primera definicién
de sensitividad [16]. De forma intuitiva, un sistema dindmico es sensitivo si arbitrariamente cerca a
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cualquier punto de inicio existe al menos otro punto tal que alguna de sus iteraciones bajo la funcién
se aleja de la iteracion correspondiente del punto con el que se inici6. Dada la importancia de los
sistemas dindmicos sensitivos, empezaron a surgir otras nociones relacionadas con la sensitividad,
como: sensitividad Li-Yorke [1], sensitividad thick sindética [13], sensitividad sindética [17], sensiti-
vidad cofinita [17] y multi-sensitividad [17]. Dada la relevancia y utilidad de los sistemas transitivos
y sensitivos para tratar de entender el caos, se buscan nociones relacionadas con este tipo de sistemas.
Recientemente, en 2016, W. Huang, D. Khilko, S. Kolyada y G. Zhang en [8], estudian un tipo de siste-
mas dindmicos transitivos, a saber, los sistemas dindmicos compacto transitivos; analizan la relacién
de estos nuevos sistemas con los sistemas del tipo transitivos y con los sistemas del tipo sensitivos.

En este trabajo nos enfocamos en analizar varios conceptos relacionados con la sensibilidad sobre un
sistema dindmico discreto y a ver su relacién entre estos conceptos, este trabajo estd basado en [11].
Cabe mencionar que aunque los resultados expuestos en este escrito son conocidos este posee origi-
nalidad en cuanto a su escritura y presentacion la cual se hace en forma detallada, con la finalidad
dé lograr su accesibilidad a un mayor ntimero de lectores qué se interesen en estos temas. Por este
motivo, este trabajo esta dividido en seis secciones. Después de la introduccién, en la seccién 2, expo-
nemos algunos conceptos y notaciones que se utilizan durante el escrito. La seccién 3 estd dedicada
al anélisis de propiedades generales de los conjuntos cofinito, thick, sindético, etc. En la seccién 4, se
describen las relaciones entre los sistemas dindmicos que estamos estudiando. La seccién 5 trata sobre
los sistemas compacto transitivos. Finalmente, en la seccién 6 se incluye la relacion entre los sistemas
compacto transitivos y sistemas de tipo sensitivos.

2. Preliminares

En esta seccién presentamos los conceptos basicos que se utilizan durante el desarrollo de este traba-
jo. También introducimos la notacién y terminologia que usaremos frecuentemente. Como es usual,
denotaremos por N, R, Z, Z, al conjunto de los niimeros naturales, los ntimeros reales, los niimeros
enteros y los niimeros enteros no negativos, respectivamente. Ahora, si X es un espacio métrico y
f: X — X esuna funcién, establecemos la siguiente notacién: f 0 denotara la funcién identidad sobre
X, idx, paracadan € N, f" es f compuesta con f"~!, es decir:

fn — f o fnfl'

Ademads, dados n € Ny A C X, la preimagen de A bajo f" se indica por f™"(A) ysiz € X, la
preimagen de {z} bajo f la representamos por f~!(z). Si A C X no vacio y acotado, se define el
didgmetro de A, denotado por didam(A), como:

didm(A) = sup{d(z,y) : =,y € A}.
A continuacién presentamos uno de los conceptos importantes en este trabajo.

Definicién 1
Un sistema dindmico discreto es una pareja (X, f), donde X es un espacio métrico compacto, co-
nexo, con mas de un elementoy f : X — X una funcién continua y suprayectiva.

En este trabajo para referirnos a un sistema dindmico discreto diremos solamente sistema dinamico.
Se sabe que el objeto principal de estudio de los sistemas dindmicos discretos son las 6rbitas de los
puntos. En seguida presentamos dicho concepto.
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Definicion 2
Sean (X, f) un sistema dindmico y = € X. Se define la 6rbita de x bajo f, denotada por O(z, f),
como el conjunto:

O(z, f) = {f"(2) : n € Z4} = {z, f(2), (), (2),...}.

La interpretacién que se le da a el conjunto O(z, f) es la siguiente: En el tiempo n = 0 un objeto se
encuentra en la posicién z; en el tiempo n = 1 el objeto ahora a cambiado de posicién y se encuentra
en la posicién f(x); en el tiempo n = 2, el objeto nuevamente a cambiado de posicion y ahora se
encuentra en f2(x), etc.

En seguida presentamos algunos tipos de puntos asociados con f.
Definicion 3
Sean (X, f) un sistema dindmico y € X. Decimos que z es un:
1. Punto fijo si f(x) =

2. Punto periddico si existe n € N tal que f"(z) = z, al min{n € N : f"(z) = 2z} se le llama
periodo de x.

3. Punto transitivo si O(x, f) es un conjunto denso en X.

4. Punto casi-periddico si para cada vecindad U, de z, existe k € N tal que

{f'(@), f (@), .., @I N Uz #0,
para todo [ € N.

5. Punto pre-periédico si existen n, k € N, tales que f*(f"(z)) = f*(z).

Denotamos como Per(f), Fix(f) y Tran(X, f), al conjunto de los puntos periédicos de f, al conjunto
de puntos fijos de f y al conjunto de los puntos transitivos de f, respectivamente.

En la Figura 1 se muestra geométricamente el comportamiento de un punto fijo, un punto periédico

y un punto pre-periédico.
) /} fn fn+1 fn+2(x).
ol

n+k—1 x
f or K_/(')' . s./.f”+3(x)

(a) Punto fijo (b) Punto periédico (¢) Punto pre-periédico

Figura 1: Comportamiento geométrico.

Observacion 1
Sean A C Ry f: A — A una funcién continua. Para obtener geométricamente los puntos fijos
de f se grafica la funcién f y la funcién identidad en A. Los puntos de interseccién de ambas
graficas son los puntos fijos de f.

En la dindmica topoldgica, existen funciones que determinan sistemas dindmicos muy interesantes
y que ayudan a entender de alguna manera el comportamiento que se puede generar, ademas tales
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funciones son ttiles para comprender la dinamica de otras funciones mas complicadas. Uno de los
ejemplos clasicos de sistemas dindmicos discretos es la funcién tienda.

La funcion tienda, T : [0,1] — [0, 1], esta definida como:
2z, si x € [0, %] ;
T(x) =
2-2z, si z€[31],

para cada x € [0, 1]. En la Figura 2 se muestra geométricamente la grafica de dicha funcién.

1,,

1

Figura 2: Gréfica de la funcién tienda.

Obtengamos los puntos fijos de la funcién 7', es decir, los puntos z € [0, 1] tales que T'(z) = z.
Para eso consideremos los siguientes casos:

Caso 1. z € [0, 3. En este caso, T(z) = 2. Luego, 2z = z esto implica que z = 0.

Caso2. z € [%, 1]. En este caso T'(z) = 2 — 2z. Luego, 2 — 2z = z, esto implica que 2 = 3z, de
donde z = %

Por lo tanto, los puntos fijos de la funcién 7', sonx = 0y « = % En la Figura 3 presentamos
geométricamente los puntos fijos de la funcién.

1,,

>

1

wiot ———— —

0

Figura 3: Puntos fijos de la funcién tienda.
—

A continuacién definimos algunos sistemas dindmicos conocidos en esta drea de la matematica y de
nuestro interés.

Definicion 4
Sea (X, f) un sistema dindmico discreto. Se dice que (X, f) es:

1. Exacto si para cada subconjunto abierto no vacio U de X, existe k € N tal que f*(U) = X.
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2. Mezclante si para cualesquiera dos subconjuntos abiertos, no vacios U, V' de X, existe N €
N tal que f*(U) NV # (), para todo k > N.

3. Débilmente mezclante si para cualesquiera Uy, Us, V1 y Vo subconjuntos abiertos no vacios
de X, existen € Ntalque Uy N f~"(V1) # 0y Us N f"(Va) # 0.

4. Transitivo si para cualesquiera dos subconjuntos U, V' abiertos no vacios de X existe n € N
talque U N f~(V) # 0.

5. M-sistema si el sistema es transitivo y el conjunto de los puntos casi-periédicos es denso
en X.

6. Cadtico si (X, f) es transitivo y Per(f) es denso en X.

En seguida mostramos algunas propiedades de la funcién tienda, las cuales estan planteadas en [14,
pag. 39].

Consideremos el sistema dindmico ([0, 1], 7") donde T" se defini6 en el Ejemplo 1. Se cumple que:
1. ([0,1],T) es exacto;
([0,1],T") es mezclante y

2.
3. ([0,1],T) es cadtico.
—

Para poder definir mads tipos de sistemas dinamicos discretos introducimos los siguientes conjuntos.

Definicion 5
Sean (X, f) un sistema dindmico, z € X, U y V subconjuntos abiertos no vacios de X y ¢ > 0.
Se definen los siguientes conjuntos:
1. N¢(z,V)={n€Zs: f*(z) e V}.
2. Ny(U,V)={n€eZy: frU)NV #0}.

3. N¢(U,6) ={n € Zy : existen z,y € U tales que d(f"(z), f"(y)) > d}.

A continuacién enunciamos algunas observaciones que se obtienen inmediatamente de la Definicién
5.

Observacion 2
Sean (X, f) un sistema dindmico, U, U;, V' y V1, subconjuntos abiertos no vacios de X y § > 0.

1. SiU C V, entonces Nf(U,0) € Nf(V,6).
2. 51U CU;yV C Vi, entonces N¢(U, V) C N¢(Uy, V1).

En seguida, se muestra un ejemplo de los conjuntos dados en la Definicién 5.
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Sean (X, f) un sistema dindmico discreto, x € X, U y V subconjuntos abiertos no vacios de X
y 6 > 0. Suponiendo que la 6rbita de x tiene un comportamiento como el que se muestra en la
Figura 4, se obtiene que {3,4,6} C Ny (z, V). Por otro lado, de la Figura 5 se visualiza el conjunto
N¢(U,V). Supongamos que las iteraciones de U se comportan como en la Figura 5. Por lo tanto,
podemos concluir que al menos {2,3} C N (U, V). Finalmente, de la Figura 6 se observa que
2 € N¢(U,d), pues existen z y y en el conjunto U tales que d(f?(z), f*(y)) > 6

I

=0

Figura 4: Diagrama para obtener el conjunto N (z, V)

.e..

Figura 5: Diagrama para obtener el conjunto N¢(U, V).

fA(x)e
f(x)e

fwse f(y)e

Figura 6: Diagrama para obtener el conjunto Ny (U, 6).

El siguiente resultado, Proposicién 1, nos sera ttil para mostrar otro ejemplo del comportamiento de
los conjuntos presentados en la Definicién 5.

Proposicion 1

Sean (X, f) un sistema dindmico, U y V' subconjuntos no vacios de X y n € N. Se cumple que

Unf~(V)#0siysolosi f*(U)NV # (.
Demostracién. Supongamos que U N f~(V) # (. Luego, existe x € X talquez € Uy z € f~"(V).
Asi, f*(x) € f*(U). Esto implica que f™(x) € V. Por lo tanto, f*(U) NV # (. Ahora, supongamos que
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JMU)NV # 0. Luego, existey € X talquey € f*(U) y y € V. Es decir, existe z € U tal que f"(z) = .
Luego, f"(z) € V. Asi, z € f~™(V). Por lo tanto, U N f~™(V') # 0.

O]

En el Ejemplo 4, con la ayuda de la Proposicién 1, calculamos los conjuntos dados en la Definicién 5
para un sistema dindmico en particular.

Ejemplo 4

Consideremos el intervalo cerrado [0, 1] con la métrica del subespacio de la recta real y el sistema
dindmico ([-1,1], f), donde f esta definida por f(z) = 23, para cada = € [-1,1].

—
1 14 .
Sean zp = 5Y W = <3, 5). Determinemos N¢(xo, W). Notemos que:
1\ 1 1 N 1 1 1 1 1\ 1
0 — = — 1 — = — = — 2 — = — g — = — = —
rla)=e )= =e )= () =r(0)-() ==
Asi é,;—S ¢ W.Luego, 1,2 ¢ Ny(xg, W). De esta manera se puede notar que N ¢ Ny(xq, W). Por
lo tanto, N¢(xo, W) = {0}. Ahora, consideremos los subconjuntos U = <i, ;) yV = <—;, ;) de
[—1,1]. Determinemos N (U, V). Observemos que:
0 11 2 3 3)3 1 1
oy = (75 F(U) = F(F0) = £ (U%) = 0% = (3559
1 1 1 1
P =0 =(g5) P = 5P = £ (0%) = 0 = (7 7 )

Luego, fO(U)NV # 0, fL{U)NV £0, f2U)NV # By f3(U) NV # 0. En consecuencia N;(U,V) =
0,1,2,3,...).

Proposicion 2

Sean (X, f) un sistema dinamico, U subconjunto abierto no vacio en X, n,m € Z, y § > 0. Si
m+mn € Ny(f~"(U),6), entonces m € Ny(U,9).

Demostracién. Supongamos que n +m € Ny(f~"(U), ). Esto implica que existen z,y € f~"(U) tales
que:

d(f™ " (@), " (y)) > 6,

equivalentemente,

d(f™ (" (), " (" () > 6. (1)

Por otro lado, como z,y € f~"(U) se tiene que f"(x), f"(y) € U. Por lo tanto, de (1), se concluye que
m € Nf(U, 5)

O
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3. Propiedades en general

En esta seccién presentaremos algunas relaciones que se tienen entre los conjuntos thick, cofinito,
sindético y thickly sindético, conceptos necesarios para definir més clases de sistemas dindmicos.

Definicion 6
Sea A C Z.. Se dice que el conjunto A es:
1. Cofinito si existe k € N tal que {k,k+1,k+2...} C A
2. Thick si para cadap € N, existe n € N tal que {n,n+1,...,n+p} C A.
3. Sindético si existe m € N tal que para todo ! € N se cumple que {l,I+1,...,l+m}NA# 0.

4. Thickly sindético si paracadan € N, {i e N: {i,i+1,...,i+n} C A} es sindético.

En el Ejemplo 5 se muestran algunos ejemplos de los conjuntos dados en la Definicién 6.

Seanm € Zy y B C Z. Se cumple que el conjunto:

1. A={n € N:n > m} es cofinito.

A = {n € N: nno es divisor de m} es cofinito.

Si B es finito, entonces el conjunto A = N\ B es cofinito.
A = {n € N : n es un nimero par} es sindético.

A = {n € N: n es un nimero impar} es sindético.

o Gk N

A = {n € N: n es un multiplo de m} es sindético.
—

Los conjuntos dados en la Definicién 6 poseen propiedades interesantes. Una prueba de los siguientes
resultados, Proposicion 3 y Proposicién 4, puede encontrarla en [12].

Proposicion 3
Sean A y B subconjuntos de Z tales que A C B. Si A es thick, entonces B es thick.

Proposicion 4
Sea A C Z.. Si A es cofinito, entonces A es thick.

Proposicion 5
Sea A C Z.. Si A es cofinito, entonces A es thickly sindético.

Demostracion. Supongamos que A es cofinito. Demostremos que A es thickly sindético. Sea n € N.
Veamos que el conjunto {i € N : {i,i +1,...,i+n} C A} es sindético. Por hipétesis, existe k£ € N tal
que

{k,k+1,k+2,..} CA (2)
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Sea | € N. Veamos que:
{LI+1,. . l+kn{ieN:{i,i+1,...,i+n} C A} #0.
De (2), se tiene que:
{k,k+1,..} C{ieN:{i,i+1,...,i+n} C A} (3)
Ademés,
l+ke{l,i+1,....,l+k} v l+ke{kk+1,.. .}
Asi, {l,l+1,...,1+k}n{k,k+1,...} # 0. Luego, por (3), se obtiene que:
{LI+1,..l+kn{ieN:{i,i+1,...,i+n} C A} #0.

Por lo tanto, A es thickly sindético.

Proposicion 6
Sean Ay B subconjuntos de Z . Si A es sindético y B es thick, entonces AN B # ().

Demostracion. Supongamos que A es sindético y B es thick. Como A es sindético, existe [y € N tal que,
para todom € N,

{m,m+1,...,m+Il}NA#Q. (4)
Por otro lado, como B es thick y Iy € N, existe mg € N tal que:

{mo,mo+1,...,mo+ 1o} C B. (5)
De (4), aplicado a mg se cumple que:

{mo,mo+1,...,mg+ 1o} NA#. (6)
Asi, de (5), se obtiene que:

{mo,mo+1,...,mo+1lo}NAC BNA.

Por lo tanto, de (6) se concluye que B N A # ().

Ejemplo 6

Por la Proposicién 4 se obtiene que 1, 2 y 3 del Ejemplo 5, son conjuntos thick y conjuntos thickly

sindético.
[

Una propiedad que cumplen los conjuntos que son thickly sindéticos es la siguiente.

Proposicion 7

Sean Ay B subconjuntos de Z,. Si Ay B son thickly sindéticos, entonces A N B es thickly
sindético.
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Demostracion. Supongamos que Ay B son thickly sindéticos. Probemos que AN B es thickly sindético.
Sea n € N. Veamos que el conjunto

{ieN:{i,i+1,...,i+n} CANB}

es sindético. Como A es thickly sindético, se tiene que el conjunto {i € N : {i,i+1,...,i+n} C A}
es sindético. Luego, existe m; € N, tal que para todo [ € N, se satisface que:

{LI+1,..l+mipn{ieN:{i,i+1,....i+n} C A} #0. (7)
De manera similar, como B es thickly sindético, para n + m; se tiene que el conjunto {i € N : {i,7 +
1,...,i+n+mi} C B} essindético. Por lo tanto, existe mg € N, tal que para todo I’ € N, se tiene que:
{0 +1,... 0 +moyn{ieN:{i,i+1,...,i+n+mi} C B} #0. (8)

Definamos m = m; + ma. Sea k € N. Veamos que:
{k,k+1,...;k+m}n{ieN:{i,i+1,...,i+n} CANB} #0.

De (8) aplicado a k, se obtiene que:
{k,k+1,...0k+metn{ieN:{i,i+1,...,i+n+my} C B} #0.

Es decir, existe k + jcon j € {0,1,...,mo}talquek+j e {i e N: {i,i+1,...,i+n+my} C B}.
Luego,

{k+7,k+5+1,....k+j+n+m} CB. (9)
Por otro lado, de (7) aplicado a k + j, se obtiene que
{k+j,k+7+1,...;k+j+mipn{ieN:{i,i+1,...,i+n} C A} #10.

Es decir, existe k + j +s,cons € {0,1,...,m;} talquek+j+se{i e N: {i,i+1,...,i+n} C A}
Luego,

{k+j+s,k+j+s+1,....k+j+s+n} CA. (10)
Ahora, como s € {0,1,...,m;}, obtenemos que:
{(k+j+sk+j+s+1,. . k+j+s+ntCl{k+jk+i+1,....k+j+n+m}.
De donde, por (9), se tiene que:
{k+j+sk+j+s+1,....k+j+s+n} CB.

Asi, de (10), se sigue que, {k +j +s,k+j+s+1,....k+j+ s+ n} C AN B. Esto implica que
k+j+se{ieN:{i,i+1,...,i+n} CANB}. Ademas, k+j+s e {k,k+1,...,k+ m}. Luego,

{k,k+1,...;k+m}n{ieN:{i,i+1,...;i+n+m} C AN B} #0.

Por lo tanto, A N B es thickly sindético.

Como consecuencia de la Proposicién 7, se obtiene el Corolario 1.
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k
Corolario 1 Siparacadai € {1,2,...,k}, A; C Z; es thickly sindético, entonces ﬂ A; es thickly
i=1
sindético.

A continuacién presentamos mas clases de sistemas difiamicos discretos.

Definicion 7
Sea (X, f) un sistema dindmico discreto. Se dice que el sistema dinamico discreto (X, f) es:
1. Sensitivo o sensible a las condiciones iniciales si existe 0 > 0 tal que para todo x € X y para todo

abierto U en X conz € U, existen y € U y k € N tales que d(f*(z), f*(y)) > 9. A la constante
0 se le llama constante de sensibilidad de f.

2. Li-Yorke sensitivo si existe 6 > 0 tal que para todo x € X y para todo abierto U en X conx € U,
existe y € U tal que:

liminfd(f"(x), f"(y)) =0 vy limsupd(f"(z), f"(y)) > 4.

n—o0 n—oo

3. Multi-sensitivo si existe 6 > 0 tal que para cualesquiera abiertos Uy, Us, . . ., Uy no vacios en X se
k
tiene que ﬂ N¢ (Ui, 9) # 0.
i=1
4. Cofinitamente sensitivo si existe 6 > 0 tal que para cada abierto no vacio U en X, se tiene que
N¢(U, 0) es cofinito.

5. Thick sensitivo si existe § > 0 tal que para cada abierto no vacio U en X, se tiene que N¢(U, 6) es
thick.

6. Sindéticamente sensitivo si existe 6 > 0 tal que para cada abierto no vacio U en X, se tiene que
Ny (U, 9) es sindético.

7. Thickly sindéticamente sensitivo (TSS) si existe 6 > 0 tal que para cada abierto no vacio U en X,
se tiene que Ny (U, 0) es thickly sindético.

Observacion 3
Con respecto a la definicién 1, dada en la definicién 7 se tiene que en términos practicos, que
[ sea una funcién sensitiva implica que si se usan sus iteraciones para modelar el comporta-
miento a largo plazo, entonces cualquier variaciéon de las condiciones iniciales puede dar lugar
a grandes diferencias entre el comportamiento previsto. La sensibilidad de una funcién, es un
ingrediente clave del caos para sistemas dindmicos (vea [6]).

A continuacién presentaremos un ejemplo de un sistema dindmico sensible. Posteriormente, daremos
un ejemplo de los demés tipos de sistemas.

Ejemplo 7

Consideremos el sistema dindmico (X, f), donde X = [0, 1] es el intervalo cerrado considerado
con la métrica del subespacio de la recta real y la funciéon f: X — X dada por f(z) = 2z, para
cada z € X. Se tiene que el sistema (X, f) es sensitivo. En efecto, sean ¢ > 0, z,y € [0, 1] tal que

|z — y| = e. Dado que la sucesion {2"},,cn no es convergente (vea [2, pag. 431]) existe N, € N
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tal que, para cada n > N, se sigue que

2" > N.. (11)
Sea ng > N.. Asi, por definicién de la funcién se obtiene que

[f"0 (@) = [yl = 2" e —y| = 2" - e (12)
En consecuencia, por (11) se sigue que

| (x) = f*(y)| > Ne - € > Ne. (13)

Finalmente, de (13) tenemos que |f™ (z) — f™(y)| > Ne. Asi, considerando 6 = N, se obtiene
lo deseado.

Ejemplo 8

Sea X un espacio métrico, compacto y conexo. Consideremos idy : X — X la funciénidentidad.
Se tiene que (X, idx ) no es sensitivo.

La Proposicion 8, muestra una equivalencia de sistema dindmico sensitivo, la cual nos sera ttil en la
prueba de la Proposicién 10.

Proposicion 8

Sea (X, f) un sistema dindmico discreto. Las condiciones siguientes son equivalentes:
1. (X, f) es sensitivo.

2. Existe § > 0, tal que para todo subconjunto abierto no vacio U de X, el conjunto N;(U, ) #
0.

Demostracion. Veamos que (1) implica (2). Supongamos que (X, f) es sensitivo, con constante de
sensitividad 1. Sea 6 = d1. Veamos que para todo subconjunto abierto no vacio U de X, el conjunto
N¢(U, 6) # 0. Para esto, sea U un subconjunto abierto no vacio de X. Como U es no vacio, existe z € X
tal que x € U. Por hipétesis, existen y € U y n € N tales que d(f"(x), f"(y)) > 0. Asi,n € Ny (U,0).
Por lo tanto, Nf(U,d) # 0. La prueba de (2) implica (1), la haremos por contrareciproco. Es decir,
supongamos que no se cumple (1) y probaremos que no se cumple (2). Para esto, sean (1) y (2')
como sigue:

(1). Para todo 6 > 0, existen x € X y un subconjunto abierto no vacio U de X con z € U, tales que
para todo y € U y para todo n € N, se cumple que d(f"(x), f"(y)) < 0.

(2). Paratodo ¢ > 0, existe un subconjunto abierto no vacio U de X tal que el conjunto N (U, d) = 0,
es decir, para todo z,y € U y para todo n € N, se tiene que d(f"(z), f"(y)) < 4.

Asf, s6lo basta verificar que (1”) implica (2”). Supongamos que se cumple (1”) y veamos que se cumple
(27). Para eso, sea 6 > 0. Por hipétesis, para g, existen € X y un subconjunto abierto no vacio U de
X conz € U, tal que para todo y € U y para todo n € N se cumple que:

J
d(f"(2), f*(y)) < 5- (14)
Sean z,w € U y k € N. Aplicando (14), a los puntos z, w resulta que:
J J
d(ff @), ff) <5y df(@), ffw) < 5. (15)
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Luego,
d(f*(2), fF(w)) < d(f*(2), () + d(fF (@), fF(w)).
Asi, por (15), se satisface que:

A ) < 24 5 =6

Con todo, se cumple (2"). Por lo tanto, (2) implica (1).

4. Relaciones entre los tipos de sensibilidad

En esta seccién mostramos las relaciones que se tienen entre los sistemas dindmicos de tipo sensitivo.
Asi como también se dan condiciones para que algunos de estos tipos de sistemas sean equivalentes.
Lo cual nos ayuda a verificar las relaciones entre estos y los sistemas de tipo compacto transitivo.

Proposicion 9
Sea (X, f) un sistema dindmico discreto. Si (X, f) es cofinitamente sensitivo, entonces (X, f) es
thickly sindéticamente sensitivo.

Demostracion. Supongamos que (X, f) es cofinitamente sensitivo. Veamos que (X, f) es thickly sindé-
ticamente sensitivo. Para esto, sea U un subconjunto abierto no vacio en X. Por hipétesis, existe § > 0
tal que N (U, 9) es cofinito. Luego, por la Proposicién 5, se tiene que N (U, §) es thickly sindético. Por
lo tanto, (X, f) es thickly sindéticamente sensitivo.

O

Proposicion 10

Sea (X, f) un sistema dindmico discreto. Si (X, f) es thick sensitivo, entonces (X, f) es sensitivo.

Demostracion. Supongamos que (X, f) es thick sensitivo con constante de sensitividad § > 0.Sea U un
subconjunto abierto no vacio en X. Por hipétesis N¢(U, ¢) es thick. Luego, N¢(U, ) # 0. Finalmente,
por la Proposicion 8, se concluye que (X, f) es sensitivo.

O

Para probar el Teorema 2 antes mencionaremos el siguiente Teorema 1 el cual fue tomado de [7] y
adaptado para nuestros fines.

Teorema 1
Sea (X, f) un sistema dindmico discreto. Las condiciones siguientes son equivalentes:

1. (X, f) es débilmente mezclante.

2. Para cada Uy, Us, V1 y V> abiertos no vacios en X, existen subconjuntos abiertos no vacios
Uy V,en X tales que:

N¢(U,V) € Np(U1, V1) N Ny (Ua, V2) 'y Ny(U, V) # 0.
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3. Para cada k € Ny para cualesquiera abiertos no vacios Uy, ...,U, y Vi1, ..., V} de X, existe
n € Zy4 talquen € ﬂle N¢(U;, V3).

4. Para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y V de X, se cumple que el conjunto
Ny (U, V) es thick.

5. Para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y V de X, existe n € N tal que:

UNf(U) £0yUn (V) #0.

Teorema 2

Sea (X, f) un sistema dindmico discreto. Si (X, f) es débilmente mezclante, entonces (X, f) es

thick sensitivo.
||

Demostracion. Supongamos que (X, f) es débilmente mezclante. Probemos que (X, f) es thick sen-
sitivo. Sean 0 € (0,didm(X)/4) y W un abierto en X. Veamos que N;(W,J) es thick. Como ¢ > 0,
existen g, yp € X tales que:

diém(X) -0 < d(:IZ(), yo).
didm (X)
4

Dado que § < , se tiene que 40 — § < diam(X) — ¢ < d(zo,yo). Luego,

30 < d(wo,yo). (16)

Sean U = B(x0,0) y V = B(yo,6).Seanx € U y y € V. Por la desigualdad del tridngulo se tiene que:
d(zo,y0) < d(wo, ) + d(z,y) + d(y, yo)-

Asi, por (16), resulta que:
30 < d(xo,y0) <0 +d(x,y) + 6.

Esto implica que 6 < d(z,y). Dado que x y y son puntos arbitrarios de U y V, respectivamente, se
concluye que para todoz € U y paratodoy € V,

§ < d(z,y). (17)

Ahora, puesto que (X, f) es débilmente mezclante por el inciso (2) del Teorema 1, para los conjuntos
abiertos U,V y W, existen abiertos U’ y V'’ no vacios en X tales que:

N{(U', V') 0y Ny (U', V') € Np(W,U) A Np(W, V). (18)

Probemos ahora que N¢(W,U) N Np(W,V) C N;(W,0). Para esto sea n € Ng(W,U) N Ny(W,V).
Demostraremos que

n € N¢(W,d). (19)
Es decir, veamos que:

n € Zy y existen z,y € U tales que d(f"(z), f"(y)) > 4.
Como n € Ny(W,U) N N¢(W,V) se tiene que W N f~"(U) # 0y W n f~"(V) # 0. Luego, de la
Proposicién 1, obtenemos que:

frW)nU #£0y f"(W)nVv #0.
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Por lo tanto, existen x,y € W tales que:
@) eUy f(y) e V.
De (17), obtenemos que d(f"(z), f"(y)) > J. En consecuencia (19) queda probado. Por lo tanto,
Ny(W,U) N Ng(W, V) C N¢(W,0). (20)
Finalmente, por (18) y (20) se satisface que:
N{(U", V') € Np(WW; 6).
Como (X, f) es débilmente mezclante aplicando nuevamente el inciso (4) del Teorema 1, a los con-

juntos abiertos U’ y V' resulta que N (U’, V') es thick. Luego, por la Proposicién 3, se concluye que
N¢(W, 6) es thick.

O
De la Proposicién 10 y del Teorema 2, se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 2 Sea (X, f) un sistema dindmico discreto. Si (X, f) es débilmente mezclante, entonces
(X, f) es sensitivo.

El Teorema 3 nos muestra la relacién que existe entre la clase de los sistemas thickly sindéticamente
sensitivo y los multi-sentitivos.

Teorema 3

Sea (X, f) un sistema dindmico discreto. Si (X, f) es thickly sindéticamente sensitivo, entonces

(X, f) es multi-sensitivo.
—

Demostracion. Supongamos que (X, f) es thickly sindéticamente sensitivo con constante de sensitivi-

dad ¢ > 0. Veamos que (X, f) es multi-sensitivo. Sea k € N.Parai € {1,2...,k}, sea U; un subconjunto
k

abierto no vacio en X. Veamos que ﬂ N¢(Ui, 6) # 0. Por hipétesis, para cada i € {1,...,k}, se tiene
i=1

k
que N;(U;, 9) es thickly sindético. En consecuencia, por el Corolario 1, se deduce que ﬂ N¢(Ui, ) es

i=1
thickly sindético. Asi, se concluye que:

k
() Ny (Ui, 6) #0.

i=1

Por lo tanto, (X, f) es multi-sensitivo.

Teorema 4

Sea (X, f) un sistema dindmico discreto. Si (X, f) es multi-sensitivo, entonces (X, f) es thick

sensitivo.
I
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Demostracion. Supongamos que (X, f) es multi-sensitivo con constante de sensitividad ¢. Verifique-
mos que (X, f) es thick sensitivo. Sea U un subconjunto abierto y no vacio en X. Veamos que Ny (U, 6)
es thick. Sea k € N. Veamos que existe n € N tal que {n,n + 1,...,n + k} C N¢(U,J). Para cada
i€{0,1,...,k} sea

U; C f74(U) tal que didm(f’(U;)) < 6, paracada j € {0,1,..., k}. (21)
k
Como (X, f) es multi-sensitivo, se tiene que ﬂ N¢(U;, 0) # 0. Luego, existel € Ntalquel ﬂf:o Ny (U, 0).
i=0

Asi,

l € N¢(U;,0), paratodoi € {0,1,...,k}.
Luego, para cada i € {0,1,...,k}, existen z;,y; € U; tales que d(f!(x;), f'(y;)) > 4. Por el inciso (3)
de la Observacion 2 y de (21), se obtiene que:

k
Le (N (f7H(U),0). (22)
=0
Nuevamente de (21), se deduce que [ > k. Luego, | —i +i € Ny(f~*(U),§). Por la Proposicién 2 y
(22), resulta que | —i € N¢(U;,6), paratodoi € {0,1,...,k}. Luego,
{l,1=1,...,1 =k} C Ng(U,9).

Asi, haciendo n = | — k > 0, se concluye que {n,n + 1,...,n+ k} C N¢(U,J). Por lo tanto, N¢(U, 6)
es thick.

0
Del la Proposicién 10 y del Teorema 4, se obtiene el siguiente resultado.
Corolario 3 Sea (X, f) un sistema dindmico discreto. Si (X, f) es multi-sensitivo, entonces (X, f)
es sensitivo.
Una prueba alternativa del Corolario 3, que puede servir al lector, es la siguiente.
Teorema 5
Sea (X, f) un sistema dindmico discreto. Si (X, f) es multi-sensitivo, entonces (X, f) es sensitivo.
I

Demostracion. Supongamos que (X, f) es multi-sensitivo, con constante de sensitividad § > 0. Demos-
tremos que (X, f) es sensitivo aplicando la Proposicién 8. Sea U un subconjunto abierto y no vacio en
X.Sean k € Ny U; = U, paratodoi € {1,2,...,k}. Por hipétesis

k

() Ny (Ui, 6) #0.

i=1
Esto implica que, N¢(U, ¢) # 0. Asi, se tiene que (X, f) es sensitivo.
U

El Teorema 6 nos indica que si el espacio X coincide con el intervalo [0, 1], entonces el sistema dina-
mico sensitivo es cofinitamente sensitivo. Una prueba de dicho resultado la puede consultar en [17,
Teorema 2].
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Teorema 6

Sea ([0, 1], f) un sistema dindmico discreto. Si ([0, 1], f) es sensitivo, entonces ([0, 1], f) es cofi-

nitamente sensitivo.
I

Como consecuencia del Teorema 6 y de la Figura 7, se obtiene el corolario siguiente.

Corolario 4 Sea ([0, 1], f) un sistema dindmico discreto. Los enunciados siguientes son equiva-
lentes:

1. ([0, 1], f) es cofinitamente sensitivo.

2. ([0,1], f) es thickly sindéticamente sensitivo.

3. ([0,1], f) es multi-sensitivo.

4. ([0,1], f) es thick sensitivo.

5. ([0, 1], f) es sensitivo.

En la Figura 7 se muestran relaciones que se cumplen entre los sistemas dindmicos de tipo sensitivo.
La flecha significa que la clase de funciones precedente implica la siguiente.

Cofinitamente sensitivo

|

Thickly sindéticamente sensitivo — Multi-sensitivo

|

Thick sensitivo — Sensitivo

Figura 7: Diagrama que muestra las relaciones entre los sistemas diné-
micos del tipo sensitivo.

El Teorema 7 nos dice cuando algunas de las relaciones de la Figura 7 resultan ser equivalentes. An-
tes recordemos que X es un M-sistema si el sistema es transitivo y el conjunto de los puntos casi-
peridédicos es denso en X.

Teorema 7

Sea (X, f) un sistema dindmico. Si (X, f) es un M-sistema, entonces los enunciados siguientes
son equivalentes:

1. (X, f) es multi-sensitivo.
2. (X, f) es thickly sindéticamente sensitivo.

3. (X, f) es thick sensitivo.
—

Del Ejemplo 8 se sabe que el sistema dindmico (X, idx) no es sensitivo. En consecuencia de la Figura
7, se obtiene el siguiente ejemplo.

Ejemplo 9

Consideremos el sistema dindmico (X, idx), donde idx : X — X es la funcién identidad. Por
la Figura 7, se tiene que:

1. (X, idx) no es cofinitamente sensitivo.
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2. (X, idx) no es thickly sindéticamente sensitivo.
3. (X, idx) no es multi-sensitivo.
4.

(X, idx) no es thick sensitivo.
—

A continuacién, mencionamos un resultado que nos permite relacionar los sistemas dindmicos mez-
clantes con los sistemas de tipo sensitivo. Este resultado lo puede verificar en [17, Proposicién 2].

Proposicion 11

Sea (X, f) unsistema dindmico. Si (X, f) es mezclante, entonces para cualquier 6 € (0, didm(X))
se cumple que (X, f) es cofinitamente sensitivo, con constante de sensitividad 4.

De la Figura 7 y de la Proposicién 11, se obtiene la Figura 8. La flecha significa que la clase de funciones
precedente implica la siguiente.

Mezclante

|

Cofinitamente sensitivo

|

Thickly sindéticamente sensitivo — Multi-sensitivo

|

Thick sensitivo — Sensitivo

Figura 8: Diagrama que muestra las relaciones entre los sistemas dina-
micos mezclantes y del tipo sensitivo.

La prueba de la Proposicién 12 la puede consultar en [1, Proposicion 2.1]. Dicho resultado nos ayuda
a verificar otras relaciones entre estos tipos de sistemas. Antes de plantear este resultado, recordemos
que el simbolo O(z, f) denota la 6rbita del punto z bajo la funcién f (vea Definicién 2).

Proposicion 12

Sea (X, f) un sistema dindmico. Las condiciones siguientes son equivalentes:
1. (X, f) es transitivo.
2. Existe z € X tal que O(z, f) es densa en X.

Finalizamos esta seccion, con el Teorema 8, el cual establece que todo sistema dindmico thick sensitivo
y transitivo es multi-sensitivo.

Teorema 8

Sea (X, f) un sistema dindmico. Si (X, f) es thick sensitivo y transitivo, entonces (X, f) es multi-

sensitivo.
I

Demostracion. Supongamos que (X, f) es transitivo y thick sensitivo con constante de sensitividad

d > 0. Probemos que (X, f) es multi-sensitivo. Sean Uy, Us, . . ., Uy, subconjuntos abiertos no vacios de
k
X. Veamos que ﬂ N¢(U;,6) # 0. Como (X, f) es transitivo, por la Proposicion 12, existe z € X, tal
i=1
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que O(z, f) es densa en X. Luego,
Oz, f)NU; # 0, paratodoi € {1,2,...,k}.
Asi, paracadai € {1,2,...,k}, existe n; € N tal que:

f"i(z) € U;, paracadai € {1,2,...,k}. (23)
k

Definamos U = m f7"(U;). Notemos que de (23), se deduce que x € f~"(U;), para cada i €
i=1

k
{1,2,...,k}. Luego, z € ﬂ f7"(U;) = U. Asi, U es no vacio. Ademas, por la continuidad de f,

i=1
resulta que f™ es continua, para todo i € {1,2,...,k}. Asi, f~"(U;), para cada {i € {1,2,...,k}, es
k
un conjunto abierto en X. Luego, ﬂ f7"(U;) = U es un subconjunto abierto en X.
i=1
Por otro lado, notemos que para todo i € {1,2,...,k},

k
Ry = o (7905 | M) C U
j=1
En consecuencia, " (U) C U;, para todo i € {1,2,...,k}. Esto implica que U C f~"(U;). Luego, por
el inciso (1) de la Observacion 2, obtenemos que para todo i € {1,2,...,k},
Ny(U,6) C Ne(f7™(Us), ). (24)

Por otro lado, como (X, f) es thick sensitivo, se satisface que N;(U, 0) es thick. Luego, parani +--- +
ni € N, existe s € N tal que:

{s,s+1,....58+n1+ -+ n,} C N (U,D9).
Asfi, de (24), se deduce que:

{s,s+1,...,s+n1+ - +n,} C N (f"(U;),9).
Dedonde, s+n; € N¢(f~"(U;),6), paratodoi € {1,2,...,k}. Luego, porla Proposicién 2, se concluye
que s € N¢(U;,6), paratodoi € {1,2,...,k}. En consecuencia, s € ﬁNf(Ui, 9). Por lo tanto, (X, f)

i=1
es multi-sensitivo.

5. Compacto transitividad

En esta seccion se introduce la nocién del conjunto omega-limite de un punto con respecto a una
familia de Furstenberg. Dicho conjunto nos ayudard a definir los sistemas dindmicos compacto tran-
sitivo. Antes de presentar estos conceptos damos algunos conceptos que nos ayudan a definir este
tipo de sistemas. Acordemos que en este apartado denotaremos por P(Z. ) a el conjunto de todos los
subconjuntos de Z..
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Definicion 8
Un subconjunto F de P(Z.) es una familia de Furstenberg, si para cualesquiera F, Fr € P(Z)
tales que F1 C Fy y F1 € J se cumple que F» € J.

Para ilustrar la Definicién 8 veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 10

Sea A € P(Z4) tal que A # (). La familia
Fo={FePZs): ACF),

es una familia de Furstenberg. En efecto, sean Fy, F» € P(Z;) de tal manera que F; C Fb 'y
Fy € 4. Luego A C Fy C F. Asi, A C F5. Por lo tanto, F» € J 4.
—

Definicién 9
Sea (X, f) un sistema dindmico. Se define la familia Ny como sigue:

Ny ={ACZ,: existen U,V C X abiertos no vacios, tales que N;(U,V) C A}.

Observacion 4

Sea (X, f) un sistema dinamico. Para cualesquiera U y V subconjuntos abiertos no vacios en X,
se tiene que Ny(U, V) € Ny. De donde, Ny # 0.

La familia N; dada en la Definicién 9, es de Furstenberg.
En efecto, sean F1, Iy € Ny tales que Fy C Fh y F; € Ny. Luego, existen U y V' subconjuntos
abiertos no vacios en X tales que N;(U,V) C F;. Como Fy C Fy, N¢(U,V) C F. Por lo tanto,
F; e Nf.
—

Proposicion 13

Sea F' € P(Z,.). Se cumple que F N R # (), para todo R € N siy solosi F'N N¢(U,V) # 0, para
todos U y V subconjuntos abiertos no vacios en X.

Demostracién. Supongamos que F' N F’ # (), para todo F' € Ny. Sean U y V subconjuntos abiertos
no vacio de X. Por la Observacion 4, se tiene que N;(U, V) € Ny. Asi, por el supuesto, se tiene que
FNN¢(U,V) # 0. Reciprocamente, supongamos que FNN¢(U, V) # (), para todos U y V' subconjuntos
abiertos no vacfos de X. Sea F’ € Ny. Por la Definicién 9, existen subconjuntos abiertos no vacios U y
V de X, tales que Nf(U,V) C F'. Luego N;(U,V)NF C F' N F. Por hipétesis N¢(U,V) N F # {). Por
lo tanto, F' N F # ().

O]
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Definicion 10
Sea J una familia de Furstenberg. La familia dual de &, denotada por kJ, se define como:

kF ={F € P(Z+) : FN R # (), para cualquier R € F}.

Ilustramos el concepto dado en la Definicién 10 mediante los siguientes ejemplos, Ejemplo 12 y Ejem-
plo 13.

La familia dual de la familia 54 dada en el Ejemplo 10 es:

kFa={F €P(Zy): FNR#0, paratodo R € F4}
={FeP(Zs): FNA#0}
={FCZy: existeac Fyac A}.

—
La familia dual de la familia N; dada en la Definicién 9, es:
ENy ={F € P(Z4) : FN R # (), para cualquier R € Ny¢}.
Por la Proposicién 13, se tiene que:
ENy={F € P(Z4) : FQON¢(U,V) # 0, para todos U, V C X, abiertos no vacios}. (25)
—

Definicion 11
Sean (X, f) un sistema dindmico, ¥ C P(Z, ) una familia de Furstenberg y z € X. El conjunto
w-limite de x con respecto a la familia F, denotado por ws(z), se define como:

wg(xz) = {z € X : Ny(x,G) € kF, para cada vecindad G de z}.

Ejemplo 14

Sean (X, f) un sistema dindmico y x € X. Por la Definicién 11 y la Definicién 9, se tiene que:

wn;(z) = {2z € X : Ny(z,G) € kNy, para cada vecindad G de z}.

Ocupando (25) del Ejemplo 13 y el Ejemplo 14, se obtiene la siguiente observacion.

Observacion 5
El conjunto w-limite de z, respecto a la familia N se puede escribir de la siguiente forma:

wn, (7) = {2 € X : Ny(x,G) N Ny (U,V) # 0, para cada vecindad G de z

y para cualesquiera U,V C X abiertos no vacios}.

En [11, Lema 3.3.11] encontrara una prueba detallada del Lema 1.
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Lema1 Sean (X, f) un sistema dindmico débilmente mezclante, W un subconjunto cerrado y no
vacioen X y x € X.Si Ny(z, W) es sindético, entonces wy, (z) N W # 0.

Terminamos esta seccién dando el concepto de sistema dindmico compacto transitivo y mostrando
una equivalencia del mismo.

Definicion 12
Sea (X, f) un sistema dindmico. Se dice que (X, f) es compacto transitivo si para cada = € X,

existe z € X tal que N¢(z,G) N N¢(U,V) # 0, para cada vecindad G de z y para cualesquiera
abiertos no vacios U y V de X.

En la Figura 9, se muestra de manera geométrica el concepto de compacto transitividad (Definicién
12). Basicamente el concepto nos dice que, dado un punto z € X, existe un punto z € X, tal que para
cualquier vecindad de z, digamos G' como se muestra en la Figura 9, y cualesquiera dos subconjuntos
abiertos no vacios en X, digamos U y V, existe un momento en el cual, al mismo tiempo que f"(U)
intersecta al conjunto V, se cumple que f"(z) € G.

° f2?l’) G
f()
?
f(0)
U

Figura 9: Representacion gréafica de un sistema dinamico compacto transitivo.

De la Observacién 5 y la Definicién 12, se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 14

Sea (X, f) unsistema dindmico. Se cumple que (X, f) es compacto transitivo siy solosiwy, (z) #
(), para cada z € X.

Demostracion. Supongamos que (X, f) es compacto transitivo. Sea « € X. Luego, existe z € X tal que
Ny(xz,G) N N¢(U,V) # 0, para cada vecindad G de z y para cualesquiera subconjuntos abiertos no
vacios U 'y V de X. Asi, por la Observaci6n 5, se tiene que z € wy, (z). Por lo tanto, wy, () # 0.
Reciprocamente, supongamos que wy, () # 0. Por la Observacién 5, existe z € X, tal que Ny(z, G) N
N¢(U,V) # 0, para cada vecindad G de z y para cualesquiera subconjuntos abiertos no vacios U y V'
de X. Por Definicién 12, se concluye que (X, f) es compacto transitivo.

[
Teorema 9
Sea (X, f) un sistema dindmico. Si (X, f) es débilmente mezclante, entonces (X, f) es compacto
transitivo.
—
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Demostracion. Supongamos que (X, f) es débilmente mezclante. Para verificar que (X, f) es compacto
transitivo, por la Proposicion 14, basta verificar que wy ; (x) # 0, paracadaz € X.Paraesto,seaz € X.
Notemos que X C X y es cerrado en si mismo, ademas N¢(x, X) es sindético. Por el Lema 1, se obtiene

que wy;, (z) N X # 0. Dado que wy, (z) N X = wy, () tenemos que wy;, (z) # 0. Por lo tanto, (X, f) es
compacto transitivo.

O

El Ejemplo 15 fue probado en [14, Proposicién 1.6.5, pag. 44].

La funcién tienda es débilmente mezclante en el intervalo [0, 1].

Como consecuencia del Ejemplo 15 y del Teorema 9, se obtiene el siguiente resultado.

Ejemplo 16

La funcién tienda es compacto transitiva en el intervalo [0, 1].

6. Compacto transitividad y su relacion con tipos de sensitividad

En esta seccién estudiamos la relacién entre los sistemas compacto transitivos con los sistemas del
tipo sensitivo.

Teorema 10

Sea (X, f) un sistema dindmico. Si (X, f) es compacto transitivo, entonces (X, f) es sensitivo.
—

Demostracion. Supongamos que (X, f) es compacto transitivo. Demostremos que (X, f) es sensitivo.

Seal < e < %. Esto implica que 0 < 4e < didm(X). Luego, 0 < 2¢ < w En consecuen-

cia, w —2¢ > 0.5ead = w — 2¢. Note que 6 > 0. Mostremos que § es una constante de
sensitividad para (X, f). Sean x € X y Uy subconjunto abierto en X, tal que € Uy. Como (X, f) es
compacto transitivo, existe y € X tal que:

Ny(x,G) N Np(U,V) # 0, (26)

para cada vecindad G de y y para cualesquiera subconjuntos abiertos no vacios U y V de X. Sean V;
y Va2 subconjuntos abiertos en X y z; € X, tales que:

diam(V;) <e y didm(13) <e. (27)
Ademés,

yeWi 'y mel (28)
Y

W) < e, 0. (29)
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Por otro lado, de (26), aplicado a los conjuntos Uy, V; y V>, se obtiene que:
Ny(z, Vi) N Nf (U, Va) # 0.

Luego, existe n € Z tal que n € N¢(x, V1) yn € N¢(Up, V). Esto implica que

ffz)yeVi y Uon f (Vo) #0. (30)
Por la Proposicién 1y de (30) se deduce que f™(Uy) N V2 # 0. Luego existe z € Uy tal que :
[(z) € Va. (31)

De la desigualdad del tridngulo se satisface que:

d(y, z1) < d(y, f"(x)) + d(f"(x), f"(2)) + d(f"(2),21). (32)

Luego, de (27), (28) y (30), resulta que d(y, f™(x)) < . Nuevamente, de (27), (28) y (31), se deduce
que d(f"(z),z1) < €. En consecuencia, de (32), se cumple que

d(y,x1) <e+d(f"(z), ["(2)) +e
Luego,

d(y, z1) — 2 <d(f"(x), ["(2)).
De donde, por (29), se concluye que:

_ diam(X)
- 2

o —2e <d(x1,y) — 2 < d(f"(z), f"(2)).
Asi,
6 < d(f"(x), ["(2))-

Por lo tanto, (X, f) es sensitivo.

Como consecuencia del Ejemplo 16 y el Teorema 10, se obtiene el ejemplo siguiente.

Ejemplo 17

El sistema dinamico ([0, 1], 7") es sensitivo.

Por el Ejemplo 17 y por el Corolario 4, se obtiene el ejemplo siguiente.

Ejemplo 18
Consideremos el sistema dindmico ([0, 1], 7). Se cumple que:
. (0,1],
- (0,1,

3. ([0, 1],
- ([0,1],

1 es cofinitamente sensitivo.

2 es thickly sindéticamente sensitivo.

T)
T)
T') es multi-sensitivo.
T)

4 es thick sensitivo.

En la Figura 10, en la cual se muestran algunas relaciones entre los sistemas dindmicos en la clase de
los sistemas transitivos. La flecha significa que la clase de funciones precedente implica la siguiente.

De la Figura 10, se obtiene el siguiente Ejemplo 19.

Compacto transitividad y su relacion con tipos de sensitividad. Ledén-Torres 1., Santiago-Santos A.
Derechos Reservados © 2022 Revista digital Matematica, Educacién e Internet (https:/revistas.tec.ac.cr/index.php/matematica)


https://revistas.tec.ac.cr/index.php/matematica
 https://revistas.tec.ac.cr/index.php/matematica

Bibliografia 25

Mezclante
Débilmente mezclante
Transitivo + Thick sensitivo =~ Compacto transitivo —— Transitivo

|

Multi-sensitivo

sensitivo

Figura 10: Diagrama que muestra las relaciones entre los sistemas di-
namicos en la clase de los sistemas dindmicos transitivos.

Ejemplo 19

Consideremos el sistema dindmico (X, idy), donde idx : X — X es la funcién identidad. Se
tiene que:

1. (X,idx) no es mezclante.
2. (X,idx) no es débilmente mezclante.

3. (X, idx) no es compacto transitivo.
—

Con respecto al reciproco de algunas relaciones indicadas en la Figura 10, se cumple el Teorema 11,
el cual puede encontrar en [8, Corolario 3.10].

Teorema 11

Sea (X, f) un sistema dindmico compacto transitivo. Si (X, f) es un M-sistema, entonces (X, f)

es débilmente mezclante.
[

Finalmente, del Teorema 11 y de la Figura 10, se obtiene la Figura 11, que muestra las relaciones entre
algunos tipos de sistemas dindmicos en la clase de M-sistemas. La flecha significa que la clase de
funciones precedente implica la siguiente.

Compacto transitivo

|

Débilmente mezclante — Thick sensitivo

Multi-sensitivo — Sensitivo

Figura 11: Diagrama que muestra las relaciones entre los sistemas di-
ndmicos en la clase de los M-sistemas.
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