Una experiencia de ensenanza de la integral en la formacién

inicial de profesores de matematicas

RESUMEN

La cuantificacién y prediccion del
movimiento fueron los marcos epis-
témicos que dieron origen al célculo
en el siglo XVII; el origen, junto con
la Resolucién de Problemas se em-
plearon para disenar una propuesta
de ensenhanza de la integral en un
programa de formacién de docentes
de matematicas, en la que se pasa por
una fase de construccién de nociones
y significados de suma de Riemmann,
integral y antiderivada en problemas
de movimiento, una fase de amplia-
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cién del campo de problemas y signi-
ficados de la integral, y una fase de
argumentacion de propiedades de la
integral y la antiderivada. En las dos
primeras, los estudiantes construyen
nociones, significados y propiedades
de los conceptos objeto de estudio,
siendo el tratamiento por integral
definida el de mayor preferencia por
los estudiantes.

Palabras claves: integracion, ob-
servacion de la ensenanza, formacién
inicial de profesores.
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CONTEXTUALIZACION

En la ensenanza tradicional del calculo, suele darse una presentacién teé-
rica, deductiva y formal que se aprecia en el indice de los textos, los cuales
mantienen la estructura: nimeros reales, funciones, limites, continuidad,
derivada, aplicaciones de la derivada, integral y aplicaciones de la integral.
Bajo esta presentacion, los conceptos y propiedades aparecen como resultados
tedricos y dejan de lado el significado e importancia en el calculo (Alanis,
Salinas, 2010). En contraposiciéon, Imaz y Moreno (2009, citados en Alanis,
Salinas 2010), expresan que “existen problemas que se han derivado de una
confusién: olvidarse de los origenes del calculo y sustituirlos por el aparato
formal de andlisis matemadtico derivado del célculo” (pag. 2). Por su parte,
Cantoral y Mirén (2000, citados Alanis, Salinas, 2009) exponen que “en la
ensenanza del célculo se logra que los estudiantes deriven, integren y calcu-
len limites elementales, pero no son capaces de dar un sentido mas amplio
a esas nociones que les haga reconocer, por ejemplo, cudndo un problema
requiere de calcular una derivada” (pag. 360). Esta contraposicién se hace
mas fuerte si se tiene en cuenta que el enfoque algebraico y reduccionista,
asi como el abordaje simplista de los conceptos especificos del andlisis, se
opone a la resoluciéon de problemas como un medio para el aprendizaje de
las matematicas.

En este contexto, y considerando la resolucién de problemas como me-
todologia para el aprendizaje de las mateméticas, en el proyecto curricular
de Licenciatura en Educacién Bésica con Enfasis en Matemaéticas de la Uni-
versidad Distrital Francisco José de Caldas, especificamente en el Espacio
de Formacién denominado Matematicas del Movimiento III, se presenta una
propuesta de ensenanza que atiende a la construccién de los conceptos de
antiderivada e integral desde la resolucién de problemas en la formacion inicial
de docentes de matematicas. Se presentara el referente histérico que dirige
la propuesta, los momentos que orientan la organizaciéon de la propuesta,
algunos de los problemas aplicados en la experiencia de aula, las producciones
de los estudiantes y los logros y dificultades evidenciadas.

REFERENTES TEORICO-PRACTICOS BASICOS

Para el analisis epistemoldgico de la integral, se ha considerado el concepto
de marco epistémico, el cual permite identificar obstéculos epistemolégi-
cos. Munoz (2010) realiz6é un estudio epistemolégico de la integral, antes y
después del siglo XVII; particularmente, en el siglo XVII, Galileo introdujo
mediciones para establecer relaciones entre distancia y tiempo, bajo el mar-
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co epistémico: ¢Qué relaciones se establecen entre distancias y tiempos de
caida de los cuerpos? Con esto, Galileo introdujo las relaciones funcionales
y asumi6 al tiempo como variable independiente en la descripcién del movi-
miento. En el mismo siglo, Newton estudié el movimiento de los cuerpos bajo
el marco epistémico: £Cémo se calcula la evolucién ulterior del sistema de
movimiento, si son conocidos los valores de los parametros en un momento
dado y en lugar dado? De este modo, el objetivo era predecir la evolucion de
un fenémeno de variacion.

Kolmogoérov (1936) expresa que durante el siglo XVII, las ciencias y la
tecnologia llevaron a las matemadticas a centrar su atencién en la creacién
de métodos que permitieran el estudio del movimiento y los procesos de
cambio. Los matematicos de este siglo comprendieron la naturaleza y tu-
vieron en cuenta el caracter practico de las matematicas, llevandolas a una
nueva etapa de desarrollo; por esto, los nuevos conceptos se justificaron en
correspondencia con las relaciones del mundo real. En este momento del
desarrollo del célculo, Newton y Leibniz ofreciendo dos miradas diferentes
al estudio de la variacién. Leibniz desarrollé sus estudios desde el analisis
de lo infinitamente pequeno, en el que la integral se entendié como la suma
de un numero infinitamente grande de cantidades infinitamente pequenas,
de modo que los diferenciales (aumentos infinitamente pequenos de las
cantidades variables), constituyen un concepto béasico del calculo diferencial.
Por su parte, Newton, con el método de fluxiones, construyd los conceptos
de fluente (cantidad variable) y de sus “fluxiones” (velocidad de su cambio),
llegando al problema de encontrar las fluxiones y las relaciones entre las
fluxiones con el fluente asignado. Sin embargo, estas dos maneras de abor-
dar los conceptos del calculo se vincularon con lo que hoy conocemos como
férmula de Newton-Leibniz: si f es una funcién continua en [a, b], entonces
, donde F(x) es la antiderivada de f(x).

Este corto recorrido histérico relaciona el calculo con problemas reales de
estudio del movimiento, en los que la velocidad y la aceleracién representa-
ron conceptos fisicos que originaron los conceptos derivada, antiderivada e
integral desde dos miradas diferentes: la de Leibniz y la de Newton, bajo el
problema de cuantificar y predecir el movimiento.

DESCRIPCION GENERAL DE LA EXPERIENCIA DE AULA

El proceso de ensenanza se ha planeado en tres fases: en la primera fase,
los estudiantes construyen nociones y significados de suma de Riemmann,
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integral y antiderivada en problemas de movimiento. En la segunda, se
proponen otros problemas para ampliacién del campo de problemas y sig-
nificados de la integral y la antiderivada. En la tercera, se argumenta sobre
propiedades de la integral y la antiderivada. A su vez, cada en cada fase se
da un momento de trabajo en grupo para la resolucién de los problemas; un
momento de socializacién de los resultados de la resolucién, establecimien-
to de significados, conjeturas, teoremas, representaciones y estrategias; un
momento de institucionalizacién en la que se organizan los diferentes resul-
tados obtenidos del proceso. Este documento presentara resultados sobre la
aplicaciéon de actividades de las dos primeras fases, algunos de los problemas
propuestos, se comentan soluciones que muestran avances de los estudiantes
en la conceptualizacién de la integral y su significado para la resolucién de
problemas del movimiento, asi como algunos errores y dificultades eviden-
ciadas en el proceso.

Primera fase. En esta fase, la actividad de aula se centra en la resolucién
del siguiente problema:

El sistema biela-manivela se compone de una biela
AB cuyo extremo A (pie de biela), se desplaza a lo
largo de una recta, mientras que el otro extremo B
(cabeza de biela), articulado en B con una
manivela OB, describe una circunferencia (Ver la
ilustracién). La cabeza de la biela se mueve con
velocidad circular constante, de modo que la
funcién que describe la velocidad del pistén desde
que la manivela estd alineada con la biela, es
v(t) = 6sen(2t), donde ¢ se mide en segundos y
¥(£) en em/s. Determine la longitud de la manivela.

Tlustracion I. Problema de movimiento aplicado en la primera I

El proceso de resolucion del problema de los estudiantes pasé por cuatro
momentos: 1) comprensién del problema. 2) documentacion. 3) interpretacion
de datos y resultados encontrados en las dos primeras fases. 4) solucién del
problema. Ademas, las dificultades de los estudiantes para la resolucién
de este problema fueron: el conocimiento previo de los estudiantes sobre
la velocidad hace que la definan en todos los casos, como v = d/t; suponer
que la distancia recorrida es la longitud del arco de la curva de la funcién de
velocidad; desconocer una relacién entre la velocidad y la distancia recorrida
cuando la velocidad es variable; la existencia de dos velocidades (la velocidad
constante a la que gira la biela y la velocidad a la que se mueve el piston); la
relacion entre el movimiento de la biela y el del pistén; la interpretacién de
velocidades negativas o cero en el movimiento del pistén. Los errores mas
frecuentes identificados en la solucién del problema son: los estudiantes
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no reconocen t en la férmula, como el tiempo de recorrido a la velocidad
considerada, sino como el tiempo del recorrido, es decir, t = 0.1, t =0.2, t =
0.3,.... ; los estudiantes saben que deben integrar o calcular el area bajo la
curva, pero no saben por qué representa la distancia recorrida, por lo que se
les cuestionan las razones; consideran que el desplazamiento del piston es
igual a la longitud del circulo generado por el movimiento de la biela.

Como resultado, los grupos de trabajo presentaron razonamientos para
resolver el problema, los cuales responden a acercamientos de los puntos de
vista de Newton y Leibniz: emplean formulas fisicas de movimiento uniforme
acelerado para aproximarse a la soluciéon. Retoman la situacién desde el
movimiento de la manivela, que tiene velocidad circular constante, y por
medio de la derivada y la forma de la férmula obtenida, identifican la longitud
de la manivela. Retroceden en el razonamiento de la razén de cambio para
obtener la velocidad, llevandolos a la antiderivada. Emplean aproximaciones
de &rea empleando software como Excel o Geogebra, previa interpretacion
del significado del area bajo la curva de la funcién de velocidad.

Segunda fase. Para esta fase, se proponen otros problemas de movimiento
y se sugiere que para cada uno, realicen una solucién numérica mediante
calculos en Excel y una solucién analitica por antiderivada, comparando los
resultados de las dos soluciones. En esta actividad, los estudiantes se fami-
liarizan con métodos y conceptos desarrollados por sus companeros para
resolver el primer problema y comprender las definiciones y afirmaciones
que surgieron en la institucionalizacién. Sin embargo, mayoritariamente los
estudiantes encuentran mas fécil la relacién entre la situacion, los datos, la
incégnita, cuando abordan el problema desde la integral o la suma de Rie-
mann, que cuando lo hacen por la antiderivada. Esto, porque el producto de
las magnitudes relacionadas en el dominio y codominio de la funcién les indica
la magnitud con la cual relacionar el area, mientras que por el método de la
antiderivada, a los estudiantes se les dificulta dar significado a la constante
de integracién y la antiderivada. Un tipo de problema que resulta fructifero
para la actividad matematica de los estudiantes es aquel que indaga por una
descripcién de movimiento, cuando tiene como dato la velocidad de aceleraciéon
de un movil, o cuando se presenta al estudiante solo la representacién tabu-
lar o grafica de la aceleracién, pues permite llevar a otra forma equivalente
del teorema fundamental del célculo o a diferentes métodos numéricos de
integracién. Ademas, es recomendable involucrar, no solo la posicién de los
objetos en unos ciertos instantes, sino la grafica de posicion.
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Tercera fase. Se recopilan todas las conjeturas y formulas que hasta el
momento se han obtenido desde la resolucion de los problemas propuestos
y la institucionalizacién de los resultados, se retoman las definiciones, y los
estudiantes, en trabajo colectivo, buscan sugerir argumentos para justificar
su validez. La recoleccién de datos de esta fase aun se esté realizando, asi
que para este reporte no se presentan resultados ni reflexiones.

REFLEXION FINAL

El desarrollo histérico del calculo indica que conceptos como derivada e inte-
gral emergieron, por una parte, del estudio de los problemas del movimiento,
principalmente en fisica, y por otra parte, del calculo de cuadraturas, pero
los resultados convergen con el teorema fundamental del calculo. Al con-
siderar el desarrollo histdrico y la resolucién de problemas para el diseno e
implementacién de problemas para la ensefianza del concepto de integral,
los estudiantes construyen significados y representaciones de los conceptos,
y establecen férmulas y conjeturas sobre el comportamiento de tales objetos.
Se identifica en los estudiantes, preferencia por el método de la integral para
resolver problemas, y las principales dificultades se observan en la significa-
cién de la antiderivada y la integral definida, a pesar de que la relaciéon entre
funcién y derivada es facilmente concebida por los estudiantes.
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