Analisis de la comprension del concepto de integral
definida en el marco de la teoria "APOE”

RESUMEN

En esta investigacién se ha identifi-
cado cémo realizan los estudiantes
de Licenciatura en Matemaéticas la
comprensiéon del concepto de integral
definida. Para ello se hizo un estudio
de libros de texto que permiti6 iden-
tificar los elementos matematicos que
configuran el concepto, y establecer
una descomposicion genética del
concepto de integral definida. Se ha
utilizado el marco teérico "APOE"” de

Eliécer Aldana Bermudez’
M? Teresa Gonzalez Astudillo™

Dubinsky (1991). La recogida de datos
se realiz6 utilizando: un cuestionario,
una entrevista y un mapa conceptual.
Estos datos se analizaron a partir de
las relaciones légicas que se estable-
cen entre los elementos matematicos
en diferentes sistemas de representa-
cién. El andlisis permitié caracterizar
los niveles y subniveles (INTRA 1,
INTRA, INTER 1, INTER y TRANS),
en los que se encuentra cada sujeto.
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IDENTIFICACION DE PROBLEMA

El concepto de integral definida es uno de los conceptos fundamentales del
analisis matematico. Se incluye en el curriculo de diferentes carreras y, en
concreto, aparece en el plan de estudios de la Licenciatura de Matematicas;
por tanto, resulta de interés realizar un estudio acerca de su comprension.
La comprensién de un concepto matematico es basica para la construccién
del conocimiento; al respecto, Dreyfus (1991) manifiesta que comprender es
un proceso que tiene lugar en la mente del estudiante y es el resultado de
una larga secuencia de actividades de aprendizaje durante las cuales ocurre
e interactla una gran cantidad de procesos mentales.

El aprendizaje del concepto de integral definida, de acuerdo con nuestra
experiencia y los resultados obtenidos en diversas investigaciones, presenta
dificultades para los estudiantes que se manifiestan mediante la utilizacién
mecanica, algoritmica y memoristica de su definicién; no logran establecer
una conexion entre el pensamiento numeérico, algebraico, geométrico y anali-
tico; tienen problemas para calcularlas areas bajo curvas cuando la grafica de
la funcién pasa de ser positiva a ser negativa o presenta discontinuidades; en
otros casos, piensan la integral solo asociada al concepto de area pero aislada
de otros contextos, y demuestran dificultades para aplicar las propiedades
de la integral definida.

Para conocer mejor la forma como se ha venido presentando este concepto
hicimos un estudio de los libros de texto y pudimos concluir que los elemen-
tos matematicos mas habituales en los libros de texto y que configuran el
concepto de integral definida se pueden agrupar en cinco bloques tematicos
que hemos denominado: el area como aproximacién, (ACA); el area como
limite de una suma, (ALS) la integral definida, (LID); las propiedades de la
integral definida, (PID), y los teoremas fundamentales y del valor medio,
(TFV), (Aldana, 2011, p: 36).

Los resultados que se han obtenido en el estado del arte acerca de este
concepto(Aldana y Gonzalez, 2009) reflejan una ausencia de comprensién por
parte de los alumnos. Asi, en una de las investigaciones pioneras en torno a
este concepto (Orton, 1983) se senhala que los alumnos son capaces de realizar
calculos algebraicos en los que intervienen las integrales pero no son capaces
de comprender el papel que juega el limite en la definicién de este concepto y
no son capaces de dotar de significado a los simbolos que se utilizan en estos
calculos. Mundy (1984) por otro lado presenta el analisis de un cuestionario
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3
en el que los alumnos debian evaluar diferentes integrales Comof |x + 2| dx.
-3

seleccionando la respuesta correcta entre varias opciones, pero obtuvo un
numero muy reducido de respuestas correctas. Por su parte, Calvo (1997)
en un cuestionario pasado a estudiantes de primer curso de Calculo observa
que los alumnos identifican la integral definida con el calculo de areas, por
lo que si la integral es negativa tienden a cambiar el signo.Rasslan y Tall
(2002), exploran la imagen del concepto (Vinner, 1991) de integral definida
que tienen los estudiantes de bachillerato a través de un cuestionario, y
concluyen que muy pocos alumnos responden correctamente a las preguntas,
por lo que sugieren introducir este concepto a partir de experiencias previas
de los alumnos. Para otros investigadores como Czarnocha et al. (2001) es
esencial la coordinacién entre el esquema visual de la suma de Riemann
y el esquema de los limites de la secuencia numérica para el desarrollo de
una comprension del concepto de integral definida. Para decidir y distinguir
si los estudiantes llegan a una verdadera comprension de la definiciéon del
concepto de integral definida en lugar de tener solo una percepciéon empirica
de la integracién,Paschos et al. (2006)desarrollaron un estudio de caso con
una estudiante universitaria sobre la abstraccién reflexiva en la construccién
del concepto de integral definida.

A partir del conocimiento de estas dificultades y de los mecanismos de
construccion del concepto se han realizado diferentes propuestas de ensenan-
za del concepto de integral como la de Turégano (1994) que propone como
alternativa ensenarla utilizando la génesis histdrica del concepto, comenzado
con el concepto de integral de forma independiente de la diferenciacion y
como primera introduccion al limite. Partiendo de un anélisis epistemolégico
del concepto de integral, y de las aportaciones de matematicos tales como
Cavalieri, Wallis y Roberval, Czarnocha, et al. (2000) disefian una instruccién
para estudiantes universitarios concluyendo que los estudiantes muestran
una visién diferente que la desarrollada por la instruccién habitual. Depool
(2004)utiliza las nuevas tecnologias para desarrollar la comprensiéon del
concepto de integral definida de estudiantes universitarios y definir un
modelo de competencia cognitivo de la integral definida. En este mismo
sentido, Camacho et al. (2008) utilizan software en un curso de ingenieria
para ayudar a los alumnos a comprender los conceptos de particién, refina-
miento, aproximacién y limite. A partir del diseno de una ingenieria didactica
Gonzalez-Martin (2006) para los primeros cursos universitarios en torno
al concepto de integral impropia trata de mejorar la comprensién de este
concepto por parte de los estudiantes.
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Las dificultades en la comprension y construccién de los objetos matema-
ticos y, mas concretamente, las dificultades encontradas en el aprendizaje del
concepto de integral definida, la forma como lo presentan los diferentes libros
de texto, y como algunos de ellos hacen mayor énfasis en los procedimientos
algoritmicos y algebraicos, antes que en el significado analitico del concepto
y los aportes encontrados en distintos estudios por algunos investigadores,
nos han llevado a formular el siguiente problema de investigacion: é¢Como
adquieren los estudiantes el concepto de integral definida? Para poder hacer
un acercamiento a la respuesta de esa pregunta, a lo largo de este estudio
intentamos responder a las siguientes preguntas mas especificas: ¢Cémo
podemos caracterizar los niveles de desarrollo del esquema de integral defi-
nida? éQué relaciones y qué elementos matematicos se manifiestan en cada
nivel de desarrollo de la integral definida? ¢Cémo podemos caracterizar el
paso de un nivel de desarrollo al siguiente?

Los objetivos planteados en esta investigacion van dirigidos a profundizar
en la comprensién que tienen los estudiantes de Licenciatura de Matematicas
del concepto de integral definida. Asi, el objetivo general de esta investigaciéon
esestudiar el desarrollo del esquema del concepto de integral definida que
tienen los estudiantes universitarios en el marco teérico APOE. Este objetivo
general se concreta en los siguientes objetivos especificos:

* Identificar el grado de comprensién del concepto de integral definida en
estudiantes de Licenciatura de Matematicas mediante la triada de la teoria
APOE

* Describir el tipo de relaciones que establecen los alumnos entre los ele-
mentos matematicos que constituyen el concepto de integral definida

* Establecer las formas de representacién usadas por los alumnos para re-
solver tareas relacionadas con el concepto de integral definida y la sintesis
entre dichas formas de representacion.

MARCO TEORICO

El marco tedrico en el que se ha fundamentado esta investigacion es la teo-
ria "APOE", desarrollada por Dubinsky (1991) y un grupo de investigadores
Research in UndergraduateMathematicsEducationCommunity (RUMEC),
basada en la nocién de abstraccion reflexiva (Piaget & Garcia, 1982) y mo-
dificada para ser aplicada al pensamiento matemaético avanzado. Desde esta
perspectiva tedrica del conocimiento matematico, Dubinsky (1991, 2000) y
Asiala et al. (1996) consideran que los sujetos realizan ciertas construcciones
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mentales para comprender los conceptos matematicos. Estas construcciones
mentales se denominan: acciones,procesos, objetos y esquemas, y se logran
mediante diferentes mecanismos como: interiorizacién,coordinacién,inver
sién, encapsulacion,desencapsulacion, y tematizacién (Dubinsky, 1991). El
refuerzo de la teoria APOE con los tres niveles de desarrollo del esquema
propuestos por Piaget y Garcia (1982) ha llevado a mejorar la comprensién y
explicacion del concepto de esquema (Dubinsky & MacDonalds, 2001). De-
Vries (2001) caracteriza los niveles de desarrollo de un esquema como: intra,
cuando solo se identifican aspectos individuales aislados; inter, se caracte-
riza por la construccion de relaciones, y trans, se adquiere cuando se tiene
construida una estructura completa; las relaciones descubiertas en el inter
son comprendidas dando coherencia al esquema. El primer paso para llegar
a comprender un concepto matematico tiene que ver conla descomposicién
genética, descrita en la teoria APOE de Dubinsky (1996) & Asiala et al., (19986).

METODOLOGIA

Esta investigacién se realizé en Armenia, en la Universidad del Quindio,
tratando de caracterizar el desarrollo del esquema de integral definida de
los estudiantes que cursan tercer ano de Licenciatura de Mateméticas y que
estudian por primera vez el concepto de integral definida.

Para disefar los instrumentos utilizados en la recogida de la informacién,
inicialmente se llevé a cabo una revisién de diferentes libros de texto que
incluyen el concepto de integral definida, lo que permitié6 determinar los
elementos que configuran este concepto matematico y establecer una des-
composicién genética previa de dicho concepto. Posteriormente, se disend
un precuestionario que fue revisado por expertos espanoles en Didactica
del Analisis y aplicado de forma experimental. A partir del informe de los
expertos y de los resultados de los alumnos, se hizo el cuestionario definitivo
que constaba de ocho tareas y que fue contestado por once estudiantes. Pos-
teriormente se disend el guion de una entrevista semiestructurada (Ginsburg
et al., 1983) con el objetivo de que nos permitiera obtener informacién para
describir y explicar el nivel de desarrollo del esquema de integral sefinida de
cada alumno. Dichas entrevistas fueron audiograbadas. Finalmente, los alum-
nos realizaron un mapa conceptual, sobre el concepto de integral definida.

ANALISIS Y RESULTADOS

El andlisis de los datos se realiz6 utilizando conjuntamente los tres instru-
mentos: cuestionario, entrevista y mapa conceptual. Desde el marco tedérico
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APOQOE, consideramos que el desarrollo del esquema pasa por tres niveles,
determinados por las relaciones légicas que un sujeto es capaz de estable-
cer, y por el nimero de elementos matematicos graficos (G), algebraicos (A)
y analiticos (AN) que utiliza en la resoluciéon de las tareas. Esto nos ha per-
mitido caracterizar los diferentes niveles de desarrollo del esquema de inte-
gral definida en cada alumno. Para cada uno de los niveles, se describen las
caracteristicas que lo determinan y se muestra cémo los sujetos manifiesta

dichas caracteristicas en la resolucion de las tareas.

Nivel intra 1. Este subnivel de desarrollo del esquema se caracteriza porque
los alumnos no son capaces de establecer ninguna relacién légica entre los
elementos matematicos, recuerdan los elementos matemaéticos de memoria
y se muestran incapaces de utilizarlos en la resolucién de las tareas; utilizan
elementos matemaéticos solo en las formas de representaciéon G y A, donde
muestran algunas concepciones erréneas, y resuelven algunas tareas de

forma incorrecta. Por ejemplo Ab, en la tarea 3.

Sea R la regidn entre la gréfica de la funcién f(x)=x?y el Intervalo [0,4]

-Utiliza particiones para aproximar el valor del area de la regién R.

-Justifica tu respuesta.

Este alumno representa de forma G la funcién:

i
r..--
b .

-z

n(rr;;}

AB, representaciéon G de la tarea 3 del cuestionario

Aunque hay un intento de utilizar el elemento matemético ACA de forma
G porque dibuja la funcién, no logra hacer ningun tipo de aproximacién utili-
zando este elemento matematico. Recurre a un calculo algebraico utilizando
el elemento matematico ACA, para obtener unos valores aproximados.

Para ello, subdivide el intervalo en dos subintervalos de longitud de la
base 2 unidades cada uno vy, para cada uno de ellos, calcula el area aplican-
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do la férmula del 4rea de un rectangulo, uno de ellos de altura 2 y otro de
altura 8. No hay coordinacién entre los calculos algebraicos y la representa-
cién gréfica, puesto que las alturas no se corresponden con ninguna figura
geométrica que haya representado en la grafica y tampoco se corresponden
con los puntos por los que pasa la curva. Durante la entrevista, cuando se
le pregunta por los célculos que realizé en el cuestionario, no es capaz de
establecer un razonamiento légico que los justifique.

f I
g =, ¢odublbs O A- b.a

-

Tereros £ (2%.2 W(z2v-8)
¥ + 16
20

fe b dado Hpcrks (ochue B e f'n[/u‘/yd/)o

Ab, resoluciéon A de la tarea 3 del cuestionario

Nivel intra. En este nivel, los alumnos suelen realizar alguin intento de
conjuncion légicaentre elementos matematicos, recordar elementos matema-
ticos inconexos de forma aislada y utilizarlos en la resolucién de las tareas
y no tener sintetizados los modos de representacion, especialmente el AN.
Por ejemplo A4, en la tarea 2:

Sea R, la region encerrada por el gréafico de la funcién (f(x)=4x y el eje x, en el intervalo [-2,2].
a. Dibujar la gréafica.

b. Calcular graficamente el area de la regién R.

2
c. Calcular la fz 4xdx.

d. éSon iguales los dos resultados anteriores? Justificar cada paso.

Esta alumna representa graficamente la funcién y utiliza esta represen-
tacion para calcular graficamente el area que se le pide.
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A4, representacion G de la tarea 2 del cuestionario

Ha utilizado el elemento matematico ACA de forma G, porque traza la
grafica de la funcion, forma dos tridngulos rectdngulos simétricos, uno sobre
el eje X y el otro bajo el eje X, calcula el drea de un tridngulo y como los
tridngulos son iguales la duplica y obtiene el 4rea total. Cuando se le plantea
calcular la integral, esto es lo que hace:

\ \ ) xdx =[x
Sbmém&m-&m\;mm {4 [o#]

L
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A4, resolucién A de la tarea 2 del cuestionario

Justifica el procedimiento afirmando que aplica el elemento matemaético
TFV y luego hace otro célculo de la integral de forma errénea aplicando el
elemento LID, concretamente la integraciéon de funciones positivas y nega-
tivas, puesto que suma incorrectamente a cada integrando los extremos del
intervalo [-2,2] de integracion. En el protocolo de la entrevista explica como
resolvié la tarea:

A4:....le di valores a la x, para poder hallar la recta y dibujarla....

I: (Cémo ha calculado el area graficamente?
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A4: El area del tridngulo es base por altura sobre 2, luego tengo de base
2 y de altura 8, entonces dos por ocho 16 y dividido entre 2, ocho. Como
tengo otra figura igual, es solo multiplicar por 2 y obtengo las 16 unidades
de medida cuadrada.

I: (El area que estd bajo el eje OX es igual que la que esta por encima
del eje OX?

A4: No, porque es igual pero con signo contrario. Las &reas deben ser
siempre positivas.

Demuestra que es capaz de calcular correctamente el area de forma G a
partir del area de dos tridngulos rectangulos de los que conoce facilmente
sus dimensiones pero, cuando se le pregunta si el drea que esta por encima
del eje OX es igual al area que estd por debajo del eje OX son iguales, se
contradice porque dice que son iguales, pero de signo contrario, y afirma
que las areas deben ser positivas.

Nivel inter 1.En este subnivel de desarrollo del esquema del concepto de in-
tegral definida, es caracteristico que el sujeto sea capaz de usar la conjuncién
légica (y logica) de forma correcta entre elementos matematicos dados en el
mismo sistema de representacién; recordar algunos elementos matematicos
graficos, algebraicos y/ o analiticos, y tener un esbozo de sintesis de los sis-
temas de representacion grafico y algebraico. Por ejemplo, A7, en la tarea 4.

Calcular el rea limitada por la gréfica de la funcién f(x)=|2x-1|, en el intervalo [0,2] y el eje x
Justificar la respuesta.

Para representar la funcién, este alumno analiza los valores que toma se-
gan que sea positiva o negativa la funcién 2x—1, aunque en el planteamiento
se confunde entre las abscisas y las ordenadas y considera los casos en que
X sea positivo o negativo.

A

A7, representacién A de la tarea 4 durante el cuestionario
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Esto mismo lo expresa durante la entrevista. Esta trasfiriendo directamente
lo que recuerda del valor absoluto de x, al valor absoluto de 2x —1.

A7: El valor absoluto de esa funcién habria que redefinirlo como la funcién
va a valer 2x—1, si X es mayor que 0 y va a valer —(2x+1), si X es menor
o igual a 0.

Para representar graficamente la funcién, da valores a x para obtener los
valores correspondientes de y, obteniendo la siguiente gréfica.

A7, representacién G de la tarea 4 del cuestionario

Posteriormente calcula el area limitada por la grafica de la funcién.

D >
4 2 o
A~ ["Canry) o PGy de ) A= A A
n % L 1
;—x+><] 4»[;(”4)(1 A= 51 SE_ 4
i / 2 z
P2y
==y b <75 >
b Al'fﬁi-i:%
=2 b\ =% 7’ 2
4 a
Sl P Y DR (-] \ =iy S sa
4,‘\' 4 / A +~ 4 4.
|

A7, representacion A de la tarea 4 del cuestionario

Para ello relaciona varios elementos matematicosde forma A y establece
una conjuncion légica entre los elementos matematicos ACA,LID, PID y TFV.

Nivel inter. En este nivel de desarrollo del esquema de integral definida
hay un aumento del tipo de relaciones légicas que los sujetos establecen entre
los elementos matematicos graficos, algebraicos y analiticos, y lo hacen con
mas frecuencia. Los sujetos usan diferentes relaciones légicas entre elementos
matematicos de forma correcta, salvo alguna excepcién (generalmente en
el mismo sistema de representacion), recuerdan los elementos matematicos
necesarios en la resolucién de una tarea en varios sistemas de representacion
(grafico, algebraico y/o analitico), y tienen esbozo de sintesis de los sistemas de
representacion grafico, algebraico y/o analitico.Por ejemplo, A2, en la tarea 7c.
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Decidir si la afirmacién es verdadera o falsa. En caso de ser falsa, explicar por qué o mostrar un
contraejemplo.

J_llx'z dx = [—x'l]l_l =(-1)-1==-2

El alumno realiza una representacién G de la funcién:

A2, representacién G de la tarea 7c durante la entrevista
Esto le permite visualizar cuando la funcién es discontinua:
I: £Cudl es el razonamiento que hace acerca de la proposicion 7c?
AZ2: Es discontinua. En cero. No se puede aplicar.
I: ¢{Por qué, qué haria entonces?

A2: Se resolveria como una integral impropia, porque la integral es impro-
pia. Porque presenta una discontinuidad infinita, si es impropia. Uno de sus
limites es infinito o el integrando presenta una discontinuidad de tipo infinito.

Li~— N
b__._)co
_—

A2, representaciéon A de la tarea 7c durante la entrevista

Este alumno comprende los elementos matematicos necesarios implicitos
para tomar una decisién sobre el valor de la proposicién, responde y justifica
correctamente el valor de falsedad de la afirmacién, establece una relacién
de conjuncién légica entre los elementos matematicos LID y TFV cuando
considera que la funcién es discontinua, y por eso no cumple las condiciones
necesarias para poder aplicar la regla de Barrow. Ademas, intenta plantear
una integral impropia de forma AN para mostrar cémo se podria calcular la
integral presentada en la tarea.
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Nivel trans. En el nivel de desarrollo trans del esquema de integral de-
finida, el sujeto suele usar diferentes relaciones légicas (conjuncién légica,
condicional y la contraria de la condicional) entre los elementos matematicos
de forma correcta; suele recordar los elementos matematicos necesarios en
la resolucién de la tarea usando los significados implicitos para tomar deci-
siones, y muestra tener sintesis en los sistemas de representacién grafico,
algebraico y analitico.Por ejemplo, Al11, en la tarea 3:

Sea R la region entre la grafica de la funcion f(x)=x2 y el intervalo [0,4]

-Utiliza particiones para aproximar el valor del area de la region R.

-Justifica tu respuesta.

Este alumno trata de rellenar el area por medio de rectangulos de
forma G:

3 =2 b dape an e
1 , - gl e
( e 1 ey
A Pl
Yi INI-°
o
A | n-»d
A0
wh Lia &
(s 1

A11, representacién G de la tarea 3 del cuestionario

Divide graficamente el intervalo mediante una particién regular, por
lo que esta utilizando el elemento matematico ACA de forma G. En la figura
de la izquierda, traza 5 rectadngulos superiores, y en la figura de la derecha,
traza bastantes rectangulos superiores para aproximar el area, afirmando
que “la gréfica representarectangulos mas pequenos y la norma de la parti-
ci6én tiende a cero, entonces n tiende a infinito”, por lo que se podria deducir
quetiene la intuicién de indivisibles en relacién con el &rea de la figura de la
derecha. Luego resuelve la tarea de la siguiente forma:
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A11, resolucién A y AN de la tarea 3 del cuestionario

El alumno establece una relacién entre la representacion G y los sistemas
de representacion A y AN de los elementos ACA y ALS porque, a partir de las
graficas anteriores, calcula las sumas de Riemann, y calcula el limite para
obtener el valor del area.

I: ¢Sabria comentarme cémo ha resuelto la tarea?

A11: Me piden que utilice particiones, entiendo por particién como coger
un intervalo y dividirlo en un conjunto de # —1 puntos, donde esos puntos
van a ser mayores que el extremo izquierdo, pero menores que el extremo
derecho del intervalo, entonces lo que hice fue suponer que los puntos van
aser X, , X, y que todos estos valores eran mayores que “a”, que era en
este caso cero, que era el extremo izquierdo del intervalo y que todos esos
puntos eran menores que “b”, eso es lo que entendia como particionar, por
comodidad tuve en cuenta que iba a particionar esto con una cosa que se
llama la particién regular, que es que la longitud de cada intervalo sea la
misma. Después de eso lo que hice fue aplicar la definicién de integral

definida y la suma de Riemann.

A partir del esquema general de aproximacién, utiliza las sumas de Rie-
mann y les aplica el limite para establecer conexion con el elemento matema-
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tico la LID. Establece relacion entre los elementos matematicos ACA y LID,
porque relaciona el concepto de drea como una aproximacién y el concepto
de integral definida.

El andlisis y los resultados mencionados en el apartado anterior, nos permi-
tieron caracterizar a cada estudiante en un determinado nivel de desarrollo del
esquema del concepto de integral definida por la forma como habia resuelto
todas las tareas a lo largo del cuestionario, por la manera de justificar los
procedimientos de resoluciéon durante la entrevista, y por la representacion
de dicho concepto matemético por medio de un mapa conceptual. El esta-
blecimiento del nivel de desarrollo para cada alumno se hizo asignando el
mayor de los subniveles que demostré utilizar en la resolucién de las tareas.
Esto se hizo a pesar de que para algunas situaciones mostrara un nivel de
desarrollo inferior. Ademas, se ha demostrado que el desarrollo del esquema
del concepto de integral definida esté ligado al de otros conceptos como el
de funcién, limite, continuidad o derivabilidad. El dominio de estos otros
esquemas determina, en gran medida, el grado de adquisicién del concepto
de integral definida.

CONCLUSIONES

En un comienzo de desarrollo del esquema, en el nivel INTRA 1, el estudiante
no es capaz de establecer relaciones légicas entre los elementos matematicos
que utiliza en la resolucion de las tareas y, muchas veces, cuando se produce
un indicio de relacién légica lo hace de forma incorrecta. En el nivel INTRA
se evidencian las primeras apariciones de un intento de conjuncién légica,
aunque sigue siendo de manera aislada o inconclusa. De forma creciente y
progresiva en los niveles INTER 1, INTER y TRANS se van incrementando
las relaciones légicas, ya no solo se establece la conjuncién ldgica, sino que
aparece, ademas, la condicional, y en algunos casos, la relacién del contrario
de la condicional.

Dentro de las relaciones ldgicas hemos identificado que la conjuncién légica
se establece siempre entre dos o més elementos matematicos que general-
mente estan coordinados de modo grafico y algebraico, y en algunos casos
se utiliza también el registro analitico; la condicional o implicacién l6gica
es una relacién que se establece vinculada a las propiedades de la integral
definida, y la relacién del contrario de la condicional es una relaciéon que
aparece asociada a la condicion suficiente de existencia de la integral definida.

En cuanto a los sistemas de representacién, algunos alumnos tienen
dificultades con la representacion grafica de algunas funciones como es el
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caso de la funcién valor absoluto. En otras situaciones, para determinar el
area de los rectangulos superiores o inferiores, necesitan establecer no solo
la base sino también la altura; para ello deben coordinar el sistema grafico
y el algebraico, pero no son capaces de identificar la altura de los rectan-
gulos a partir de la grafica y de la expresion algebraica que representa la
funcién, y como no coordinan el registro grafico con el algebraico, aunque
dibujan rectangulos inferiores, las areas las calculan para rectangulos
superiores.

De las consideraciones anteriores surgen ciertos interrogantes que desde
una perspectiva de futuro podrian ser motivo de investigacién: écémo debe
organizarse la ensefianza a partir de los resultados de esta investigacién para
mejorar el aprendizaje de este concepto matematico? ,Cémo podemos ayudar
a los alumnos a superar aquellas dificultades y/o concepciones erréneas que
tienen en relacién con los elementos matematicos que constituyen el concepto
de integral definida? Dado que el elemento matemaético el “drea como limite
de una suma” es aquel en el que los alumnos muestran mas dificultades
por no tener encapsulado el concepto de limite como un objeto matematico
écémo podriamos profundizar en su aprendizaje? Este estudio se ha hecho
con alumnos de licenciatura de Matematicas, écambiaria significativamente
la caracterizacion del esquema de integral definida si los alumnos fuesen de
otras titulaciones? /Cémo planear un diseno curricular que permita cons-
truir los conceptos previos y adquirir un aprendizaje duradero de aquellos
elementos matematicos que configuran el concepto de integral definida?
Nuestro trabajo se ha basado en el desarrollo de la comprension del concepto
de la integral definida, mediante un estudio descriptivo y explicativo de los
resultados obtenidos, a partir de los elementos matematicos y de las relaciones
légicas establecidas entre dichos elementos matematicos. De acuerdo con esta
descripcién del grado de comprensién que muestran los alumnos sobre la
integral definida écomo lograr que los alumnos adquieran una construccién/
comprension de forma consciente de este concepto matematico?
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