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Resumo

O uso de softwares de geometria dinamica (SGD) pode auxiliar a compreensao de
propriedades geométricas e a constru¢dao de provas. O GeoGebra tem sido muito explorado
com esses propositos. Todavia, sua utilizagdo em situagdes que preconizem interagdes
online ainda ¢ escassa na educagdo matemdtica. Neste artigo, ilustraremos futuros
professores interagindo a distancia no VMT com o GeoGebra (VMTcQG), na busca de
justificativa para o Teorema de Varignon. Reconhecemos que a elaboracdo de provas na
formacao inicial de professores de matematica deve ser vista como um processo continuo e
que pode ser estimulado, principalmente, com o uso de SGD. Ilustraremos um esquema que
pode ser adotado na interpretacdo e potencializagdo de estratégias de provas, mediante
interagdes em bate-papos do VMTcG.

Palavras-chave: Ambiente Virtual. VMT com GeoGebra. Teorema de Varignon.
Formagao Inicial de Professores de Matematica.

Introducao

Softwares de geometria dindmica (SGD) podem proporcionar a construcao de
conceitos ¢ a compreensdo de propriedades das figuras geométricas. Estudos em educacao
matematica sublinham que, com utilizagdo de SGD, o usudrio tem uma liberdade para
procurar solucdes, fazer argumentacdes (SCHEFER; PASIN, 2013), testar hipoteses
(RICHT et al.,, 2012), criar conjecturas (BACCAGLINI-FRANK, 2012), deduzir
propriedades matematicas e criar estratégias (GRAVINA, 1996).
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Neste artigo, ilustramos como futuros professores de matematica interagiram em um
chat com o uso do GeoGebra’: o ambiente VMT com GeoGebra (VMTcG). Além de (i)
descrevermos sucintamente o dispositivo virtual, (i) ilustraremos o processo interativo em
uma sala de bate-papo e (iii) refletiremos sobre o processo de desenvolvimento do

raciocinio, mediante conjecturas e estratégias de prova.

Geometria Dindmica com o uso de softwares

Segundo Menegotto e Lara (2011), o termo geometria dindmica ¢ utilizado para
indicar softwares interativos que permitem ao usudrio a criacdo e a manipulagdo de figuras
geométricas, construidas a partir de suas propriedades. Conforme Pereira (2012), os SGD
sdo aqueles que oferecem a possibilidade de construir e manejar objetos geométricos na
tela do computador. O diferencial de um SGD fica marcado pela possibilidade de arrastar e
transformar a figura construida (mantendo ou nao suas propriedades euclidianas), usando o
mouse em tempo real. Portanto, esses softwares tornam-se importantes aliados do ensino,
pois potencializam as investigacdes das propriedades geométricas (com a opg¢do de
arrastar), possibilitam a construgdo de conceitos e favorecem a interacdo usuario-
computador.

A visualizagdo de um objeto geométrico ¢ evidenciada como uma outra
potencialidade dos SGD. Neste sentido, Pereira (2012) destaca que os SGD favorecem a
agilidade na investigacdo, pois construgdes geomeétricas, que tomariam algum tempo para
serem realizadas no papel, sdo feitas em segundos na tela do computador. Assim, o uso
apropriado de SGD pode tornar o ensino de matematica mais eficiente, integrado e

significativo (MENEGOTTO; LARA, 2011).

Aprendizagem matematica e interacao online com o GeoGebra

Segundo Meier e Gravina (2012), o GeoGebra permite uma abordagem que pode
auxiliar no aprendizado. Menegotto e Lara (2011) mostraram que os alunos que tiveram
experiéncias com o GeoGebra compreenderam com mais precisdo as defini¢des € as
propriedades dos quadrilateros do que os estudantes que tiveram aulas tradicionais. O

estudo de Richit e colaboradores (2012) ratifica que, com o uso do GeoGebra em atividades

*Pesquisa financiada pelo CNPq (bolsa PQ e de IC). Agradecemos aos professores Arthur B. Powell e Wagner Silveira Marques pelas
valiosas contribui¢des em uma das versdes prévias deste artigo.
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exploratdrias e investigativas, foi possivel que os discentes criassem hipoteses e
conjecturas para os conceitos de derivada e integral.

Em sintonia com Sfard (2008), assumimos que aprender matematica ¢ mudar de
discurso. Uma das formas de promover essa mudanca ¢ mediante interagdes. Interagir ¢
compartilhar significados, principalmente, quando os interlocutores atuam como pares, isto
¢, posicionando-se igual e livremente sobre suas suposi¢des, duvidas e certezas. Portanto,
provar, nesse contexto discursivo, deve ser visto como um processo continuo de
levantamento de conjecturas e de constru¢ao de validag¢des ou refutacdes para as mesmas.

Provar ¢ uma forma de certificar determinada conjectura, propriedade etc.
Conjecturar e provar sdo agdes humanas intrinsecas e fortemente relacionadas ao
pensamento matematico (HSIEH et al., 2012). A conjectura ¢ uma suposi¢do. Ela ndo ¢
uma prova, mas auxilia no processo de demonstracdo. A conjectura provém argumentos
para justificativas de ideias matemadticas especificas. A solu¢cdo de um problema aberto,
mediante conjecturas em SGD, envolve duas fases (BACCAGLINI-FRANK; MARIOTTI,
2010): uma fase de conjecturar, na qual os alunos se envolvem na exploracao de uma figura
e a sua argumentacdo conduz a formulagdo escrita de um enunciado; e uma fase de prova,
na qual os discentes tentam provar a conjectura. A prova ¢ um produto desta segunda fase.

Um SGD pode ser um ambiente propicio para gerar conjecturas em problemas
abertos e para observar e investigar o processo de conjecturar (BACCAGLINI-FRANK;
MARIOTTI, 2010). As conjecturas podem surgir da a¢do de arrastar, mas a sua validagao ¢
feita no ambito da geometria; ou seja, a conjectura exige uma prova (MARIOTTI, 2000).

Vejamos como esse processo de provar localmente pode ocorrer em um chat.

O VMT com GeoGebra

O VMT ¢ um ambiente virtual onl/ine gratuito que € utilizado para a resolugdo de
atividades de matematica. Ele ¢ cedido pela Drexel University, Philadelphia, USA. Para
acessar o ambiente® é preciso realizar um cadastro para obter nome e senha de acesso. O
VMT ¢ constituido do quadro branco’ (whiteboard) para representagdes graficas, do
GeoGebra, que ajuda na resolucdo de atividades, da wiki e da area de chat, que € a secdo

para interagir por escrito. Na figura 1 ilustramos a configuragdo de uma tela no VMTcG.

*http://vmt.mathforum.org/VMTLobby/.
*No VMTcG para abrir o GeoGebra é necessario clicar na aba correspondente. Os participantes nio podem usar concomitantemente o
GeoGebra. E necessario pedir ao colega que libere o controle (take control).
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Figura 1 — Imagem da sala do VMTcG editada com algumas de suas funcionalidades
Fonte: PrintScreen da sala Atividade 1 do VMTcG.

A seguir, analisaremos a interagdo em uma sala no VMTcG.

Licenciandos interagindo no VMT com GeoGebra

Nossa implementacdo teve salas de dois propositos diferentes: salas para a

ambientacio no VMTcG e salas para a resolucdo da tarefa proposta. A andlise

exemplificada neste artigo utilizou-se de dados de apenas uma sala (Atividade 1). Nela os

alunos interagiram por aproximadamente 2 horas.

Em nossas implementagdes no VMT, sempre propiciamos um tempo de ambientagdo.

Nesse momento os interlocutores t€ém oportunidade de se familiar com o ambiente virtual.

Nao ha atividade matematica especifica para ser resolvida. E apenas um conhecimento do

cenario e de suas ferramentas. Os licenciandos de matematica® interagiram por,

aproximadamente, 30 minutos. Nesse tempo, perceberam que o GeoGebra nao podia ser

utilizado a0 mesmo tempo por todos e que era necessario usar o botdo take control. Na sala

atividade 1 existia a seguinte tarefa:

Construa um quadrilatero qualquer e marque o ponto médio de cada um de seus lados. O que vocé
pode dizer sobre o quadrilatero formado pela unido destes pontos médios? Justifique sua resposta.

Inicialmente, ilustramos a tela na qual os alunos estavam interagindo na tarefa

proposta.

®Eles possuiam conhecimento do GeoGebra e estavam fisicamente distantes.
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Figura 2 — Imagem da sala do VMTcG.
Fonte: PrintScreen da sala Atividade 1 do VMTcG.

Construido o quadrilatero unido pelos pontos médios, foi feito um questionamento
pelo participante “Felipe’” (“ Agora o que vocés me dizem sobre este quadrilatero formado

pelos pontos médios”), como é ilustrado com trecho 99-100° do chat.

indice Autor Mensagem?

99 Felipe Agora o que vocés me dizem sobre este quadrildtero formado
100 Felipe pelos pontos médios

101 José E um paralelogramo

102 Rita sim sim

103 Felipe com vocés podem garantir que € um paralelogramo?
104 Rita pois 0s lados opostos sao paralelos

105 José E uma boa pergunta, ndo sei justificar!

106 Felipe como que garante que os lados sdo paralelos?

107 José pela figura parece ser um paralelogramo

108 Rita nao posso garantir... retiro o q falei

Quadro 1: Fragmentos de mensagens escritas na sala atividade 1.
Fonte: Transcrigdo gerada pelo VMTcG.

Percebemos que os graduandos “José¢” e “Rita” observaram que o quadrilatero formado
pelos pontos médios aparentava ser um paralelogramo (101-102). Como eles ndo souberam
inicialmente justificar a ideia (104-108), intrigados, comecaram a utilizar as ferramentas do

GeoGebra e dialogaram sobre como poderiam certificar esta conjectura.

"Nomes ficticios.

8Todos os trechos foram transcritos em sua forma natural de interagéo.

°A plataforma VMT registra todas as inscrigdes no ambiente. Esse tipo de tabela ¢ gerado a partir desse registro, inclusive os indices que
530 os ordenadores dos turnos de interagao.
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indice | Autor Mensagem

126 José eu estava pensando em tragar um segmento IF e depois comparar os triangulos GFl com
Gge

127 Felipe 0 q vc acha da ideia do José Rita

128 José ja que os pontos "e" e "g" sdo pontos médios entao os segmentos "eg" e "FI" séo paralelos

129 Rita sim sim

130 José acho que vale daquela relagao que "eg" é base média relativa ao segmento "FI"

131 José Estou no caminho ou estou falando besteira?

132 José 0 que acham ?

133 Artur isso José

134 Rita se eg e Fl sao paralelos consequentemente th e Fl sao tbm entao podemos dizer g eg e th
sao paralelos

135 Rita correto?

Quadro 2: Fragmentos 2 de mensagens escritas na sala atividade 1.
Fonte: Transcrigdo gerada pelo VMTcG.

Nesse quadro 2 vemos que os interlocutores continuavam procurando ideias que
justificassem suas hipoteses. Eles fizeram algumas movimentagdes nos pontos do
quadrilatero e acrescentaram dois segmentos, sendo um destes (o FI) citado por

7

“José” (126), como ilustra a figura 3.

Figura 3 — Desenho feito pelos participantes no VMTcG.
Fonte: PrintScreen da tela do VMTcG.

Observando a figura 3 e a explicacdo do trecho citado pelo estudante “José” (“eu
estava pensando em tracar um segmento IF”’, linha 126 do chat escrito), temos que o
segmento LN ¢ a base média do tridngulo GFI (128) e, com isso, os segmentos FI ¢ LN sao
paralelos, pois “José” possivelmente se lembrou do Teorema da base média de um
triangulo'® (130). Desta forma, os segmentos FI ¢ LN sdo paralelos. Esta afirmacio foi

validada pelo mediador “A4 rfur” e pela integrante “Rita” (133-135).

1°0 Teorema da base média de um triangulo diz que o segmento que une os pontos médios de dois lados de um tridngulo é paralelo ao
terceiro lado e sua medida ¢ igual a metade da medida do terceiro lado.
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indice | Autor | Mensagem

147 José | Entdo o segmento "eg" & paralelo ao segmento "FI"

148 Felipe | por que é paralelo

149 José e fazendo 0 mesmo procedimento feito 1a em cima na conversa, podemos fazer com os tri-
angulos HFI e HKM
150 Artur | isso José

151 Rita por semelhanga de triangulo
152 José como eu tinha feito |4 em cima na conversa

Quadro 3 — Fragmentos 3 de mensagens escritas na sala atividade 1
Fonte: Transcrigdo gerada pelo VMTcG.

No trecho transcrito no quadro 3, “José” percebeu que, fazendo o mesmo
procedimento no tridngulo HFI, chegaria a conclusao de que KM ¢ paralelo a FI (147), pois

tinha adotado raciocinio analogo no tridngulo GFI (152).

indice | Autor | Mensagem

181 José Qual sera o préximo passo?
182 Rita mas se eu movimentar KM esse segmento vai se sobrepor a Fl
183 Rita ou nao?

184 Felipe | mexe ai Rita

Quadro 4 — Fragmentos 4 de mensagens escritas na sala atividade 1
Fonte: Transcri¢do gerada pelo VMTcG.

Em sua reflexdao “Rita” teve uma ideia diferente de certificar que o segmento KM e

FI eram paralelos, isto ¢, de KM se sobrepor a FI (182).

'Y

Figura 4 — Desenho movimentado da Figura 6.
Fonte: PrintScreen da tela do VMTcG.

Observando a figura 4, percebemos que “Rifa” movimentou o ponto H e ndo o
segmento KM como sugeriu (182). Desta forma, ela ndo constatou que os segmentos sao

paralelos. Ela somente deformou a figura original.
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indice | Autor | Mensagem

220 Artur | se LN e Fl sao paralelos e os pontos L e N sdo pontos médios, pela propriedade da base
média ...0 que podem dizer?
221 José | Que s&o paralelos.

222 Artur | algo mais?

223 José | e proporcionais

224 Rita exatamente josé
225 Feli- iSso ai

pe
226 Artur | em quanto?
227 José | FI=2"LN
228 Rita sim sim

Quadro 5 — Fragmentos 5 de mensagens escritas na sala atividade 1.
Fonte: Transcrigdo gerada pelo VMTcG.

No quadro 5, observamos que o mediador “A4 rtur” fez alguns questionamentos sobre
as propriedades da base média de um tridngulo (220, 222, 226) e os participantes
concluiram que LN e FI eram paralelos (221), proporcionais (223) e FI= 2 x LN (227).

indice | Autor | Mensagem

235 Artur | ok José; e isso ajuda em algo p/ finalizar?

236 José | Que o quadrilatero formado pelos pontos médios de um quadrilatero sera sempre em pa-
ralelogramo
237 José | éiss0?

238 Rita faz sentido

239 Feli- | Correto
pe
Quadro 6 — Fragmentos 6 de mensagens escritas na sala atividade 1.
Fonte: Transcrigdo gerada pelo VMTcG.

No fragmento do chat, ilustrado no quadro 6, “José ” e “Rita” chegaram a conclusao
de “que o quadrilatero formado pelos pontos médios de um quadrildtero serd sempre um
paralelogramo” (teorema de Varignon). A seguir ilustramos algumas de suas construgdes

no GeoGebra que os auxiliaram nessa observagao.

Figura 5 — Aprimoramentos na Figura 6 com os tridngulos pintados.
Fonte: PrintScreen da tela do VMTcG.
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Para chegar a este resultado os licenciandos trabalharam com a base média dos
triangulos GFI e HFI, observando que os segmentos LN ¢ KM eram paralelos. Do mesmo
modo, considerando o tridngulo FGH, eles justificaram que os segmentos LK ¢ NM eram
paralelos. Logo, pelo teorema da base média de um tridngulo, temos que LK ¢ paralelo a
GH. O mesmo ocorre com o tridngulo IGH. Assim, temos NM paralelo a GH e podemos
concluir que LK ¢ paralelo a NM. Portanto, o quadrilatero formado pelos pontos médios €
um paralelogramo, pois tem lados paralelos dois a dois. A seguir sintetizamos 0 processo

interativo da sala analisada.

O desenvolvimento do raciocinio mediante conjecturas e estratégias de prova

A partir de Baccaglini-Frank e Mariotti (2010) ratificamos as duas fases (de conjecturar e
de provar) em cenario de interagdo sincrona como o VMTcG. Geralmente, trabalhando
com SGD, varias conjecturas emergem ¢ algumas sdo refutadas rapidamente. Nessa sala
observada, a tUnica conjectura que apareceu (linha 107) foi sendo persistentemente
analisada pelos graduandos mediante davidas, certezas e ideias emergentes dos
interlocutores (HSIEH et al., 2012). E, com suas diferentes formas de argumentacdo (no
chat escrito e nas construcdes € manipulacdoes no GeoGebra), as interagdes contribuiram
para a formulacdo de uma possivel prova. No inicio do processo interativo, os licenciandos
aparentaram perceber (linhas 101, 108) que a figura gerada pelos pontos médios do
quadrilatero era um paralelogramo. Essa suposicao foi ratificada na linha 105. Uma
estratégia inicial adotada pelos interlocutores foi tragar as diagonais no quadrilatero inicial.
Posteriormente, surgiu a possibilidade do uso do teorema da base média de um triangulo e,
perseguindo essa ideia, os graduandos conseguiram buscar uma forma de convencimento

do teorema de Varignon. Esse processo interativo dos licenciandos esta descrito a seguir.

indi- Au- | Mensagem do Desenvolvimento online de uma tentativa de prova para a tarefa proposta
ce tor mediador
Duavida Certeza Conjectura Ideia
emergente

99 Feli- | Agora o que
pe vocés me di-
zem sobre
este quadrila-
tero formado
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100 Feli- | pelos pontos
pe médios
101 José E um paralelogramo
102 Rita sim sim
103 Feli- | com vocés
pe podem garantir
que é um para-
lelogramo?
104 Rita pois 0s lados opostos
sao paralelos
105 | José E uma boa pergunta,
nao sei justificar!
106 Feli- | como que
pe garante que 0s
lados s&o pa-
ralelos?
107 José pela figura pa-
rece ser um
paralelogramo
108 Rita nao posso garantir...
retiro o q falei
126 José eu estava
pensando
em tragar
um seg-
mento IF e
depois
comparar
0s triangu-
los GFI com
Gge
127 Feli- | Oqvcachada
pe ideia do José
Rita?
128 José ja que os pontos "e" e
"g" s&o pontos mé-
dios entdo os seg-
mentos "eg" e "FI"
sao paralelos
129 Rita sim sim
130 José acho que vale daque-
la relac&o que "eg" é
base média relativa
ao segmento "FI"
131 Estou no caminho ou
estou falando bestei-
ra?
132 0 que acham ?
133 Artur isso José
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134 Rita se eg e Fl sao para-
lelos consequente-
mente fh e Fl sao
tbm entao podemos
dizer q eg e fh sao
paralelos

135 correto?

147 José Entdo o segmento
"eg" é paralelo ao
segmento "FI"

148 Feli- | por que é pa-

pe ralelo

149 José e fazendo o mesmo
procedimento feito 14
em cima na conversa,
podemos fazer com
os triangulos HFl e
HKM

150 Artur isso José

151 Rita por semelhanga de
triangulo

152 José como eu tinha feito la
em cima na conversa

181 Qual seréa o proximo

passo?

182 Rita mas se eu movimen-
tar KM esse segmen-
to vai se sobrepor a
Fl

183 Rita 0u nao?

184 Feli- | mexe ai Rita

pe

220 Artur | se LN e Fl sao

paralelos e 0s
pontos L e N
s&0 pontos
médios, pela
propriedade da
base mé-

dia ..o que
podem dizer?

221 José Que séo paralelos.

222 Artur | algo mais?

223 José € proporcionais

224 Rita exatamente José

225 Feli- | isso ai

pe

226 Artur | em quanto?

227 José Fl=2*LN

228 Rita sim sim
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235 Artur | ok José; e isso

ajuda em algo
p/ finalizar?

236 José Que o quadrilatero
formado pelos pontos
médios de um quadri-
latero sera sempre
em paralelogramo

237 € iss0?

238 Rita faz sentido

239 Feli- | Correto

pe

Quadro 7 — Descri¢@o do processo interativo na busca de uma prova para o Teorema de Varignon
Fonte: Elaboragao dos autores

Consideracoes Finais

No VMTcG as interagdes ocorriam natural e simultaneamente, com inser¢des ¢
justificativas, ora no quadro branco, ora no chat escrito ou no proprio GeoGebra. Quando
um interlocutor deseja realizar alguma constru¢do ou manipulagao no software, ele clica no
comando take control e somente ele trabalha no programa. Os demais ficam observando.
Conforme salientaram Bairral e Salles (2012), a inter-relacdo dos espacos do VMT ¢ a
natureza discursiva do ambiente sdo importantes no desenvolvimento do raciocinio
matematico. Elas trazem uma singularidade no processo interativo: a implicacdo
diferenciada dos interlocutores e a constante movimentagdo cognitivo-discursiva nos
diferentes espagos do VMT. Nesse processo, sublinham os autores, as interlocugdes
negociativas (POWELL, 2006) desempenham um importante papel, pois elas constituem
um momento reflexivo fértil para a obtencdo de aspectos do raciocinio utilizados pelos
sujeitos e, como ilustramos neste artigo, o aprimoramento coletivo de raciocinios voltados

a construgdo de provas em tarefas de geometria.

O tipo de atividade proposta e o aspecto dindmico do VMTcG permitiram aos
licenciandos pensar e refletir sobre as ideias emergentes e, com ajuda do software e da
interagdo favorecida pelo ambiente, os integrantes construiram, perceberam propriedades e
elaboraram justificativas para as observagdes emergentes em suas manipulacdes. Esse
processo de descobertas, de validagdes e refutagdes na produgdo e desenvolvimento de

conjecturas em atividades com SGD pode ser assim esquematizado:
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* Explora ¢ J * Justifica

* Supde * Convence
* Revisa

* Descobre ¢ Organiza

* Analisa
* (Re)formula

Figura 6 — Esquema para a construgéo de provas em SGD.
Fonte: Elaboragao dos autores a partir de Hsieh et al. (2012)

Acreditamos que os formadores de professores de matematica podem adotar um
olhar mais dindmico e processual para a produg¢do de provas com SGD, pois envolve
exploragdes e aprofundamentos continuos de suas descobertas e argumentos. Esse tipo de
dindmica interativa também pode tornar os futuros docentes mais motivados para o uso de
softwares como minimizadores das dificuldades comumente encontradas para demonstrar
em matematica. Finalmente, concordamos com Bairral (2013) que a realiza¢do de apenas
um chat pode ndo ser suficiente para esgotar uma discussdo ou para dar conta da solucdo de

um problema matematico ou da constru¢do de uma determinada prova.
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