Al ) Epucacio
P | ¥ | MATEMATICA
PEsQuIsA

ISSN 1983-3156

A2
http://dx.doi.org/10.23925/1983-3156.2021v23i3p247-280

Abordagem Instrumental e aplicacdes
Instrumental Approach and Applications
Enfoque instrumental y aplicaciones

Afonso Henriques!
Universidade Estadual de Santa Cruz (UESC)
Id ORCID: http://orcid.org/0000-0002-8783-6008

Resumo

Este artigo tem como objetivo trazer contribuicBes acerca da utilizacdo da Abordagem Instrumental,
de Pierre Rabardel, como quadro tedrico eficaz no desenvolvimento de trabalhos de pesquisadores
que se interessam pela andlise de ferramentas tecnoldgicas e suas potencialidades que interveem na
relagio do sujeito (pesquisador, Professor? e/ou estudante), com os objetos de saberes por mediagio
destas ferramentas, visando a aprendizagem matematica. Nas aplicacGes, damos atencao especial as
ferramentas tecnoldgicas digitais, elegendo o software GeoGebra como ambiente computacional de
aprendizagem, observando os elementos tedricos desta abordagem em duas dimensdes, que
definimos como pesquisa interna e pesquisa externa. Propomos, por conseguinte, uma extenséo do
modelo de SituagBes de Atividades Instrumentais (SAI) em trés dimensoes, provocando uma reflexdo
sobre o papel do Professor ou do pesquisador nas relagdes primitivas deste modelo na pesquisa
externa, durante a aplicagdo em sala de aula. Esperamos que as nossas contribuigdes/reflexdes
encontrem um espaco significativo no desenvolvimento de pesquisas educacionais, especialmente
em ciéncias e matematica, utilizando a Abordagem Instrumental de Rabardel.

Palavras-chave: Instrumento, Modelo SAI estendido, Pesquisa interna, Pesquisa externa,

Tecnologias digitais; Matematica.
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2 0 autor defende que o termo Professor seréa e deveria sempre ser escrito com a letra P Maitscula, pois este é um
profissional que merece e deve ser respeitados como os outros. O simples gesto de aplicar essa letra, engrandece
também a sua personalidade. (Henriques, 2019, p. 19)
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Abstract

This article aims to bring contributions about the use of Pierre Rabardel's Instrumental
Approach, as an effective theoretical framework in the development of studies by researchers
who are interested in the analysis of technological tools and their potentialities that intervene
in the subject's relationship (researcher, Professor® and/or student), with the objects of
knowledge through the mediation of these tools, aiming at mathematical learning. In the
applications, we give special attention to digital technological tools, choosing the GeoGebra
software as a computational learning environment, observing the theoretical elements of this
approach in two dimensions, which we define as internal research and external research. We
therefore propose an extension of the Instrumental Activity Situations (IAS) model in three
dimensions, motivating a reflection on the role of the Professor or researcher in the primitive
relations of this model in external research, during its application in the classroom. We hope
that our contributions/reflections find a significant space in the development of educational
research, especially in science and mathematics using Rabardel’s Instrumental Approach

Keywords: Instrument, Extended IAS model, Internal research, External research,
Digital technologies; Mathematics.

Resumen

Este articulo tiene como objetivo aportar contribuciones sobre el uso del Enfoque Instrumental,
de Pierre Rabardel, como marco tedrico efectivo en el desarrollo de trabajos de investigadores
interesados en el analisis de las herramientas tecnoldgicas y sus potencialidades que intervienen
en la relacion del sujeto (investigador, Profesor® y/o estudiante), con los objetos de

conocimiento a través de la mediacion de estas herramientas, objetivando el aprendizaje

3 The author argues that the term Professor will and should always be written with the capital letter P, as this is a
professional who deserves and should be respected like the others. The simple gesture of applying this letter also
enhances his/her personality. (Henriques, 2019, p. 19)

4 El autor sostiene que el término Profesor se escribird y debe escribirse siempre con la letra P maytscula, ya que
se trata de un profesional que merece y debe ser respetado como los demas. El simple gesto de aplicar esta letra
también realza su personalidad (Henriques, 2019, pag.19).
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matematico. En las aplicaciones, prestamos especial atencion a las herramientas tecnoldgicas
digitales, eligiendo el software GeoGebra como ambiente computacional de aprendizaje,
observando los elementos tedricos de este enfoque en dos dimensiones que definimos como
investigacion interna e investigacion externa. Proponemos, por tanto, una extension del modelo
de Situaciones de Actividad Instrumental (SAI) en tres dimensiones, provocando una reflexion
sobre el papel del Profesor o del investigador en las relaciones primitivas de este modelo en la
investigacion externa, durante su aplicacion en el aula. Esperamos que nuestros
aportes/reflexiones encuentren un espacio significativo en el desarrollo de la investigacién
educativa, especialmente en ciencias y matematicas utilizando el Enfoque Instrumental de

Rabardel.

Palabras clave: Instrumento, Modelo SAI extendido, Investigacién interna,

Investigacion externa, Tecnologias digitales, Matematicas.
Résumé

Cet article vise a apporter des contributions sur I'utilisation de I'Approche Instrumentale de
Pierre Rabardel, comme cadre théorique efficace, dans le développement du travail des
chercheurs qui s'intéressent a I'analyse des outils technologiques et de leurs potentialités qui
interviennent dans la relation du sujet (chercheur, enseignant et / ou étudiant), avec les objets
de connaissance a travers la médiation de ces outils, visant I'apprentissage mathématique. Dans
les applications, nous accordons une attention particuliere aux outils technologiques
numériques, en choisissant le logiciel GeoGebra comme environnement d'apprentissage
computationnel, en observant les éléments théoriques de cette approche dans deux dimensions
que nous définissons comme recherche interne et recherche externe. Nous proposons, donc,
une extension du modele des Situations d'Activité Instrumentale (SAI) en trois dimensions,
provoquant une réflexion sur le role de I'Enseignant ou du chercheur dans les relations

primitives de ce modéle dans la recherche externe, pendant I'application en classe. Nous
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espérons que nos contributions/réflexions trouveront un espace significatif dans le
développement de la recherche en éducation, notamment en sciences et en mathématiques en

utilisant I'approche instrumentale de Rabardel.

Mots clés : Instrument , Modéle SAIl étendu , Recherche interne , Recherche externe ,

Technologies numériques , Mathématiques.
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Abordagem Instrumental e aplicacdes

N&o é comum, mas pedimos licenca para introduzir este artigo externando as nossas
condoléncias pela partida precoce do nosso querido e criador/pioneiro da Abordagem
Instrumental, Pierre Rabardel (c.f. Figura 1), no dia 29 de setembro de 2021. Ele sera sempre
lembrado por todos n6s que somos os seus discipulos em funcdo das sementes de pensamentos
cientificos que ele deixou para toda a comunidade académica/cientifica, em especial, da

Didatica das Ciéncias e Matematica.

igr 1.
Pierre Rabardel (1945 — 2021)

A Abordagem Instrumental, doravante também denotada por ABIN, proposta por
Rabardel (1995) é procedente de trabalhos em ergonomia cognitiva, e refere-se a
aprendizagem da utilizagdo/integracao/aplicacdo de ferramentas tecnoldgicas ou qualquer
outro recurso que se apresenta como instrumento na pesquisa, No ensino e na aprendizagem.
Trata-se de uma abordagem que tem sido muito utilizada por diversos pesquisadores no
desenvolvimento de suas pesquisas no mundo inteiro. No ano de 2002 por exemplo,
Dominique Guin e Luc Trouche organizaram uma obra® que reuniu diversas pesquisas sobre
o0 tema, cada uma com foco na utilizagdo e transformacao de uma ferramenta tecnoldgica em

instrumento de trabalho matematico. Ao longo dos anos, no Brasil, a ABIN, vem ocupando

um espaco significativo, ndo apenas no &mbito de pesquisas académicas, mas também no

> Intitulada: Calculatrices symboliques — transformer un outil en un instrument du travail mathématique: un
probléme didactique.
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contexto do trabalho do Professor em sala de aula. Neste artigo, damos atencédo especial tanto
ao trabalho do pesquisador quanto ao do Professor utilizando esta abordagem. Com efeito,
organizamos este artigo em quatro partes. Na primeira apresentamos algumas definicdes
preliminares que ndo sdo necessariamente nascidas dentro da ABIN, mas que julgamos
imperativas na compreensdo do artigo. Na segunda, nos debrugamos na apresentacdo dos
elementos teoéricos proprios da ABIN em sua esséncia, intercalada com exemplos de
utilizacdo, sempre que possivel. Trazemos uma extensdo do modelo de Situagdes de
Atividades Instrumentais (SAI), estudado nesta parte, em trés dimensdes, provocando uma
reflexdo sobre o papel do Professor ou do pesquisador nas relagdes primitivas deste modelo
na pesquisa externa. Na terceira, trazemos uma aplicacdo da ABIN no que diz respeito a
analise de um instrumento e as suas potencialidades em torno do objeto de estudo matematico
visado, elegendo 0 GeoGebra na sua posi¢do instrumental na pesquisa interna. Na quarta
parte situamos a ABIN na dimensdo externa, trazendo uma aplicacdo e analise de praticas de
estudantes sobre Sistemas de Equagdes Lineares, como objeto de estudo, e validacdo de
solugdes em ambiente computacional GeoGebra. Essa organizacdo serve de fio condutor para
trazer as nossas contribuicdes capazes de auxiliar pesquisadores debutantes na analise e
utilizacdo de ferramentas tecnoldgicas, com base na nossa experiéncia, utilizando a

Abordagem Instrumental.

Definigdes preliminares
A integracdo de ferramentas tecnoldgicas na pesquisa, no ensino, na extensao, e de um
modo geral, na Educacdo, gira em torno dos objetos de saberes institucionais visados.
Suponhamos que estes objetos sejam matematicos cujo o interesse institucional seja a
potencializacdo do processo de aquisicao de conhecimentos de alunos/estudantes por mediacao
de ferramentas tecnoldgicas, conforme é usualmente preconizado nos projetos pedagdgicos

curriculares. Com essa suposicao, é possivel a emergéncia de questionamentos de reflexdo do
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tipo apresentado na Tabela 1:

Tabela 1.

Possiveis questdes de reflexdo antes de integrar uma ferramenta tecnolédgica no ensino, em

particular, da Matematica (Producéo do autor)

[Q1] Quais sdo ou qual é o objeto do saber ou conhecimento matematico considerar?

[Q2] Por que é este objeto?

[Q3] Qual é ainstituicdo em que este objeto é colocado em jogo/ensinado?

[Q4] Qual é a ferramenta ou ferramentas tecnologias a considerar?

[@5] Qual é o publico alvo da formagdo?

N&o nos debrucaremos a responder sistematicamente cada uma destas questdes,
todavia, para favorecer a compressdo da proposta almejada neste artigo, consideremos o objeto
matematico mencionado anteriormente, denominado Sistema de Equacdes Lineares [Q1], pela
sua razao de ser que se justifica pelo espago que ocupa em programas de formacao de recursos
humanos [Q2], nas Instituicdes de Ensino Superior (IES) [Q3], elegendo o software GeoGebra
como ferramenta tecnoldgica [Q4], e envolvendo, por conseguinte, estudantes em formacao
[Q5] em cursos de Ciéncias Exatas e Tecnoldgicas em uma IES publica brasileira. Em termos

metodoldgicos®, as quatro primeiras questdes, encontram espaco de reflexdo na pesquisa interna.

A pesquisa interna é uma sondagem realizada pelo pesquisador ou por um grupo de
pesquisadores, sem intervencdo de sujeitos externos. E o momento pelo qual o pesquisador
procura compreender melhor o seu objeto de estudo. Ele conjectura, problematiza, formula
hipdteses, questiona-se, define o quadro tedrico, os objetivos, descreve 0 percurso
metodoldgico da sua pesquisa, escolhe, analisa 0s elementos institucionais especificos e
apresenta resultados parciais (HENRIQUES, 2018, p.450).

A0 passo que a quinta, na pesquisa externa:

A pesquisa externa é uma sondagem realizada pelo pesquisador ou por um grupo de
pesquisadores envolvendo sujeitos externos como publico alvo. E o momento pelo qual o
pesquisador aplica os estudos desenvolvidos na pesquisa interna. Esta aplicacdo pode ou ndo
envolver seres humanos. Por exemplo, a aplicacdo de uma sequéncia para o estudo de praticas
efetivas de estudantes de uma instituicdo é uma pesquisa externa (HENRIQUES, 2018, p.450).

Nesta reflexdo, ndo podemos negar que existe uma alianca forte entre o trabalho

8 Em conformidade com Analise Institucional & Sequéncia Didatica, Henriques (2018), in Teoria Antropoldgica
do Didatico: Principios e Fundamentos, Almouloud, Farias, Henriques (2018).

Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.23, n. 3, p. 247-280, 2021 253



matematico desenvolvido com as técnicas usuais do ambiente papel/lapis e do ambiente
computacional diante da integracdo de ferramentas tecnoldgicas na Educacao, principalmente,
quando se visa compreender as praticas institucionais desenvolvidas por alunos/estudantes

utilizando essas tecnologias.

Um ambiente papel/lapis é um espaco usual de estudo constituido por Ferramentas como: papel,
lapis, caneta, borracha etc. O quadro, o piloto ou giz também se enquadram nesse ambiente.
Um ambiente computacional é o espaco virtual de estudo constituido de Ferramentas como: o
computador, o software, a internet, a calculadora, Impressora 3D, etc. Disponivel In’:

Entendemos, portanto, que a utilizacdo de ferramentas tecnolédgicas pode modificar as
técnicas de realizacdo de tarefas visadas. Com efeito, dois conceitos sdo fundamentais nessa
alianca, a saber: transferéncia e implementacao de situacdes em um ambiente computacional.
No primeiro ndo ha modificacdo de técnicas de realizacdo para chegar-se ao resultado esperado
da situacgéo, trata-se de uma mera reproducdo da situacdo com o mesmo tratamento que um
sujeito faria no ambiente papel/lapis (c.f. ilustracdo na Tabela 2 (primeira coluna)). No
segundo, 0 acesso ao resultado esperado pode requer a utilizagdo de um comando e a execugédo
da instrugdo implementada pelo sujeito por mediacgéo da ferramenta (c.f. ilustracdo na Tabela
2 (segunda coluna)).

Tabela 2.

Transferéncia x implementacéo de saberes / solugéo de tarefas em ambiente computacional

(Producéo do autor)

Transferéncia Implementacéo
Resolver o sistema de equaces linear Resolver o sistema de equac@es linear
s: 2x+3y=16 s: 2x+3y=16
'{3x+2y=19 '{3x+2y=19
por escalonamento da matriz no word por escalonamento da matriz no GeoGebra
3 1 3 8 M={{2, 3, 16},{3, 2, 19} } “Executar com Enter”
2316 L~ E-Ll [1 2 8]L2 L, =31 2 (2 E 16) “Resultado da primeira agdo”
3zl 2 B 3219 P ¢

0->-5
2 MatrizEscalonada($M) “Executar com Enter”

- 3 B =
Lﬁfé.Lz[l 2 8]L1HL,*%.LZ[1 0 5]—>{x . (1 05
B 0 1 2

0 1 2 y=2 01 Z) “Resultado da segunda a¢do”

Durante a transferéncia o sujeito passa pela aplicacdo de técnicas de escalonamento.

7 https://sites.google.com/site/gpemac/Home. Acessado em 22/10/2021.
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Na implementacao, tais técnicas sao implicitas, provocando imediatamente, a emergéncia de
um dos entraves de comandos, denominado "caixa preta”. O conceito de entrave e de
potencialidade de instrumentos serdo definidos mais adiante em conformidade com os estudos

apresentados na se¢éo subsequente.

A Abordagem Instrumental: elementos tedricos

Conforme foi assinalado anteriormente, esta abordagem €é procedente de trabalhos em
ergonomia cognitiva, e refere-se a aprendizagem da utilizacdo/integracdo/aplicacdo de
ferramentas tecnoldgicas ou qualquer outro recurso que se apresenta como instrumento na
pesquisa, no ensino e na aprendizagem de objetos de saberes. O ponto de partida da ABIN
consiste na ideia de que uma ferramenta, tambem entendida nesta abordagem como artefato,
ndo é automaticamente um instrumento eficaz e pratico. Uma chave de fenda (Figura 2 (a)),
por exemplo, € um objeto ou ferramenta sem significado, salvo quando se tem algo apropriado

para apertar ou afrouxar, transformando-o assim em um instrumento util.

(a) Chave de fenda (b) Adequacéo/inadequacéo de (c) Computador / Software
artefato Educativo

I% \\
AN

4 \

Figura 2.

Exemplos de artefatos ou ferramentas (Dados da pesquisa)

Algumas ferramentas sdo mais apropriadas do que outras, dependendo do tipo de
utilizacdo a que se propde. Uma pa, por exemplo, é muito mais adequada a tarefa de
“transportar areia” do que uma colher (Figura 2 (b)), salvo, neste ultimo caso, se 0 volume de
areia necessario for muito pequeno. Essa ideia se aplica também para outros objetos que se
apresentam como ferramentas, tais como o computador e um software (Figura 2 (c)). Para que
uma ferramenta em geral ou o software em particular se torne um instrumento Util para o

sujeito, é necessaria a mobilizacdo das caracteristicas do artefato em conformidade com as
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atividades cognitivas do sujeito. Essa reflexdo se inscreve em um processo complexo que
Rabardel denomina génese instrumental: processo de aprendizagem no qual uma ferramenta
ou artefato torna-se, progressivamente, um instrumento. Segundo DRIJVERS (2002, p. 219)
“0 sujeito deve, contudo, desenvolver competéncias para identificar as situagfes ou tarefas para
as quais um dado instrumento é adaptado e em seguida executa-las por meio desse
instrumento”. Muitos pesquisadores em Didatica das Ciéncias e Matematica tém se dedicado a
esta Abordagem, a citar: Verillon (1996), Trouche (2002), Henriques (2006), Abar e Alencar
(2013), Bittar (2017), Ramos (2018), entre outros. Na obra de Guin e Trouche (2002) citada

mais acima, por exemplo, Trouche, sublinha que:

Os trabalhos recentes em ergonomia cognitiva oferecem elementos tedricos que permitem
compreender melhor os processos de apropriacao de calculadoras complexas. Rabardel (1995),
no que se refere & formacdo em geral e ao ensino em particular, propds uma nova abordagem
que por essencial, distingue uma ferramenta tecnoldgica (o artefato) que é dado ao sujeito, de
um instrumento, que é construido pelo sujeito. Esta constru¢do ou génese instrumental é um
processo complexo aliado as caracteristicas do artefato (suas potencialidades e suas limitagdes),
e as atividades do sujeito (seus conhecimentos, suas experiéncias anteriores e suas habilidades)
(op. cit. p. 195).

A Figura 3 traz um exemplo de apropriacdo e construcdo de instrumento notavel em
muitas mulheres em um contexto social, em que a utilizacdo do lapis para prender cabelo é uma

construgdo do sujeito ndo prevista pelo promotor do artefato (lapis).

ferramenta ou artefato Instrumento
dado ao sujeito construido pelo sujeito

Construcao ou
P 4 génese instrumental
processo complexo aliado
v’ caracteristicas
artefato.
v/ atividades do
sujeito.

Figura 3.
Transformacao do lapis em um instrumento util por uma mulher (Dados da pesquisa).

Entende-se, portanto, que o instrumento ndo deve ser considerado como algo dado,

fornecido, ao contrério, ele é construido pelo sujeito visando atender as suas necessidades. A
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transformacéo de artefatos em instrumentos aparece como resultado de processos complexos

gue colocam, simultaneamente em jogo os trés polos apresentados na Figura 4:

o0 artefato com as suas 0 objeto para o qual a agdo €
caracteristicas préprias. sujeito dirigida.

R e ;
artefato \ ', objeto )
. s 0 sujeito com as suas : s

- e o — -
competencias cognitivas.

S ————— et

Figura 4.

Polos que intervem na transformacéo de artefatos em instrumentos (Producéo do autor)

Os trés polos apresentados na Figura 4, condicionados pelo ambiente de aprendizagem
no qual estdo inseridos, levaram Rabardel (1995) a considerar um instrumento como uma
entidade mista formada por dois componentes: um artefato (material ou simbélico) produzido
pelo sujeito ou por outros com um ou varios esquema(s) de utilizacdo associado(s),
resultante(s) de uma construcdo propria do sujeito, autbnomo ou de uma apropriacdo de
esquemas sociais de utilizacdo, estes ja formados externamente a ele (op. cit., p. 117). O autor
apresenta 0s esquemas em trés categorias:

v' Esquemas de utilizacdo: correspondentes as atividades relativas a gestdo das
caracteristicas e propriedades especificas do artefato (Ibidem, 2014, p. 91)2.

Por exemplo: [1]. Localizar um software no computador ou pela internet, como o caso
do GeoGebra online (c.f. Figura 5(a)), identificar ferramentas ou comandos do software (c.f.
Figura 5(b)), compreender as potencialidades de uma ferramenta ou comando deste software
no primeiro contato do sujeito com a ferramenta. [2] Aprendizagem inicial do movimento
necessario para regular a posicdo apropriada do volume do som em um veiculo (c.f. Figura

5(c)). [3] Aprender a ativar ou a desativar o bluetooth no celular.

8 Disponivel em: https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01017462, submetido em julho de 2014.
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GeoGebra

GeoGebra | Aplicativos matematicos gratuitos

GeoGedra

(a) (b) (©)
Figura 5.

Esquemas de uso de ferramenta, GeoGebra online, volume de som de veiculo (Dados da
pesquisa).
v' Esquemas de acdo instrumental - correspondentes as atividades para as quais o

artefato € um meio de realizacdo. (Ibidem, 2014, p. 91).

Exemplo de aplicacdo: Utilizar o software GeoGebra para: [t1] construir dois
segmentos dados quatro pontos distintos A, B, C e D néo colineares, nessa ordem (c.f. Figura
6(a)). [t2] marcar um ponto sobre o segmento AB(c.f. Figura 6(b)). [t3] Obter a intersecéo I
dos segmentos AB e CD (c.f. Figura 6(c)). [4] Animar o ponto P e observar o que acontece.
[t5] Animar o ponto | e observar o que acontece. [t6] Justificar as suas observacdes no proprio
ambiente GeoGebra utilizando a ferramenta “ABCTexto”. Assim, analisando a potencialidade
de cada ferramenta deste software que permite realizar cada uma destas tarefas, o sujeito esta

situado nessa categoria de esquemas de acéo instrumental.

®
@

@ C=(1183%) H @ D=1 00
@ D=(148001) H B @, f = Segmento(A,E)

@ - Semens(AE) H S o R—
) & = Segmento(C, D} ontoff)
— 38 ® N @ (3.99. 13

® g = Segmento(C, D) P = Pontelf) i @ = Inte
— 335

(a) (b) (©)
Figura 6.

Esquemas da acéo instrumental com GeoGebra online (Producéo do autor).
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Os esquemas construidos nesta aplicacdo corroboram com os principios da Geometria
Dinamica definidos como: objetos independentes (tais como os pontos A, B, C e D) que podem
ser movidos livremente pelo sujeito na nela, e pelos objetos dependentes (tal como o ponto |

gue ndo pode ser movido, ao menos que se movimentem os objetos que o definem).

v Esquemas de atividades coletivas instrumentais — correspondentes & utilizacdo
simultdnea ou conjunta de um instrumento em um contexto de atividades
compartilhadas ou coletivas. (Ibidem, 2014, p. 92).

Exemplo de aplicagéo: [1] a utilizagdo coletiva do Google Docs, em que 0 sujeito, no
seu préprio navegador, pode criar e editar textos sem utilizar outro software especifico, de
modo que Vvarias pessoas possam trabalhar simultaneamente, e cada mudanca realizada é salva
de forma automatica com acesso de todos os usuarios compartilhados em tempo real (c.f.
Figura 7). [2] Didlogo compartilhado em um grupo de redes sociais (c.f. Figura 7), em que todos 0s

usudrios cadastrados no grupo interagem simultaneamente sobre 0 mesmo assunto em tempo real.

| ]
L/ =
T
2 =
, e
C7)
Figura 7.

llustracdo de um esquema de atividade coletiva instrumental mediante o compartilhamento

de um dialogo em um grupo em redes sociais (Producédo do autor).

Em Didatica das Ciéncias e Matematica é de interesse comum a realizacao de analises
de praticas realizadas mediante a utilizacdo de recursos tecnologicos. Nesta perspectiva,
Rabardel (1995) e Verillon (1996) propdem o modelo denominado SituacGes de Atividades
Instrumentais (SAI) apresentado na Figura 8, que favorece a reflexdo e direcionamentos sobre

as referidas analises, tornando explicitas as possiveis relacdes existentes entre 0s componentes

Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.23, n. 3, p. 247-280, 2021 259



dos trés polos vistos mais acima (c.f. Figura 4), centrado na relacdo do sujeito com o objeto do

saber por mediacdo do instrumento construido ou em processo de constru¢do em uma génese

instrumental.

S"/// )

Objeto 0

Instrum entagio

Instrumentalizagio

—
Ambiente

Figura 8.

O modelo SAI na perspectiva tedrica (Adaptado de Rabardel, 1995. p. 53).

Quatro relagdes interativas sdo notaveis, explicitamente, neste modelo, a saber:

v' [1] a interagdo usual entre o sujeito e objeto representada por [S-O], que

podemos considerar como a relacdo emergente mediante a utilizagéo direta das
técnicas tradicionais do ambiente papel/lapis no acesso a um dado objeto O do
saber institucional, munido de uma organizacao praxeoldgica.

[2] A interacdo entre o sujeito e o instrumento denotada por [S-i], orientada a
constituicdo de esquemas de utilizacdo, sendo coberta pela dimensdo de
instrumentacdo da génese instrumental. Nessa dimensdo o sujeito adapta o seu
problema ou tarefa aos recursos do artefato.

[3] A interacéo entre o instrumento e objeto representada por [i-O], coberta pela
dimenséo de instrumentalizacdo da génese instrumental. O sujeito atribui ao
instrumento uma possibilidade de agir sobre o objeto O em jogo, e constréi as
propriedades funcionais que permitem a realizacao desta possibilidade de acéo.

[4] A interacéo entre o sujeito e objeto, por mediagédo do instrumento [S(i)-O].

O sistema que constitui essas interagdes €, por sua vez, imerso em um ambiente

constituido pelo conjunto das condi¢des que intervém nas atividades instrumentais.

Utilizando este modelo na pesquisa de referéncia deste artigo, dizemos que O é o objeto

matematico, denominado Sistema de Equacgdes Lineares (SEL). O sujeito S aparece em duas

instancias: na pesquisa interna (c.f. Figura 9(a)) onde ele é um pesquisador, e na pesquisa
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externa (c.f. Figura 9(b)) este sujeito é um estudante da IES. O instrumento i, por sua vez, é 0
software GeoGebra online. Nesta perspectiva, afirma-se que a modelizacdo de saberes por
instrumentacéo e instrumentalizacéo, permite descrever a forma pelo qual o instrumento influi
na constituicdo da relagéo do sujeito com esse objeto [S-O]. Essa relagdo imersa nas dimensoes
(instrumentacdo e instrumentaliza¢éo), passa a denotar-se por [S(i)-O], e deve aparecer em
todas as situagdes instrumentais construidas com o GeoGebra. Por isso, 0 instrumento ndo pode
ser considerado neutro em relagéo ao estudo de SEL utilizando o GeoGebra enquanto artefato.
A relacdo que acabamos de estabelecer, utilizando o modelo SAI na pesquisa de referéncia

deste artigo, estende-se para qualquer pesquisa imersa nesta perspectiva tedrica de ABIN.

[sti-o] [sti-ol
% %,
o - - "o

(a) Modelo SAI na pesquisa interna (b) Modelo SAI na pesquisa externa
Figura 9.

O modelo SAI nas pesquisas interna e externa (Producéo do autor).

Analisando os dois modelos apresentados na Figura 9, é possivel conjecturar que no
ensino, e consequentemente na pesquisa externa, o protagonista, ou seja, 0 sujeito é o
aluno/estudante. Essa conjetura compartilhada nas discussdes desenvolvidas no GPEMAC?, e
pela experiéncia de convivéncia de integrantes deste grupo, como a Professora R. L. Funato,
com Professores(as), das escolas de Educagdo Basica no Programa Institucional de Bolsa de
Iniciacdo a Docéncia (PIBID), passamos a nos questionar sobre o papel do pesquisador ou do
Professor nas relagdes previstas no modelo SAI em sala de aula. Esse questionamento nos levou

a repensar sobre as relagdes estabelecidas, inicialmente, por Rabardel e Verillon, favorecendo

® Grupo de Pesquisa em Ensino e Aprendizagem da Matematica em Ambiente Computacional.
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a extensdo do modelo SAI no espaco tridimensional, utilizando um tetraedro, em que 0s trés
polos primitivos se conservam nos trés vértices da base, e no quarto vértice, o Professor ou o
pesquisador diante da atividade instrumental do aluno/estudante na pesquisa externa, conforme

mostrado na Figura 10.

InteracgGes entre os componentes que intervém na construgéo
do instrumento pelo estudante face a aprendizagem do objeto O

[E-O] Interac&o usual Estudante-Objeto
Professor ou Pesquisador P [E-i] Interacdo Estudante-Instrumento

[i-O] Interagdo Instrumento-Objeto

[P-O] Interacdo Professor-Objeto

[P-E] Interag&o Professor-Estudante

[P-i] Interacdo Professor-Instrumento
[P(i)-O] Interacdo Professor-Objeto-Mediada por i
[E(i)-O] Interacdo Estudante-Objeto-Mediada por i
[E(P)-O] Interagdo Estudante-Objeto-Mediada pelo

Estudante E Objeto O __ Professor .
[(E(P)-)] Interagdo Estudante-Instrumento mediada pelo

Ambiente Professor.

[(E(i)(P)-O)] Interacdo Estudante-Objeto mediada pelo
instrumento e pelo Professor.

(a) O modelo SAI estendido em 3D (b) Descricao das relacdes do modelo SAI estendido
Figura 10.
O modelo SAI estendido em 3D nas Pesquisas Interna e Externa (Producéo do autor)

Nestas relacbes, o Professor/pesquisador, praticamente, atua como observador do
trabalho do estudante, eventualmente interagindo com limitagdes na relacdo [(E(i)(P)-0)]. Com
efeito, analisar as préaticas efetivas de estudantes com a intervencdo do pesquisador ou
Professor utilizando o modelo SAI estendido, é, portanto, uma atividade integralmente didatica,
em que se deve observar cuidadosamente todas as relacbes que emergem na construgéo do
instrumento pelo estudante. Mas, até que ponto a presenca do Professor/pesquisador intervém
na relagéo do estudante com o objeto O por mediacdo do instrumento i? N&o nos incumbimos
em responder imediatamente esta questéo, para entrarmos na sec¢do seguinte na qual trazemos
uma aplicacdo da ABIN no que diz respeito a anélise de um instrumento e suas potencialidades
em torno do objeto de estudo matematico visado neste artigo, Sistema de Equagdes Lineares,

elegendo o GeoGebra como artefato/instrumento na pesquisa interna.
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Analise de recursos de um ambiente computacional

Antes de utilizar qualquer ambiente computacional na pesquisa com um amparo na
ABIN como quadro teérico®®, é fundamental realizar a anélise dos recursos, deste ambiente,
Uteis na realizacdo de situacBes/tarefas envolvidas nessa pesquisa, considerando as duas
dimensdes (instrumentacdo e instrumentalizacdo) da génese instrumental, as técnicas
instrumentais tais como descritas por Lagrange (2002) e os esquemas implementados nesse
ambiente relativos as referidas tarefas. Essa andlise deve ser apresentada explicitamente nos
escritos/texto da pesquisa pela sua relevancia na construcdo do instrumento. Essa reflex@o
remete a analise dos recursos disponiveis no software e as suas sintaxes, considerando o objeto
O, pois elas seguramente intervém na compleicdo dos esquemas e potencializam o processo de
resolucdo de problemas/tarefas, ou seja, a construcdo do instrumento sobre O. Mas, 0 que é

potencialidade?

A potencialidade é um conjunto de qualidades de um artefato (ferramenta ou comando, material
concreto manipulavel a mao livre, ...) associado aos conhecimentos de um instrumento capaz
de permitir ao sujeito agir sobre um objeto do saber, visando solucionar problemas em torno
deste objeto de maneira eficiente e, eventualmente dindmica (Henriques, 2019, p. 46).

Por exemplo, na implementag¢do da tarefa “escalonar a matriz M (c.f. Tabela 2 )”, o
comando “MatrizEscalonada” segundo a sintaxe “MatrizEscalonada($M)” revela uma
potencialidade do GeoGebra sobre o objeto Matriz Escalonada. Em contrapartida, este

comando revela também um entrave de comando.

Um entrave é um conhecimento caracteristico de um artefato especifico (ferramenta ou
comando, material concreto manipuldvel a mao livre, ..) de um instrumento contendo
informacOes acessiveis ou ndo pelo sujeito. Tais informagdes podem ser modificadas pelo
sujeito de maneira a solucionar o seu problema (Ibidem, 2019, p. 47).

Conforme sublinhado anteriormente, denominamos o tipo de entrave revelado pelo

comando “MatrizEscalonada” de “caixa preta”, no sentido de que o sujeito visualiza/obtém o

10 Entendemos por quadro tedrico como o referencial tedrico de base de uma pesquisa, escolhido pelo pesquisador
em funcdo da sua problematica, constituido, pelo menos, por uma teoria capaz de fornecer ferramentas de analise
aos estudos que se pretende desenvolver. (HENRIQUES; SERODIO, 2013, p. 2, grifo do autor)
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resultado esperado de forma imediata sem o conhecimento das etapas realizadas pelo ambiente
computacional (software) para externar esse resultado. Mas, o entrave ndo significa limitacao
do software, uma vez que o sujeito pode reorganizar a tarefa na tentativa de “abrir” a “caixa
preta” e acessar parcial ou totalmente as referidas etapas. Assim, a analise de um instrumento
deve permitir a identificacdo das potencialidades e dos possiveis entraves que podem surgir na
resolucdo de problemas ou tarefas matematicas sobre o objeto O.

Para conduzir a nossa analise nesta perspectiva € fundamental considerar
situagOes/tarefas institucionais sobre O. Neste ambito, nds recorremos ao Modelo Praxeologico
de Gestéo de Tarefas (MPGT) utilizado, posteriormente, na pesquisa externa com estudantes
de uma Universidade puablica brasileira, e apresentar a analise dos recursos do ambiente
computacional GeoGebra colocado em prética.

O MPGT “€ um exemplar para elaboracao de tarefas, que devem iniciar com um género
(verbo no infinitivo), no contexto praxeoldgico, seguido de um complemento fixo, e de um
Sistema de Varidveis Didaticas.” (HENRIQUES, 2019, p. 106). O referido MPGT ¢
apresentado em um quadro contendo um exemplar que é colocado em prética em situacdes

efetivas de aprendizagem, e que reproduzimos na Tabela 3.

Tabela 3.

Modelo Praxeoldgico de Gestdo de Tarefas (Henriques, 2019, p. 106)

GT = [Verbo de a¢do, complemento fixo, SVD]

Em que:
e GT: significa geratriz ou gerador de tarefas.
o VVerbo de a¢do: define o género do tipo de tarefa T.

e Complemento fixo: especifica um enunciado, sem ambiguidades, fixando os dados ou
informac0es globais da situacdo ou tarefa que devem ser utilizadas no SVD ou subtarefas.

e SVD: é um sistema de variaveis didaticas no gerador de tarefas (t).
Um exemplar de GT
GT1 | Considerar as informagdes 11, 12, 13, ..., In para realizar as seguintes tarefas:
tl | Enunciado da t1 utilizando alguma informacéo Iy, 1 <k <n.
t2 | Enunciado da t2 utilizando alguma informac&o Ik e/ou resultado da t1
t3 | Enunciado da t3 utilizando alguma informacéo I« e/ou Resultado da t1, t2
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A gestdo de tarefas apresentada na Tabela 4 € constituida com dois geradores propostos

aos estudantes matriculados em uma Universidade publica e Professores regentes na Educacéo

Basica que participaram de uma das oficinas do GPEMAC ofertadas no segundo semestre de

2021, de forma remota. Estes geradores sdo utilizados nas anélises apresentadas nesta secao,

no dmbito da pesquisa interna, assim como na se¢do subsequente referente a pesquisa externa.

Tabela 4.

Geradores de tarefas em torno do estudo de SEL (Dados da pesquisa)

Primeiro Gerador de tarefas

_, | Considerar a sua relagao com o objeto do saber Sistema de Equacdes Lineares (SEL)
5 estabelecida durante as trés partes da oficina, para realizar a seguinte tarefa, explicando
" cada passo.
€ | tl | Apresentar os elementos ou conceitos, em itens, (a), (b),... ou (i), (ii), (iii),... que
E encontrou na relacdo considerada no GT1, que ndo conhecia antes desta oficina.
g t2 | Apresentar as ferramentas/recursos do GeoGebra, em itens, (a), (b),... ou (i), (ii), (iii),... que
5 encontrou na relacdo considerada no GT1, que ndo conhecia antes desta oficina.
® | t3 | Descrever/ falar” um pouco sobre a sua aprendizagem ao longo da aplicacdo da oficina,
S destacando, se possivel, as vantagens e as desvantagens da oficina, tanto no trabalho realizado
no ambiente papel/lapis quanto no ambiente computacional GeoGebra.
Segundo gerador de tarefas
S : - : y+ 3z=5
onsiderar o Sistema de Equacdes Lineares representado
ao lado, para realizar as seguintes tarefas, explicando cada SELyx—3y + z=2
. x+4y + z =3
passo:
~ “ Determinar o posto e a nulidade da matriz associada ao sistema SEL fornecido no GT2
© utilizando as técnicas habituais do ambiente papel/lapis.
é © Decidir se esse sistema é possivel e determinado, é possivel e indeterminado ou é impossivel.
= Se for uma das duas primeiras possibilidades, forneca a solucdo do sistema.
: 3 Descrever, na lingua materna, o significado da solucéo obtida na realizacdo da t2 do GT2 em
2 conformidade com a solugdo correspondente no registro grafico.
§ w Validar, no registro gréafico em trés dimensdes, e por escalonamento de matriz, a solucéo
g fornecida na realizacdo da tl e t2, utilizando o ambiente computacional GeoGebra online.
5 Representar, no registro grafico, o crivo®* da superficie de cada equacéo do SEL na vizinhanga
da solucéo fornecida na realizacdo da t1 e t2.
6 Apresentar cada ferramenta/recurso do GeoGebra, em itens (como na tl do GT1), que utilizou
na realizacdo das tarefas do GT2, justificando o porqué da sua utilizagao.

Vale sublinhar que 0 nosso objetivo nesta secdo ndo € a apresentar uma

resolucdo/solucdo de cada uma das tarefas do GT1 e do GT2, mas sim, a analise dos recursos

do GeoGebra e 0s esquemas de ag¢des instrumentais inerentes as tarefas em gestdo em torno do

11 \/er o conceito de crivo em: https://revistas.pucsp.br/emp/article/view/44263
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objeto de estudo. Com efeito, apresentam-se na primeira coluna da Tabela 5 os referidos

recursos acompanhados das respectivas potencialidades na segunda coluna.

Tabela 5.

Ferramentas do GeoGebra com as respectivas potencialidades utilizadas na pesquisa em

conformidade com os geradores propostas aos estudantes (Dados da pesquisa)

Ferramenta (Fi), i eN Potencialidade

F1. Campo de entrada Permitir a relagdo instrumental/comunicacédo entre o sujeito e o instrumento,
fornecendo dados ao GeoGebra.

F2. ABC Texto Permitir a digitacdo de textos informativos, tais como enunciado de tarefas ou de
qualquer outra natureza instrucional.

F3. Resolver Permitir a resolugéo de uma equacdo ou sistema de equagoes.

F4. Curva Permite a visualizacdo de curvas parametrizadas entre outros objetos.

F5. Superficie Permite a visualizagdo de superficies parametrizadas entre outros objetos.

F6. IntersecdoGeométrica Permitir a visualizagdo da curva de intersecdo de duas superficies previamente
representadas no GeoGebra.

F7. Intersecdo de dois Permitir a visualizacdo de intersecdo de dois objetos, tais como curvas, por

objetos exemplo, previamente representadas no GeoGebra.

F8. {{lista}{lista},...} Permitir o acesso/visualizagdo dos elementos de uma matriz na sua forma Mm, (M
quantidade de linhas e n de colunas) e outros tipos de listas.

F9. MatrizEscalonada Permitir o acesso da matriz escalonada de uma matriz previamente implementada
no GeoGebra ou implementada juntamente com essa ferramenta.

F10. (x1,x2,x3,...) Permitir a visualizar componentes ordenados de pontos em n dimensdes com n
maior ou igual a dois.

F11. Segmento (A,B) Permitir a visualizagdo do segmento de origem no ponto A com extremidade no
ponto B, pontos estes previamente identificados no GeoGebra.

Uma vez destacadas/identificadas as ferramentas e as suas potencialidades inerentes as

tarefas em gestdo, deve-se desenvolver os esquemas de agdes instrumentais correspondentes.
Assim, no tocante a primeira tarefa t1 do G2 constata-se que a construcdo do

instrumento durante a génese instrumental em torno desta tarefa no GeoGebra, pode ocorrer

de diversas formas, isto €, diferentes esquemas podem ser organizados para se alcangar o

resultado esperado. N&o listamos todos, mas, certamente, um desses esquemas é:

v' tilizar as ferramentas F1, F8, implementando em cada lista de F8, a partir de F1, os coeficientes
de cada equagdo, executar a instru¢do com a tecla “Enter”. Em seguida aplicar a ferramenta F9

em que a instrugdo correspondente também deve ser executada com a tecla “Enter”.

Esse esquema é colocado em pratica no GeoGebra conforme mostrado na Tabela 6.

Tabela 6.
Realizacdo parcial da t1 do GT2 com ferramentas e potencialidades do GeoGebra

(Producao do autor)

266 Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.23, n. 3, p. 247-280, 2021



Ferramenta Implementac&o

M={{0, 1, 3,5}.{1, -3, 1, 2},{1, 4, 1, 3}} “Executar com Enter”
F1., F8. tEH

% = i §) “Resultado da primeira a¢do”

MatrizEscalonada($M) “Executar com Enter”

17
100 5 “Resultado da segunda agdo”, que consiste na Matriz
1

010 ; M’ linha reduzida & forma escada equivalente a matriz

g M, internamente pelo GeoGebra.

F9.

001

Com este resultado em tela, o sujeito/estudante, deve, contudo, ter o conhecimento de
que: “dada uma matriz Amxn, Seja Bmxn @ matriz-linha reduzida a forma escada linha equivalente
a matriz Amxn. O posto de A, denotado por p, é [a quantidade] de linhas ndo nulas da matriz
B. A nulidade da matriz A é o nimero representado por n-p”. BOLDRINI (1980, p.38).

Compreende-se, portanto, que para se determinar o posto de uma matriz A, deve-se,
inicialmente, escalonar essa matriz. Em seguida, contar a quantidade de linhas ndo nulas, que é o
posto da matriz A. A nulidade é a diferenca entre a quantidade de colunas n da matriz A e o posto p.

Conjectura-se que as ferramentas utilizadas acima permitem responder uma parte da
tarefa, escalonamento da matriz, no ambiente computacional GeoGebra, mas ndo a segunda,
que deve ser externada mediante a competéncia do sujeito na contagem e célculo da diferenca
(nulidade). Assim, decorre-se da Tabela 6 que o posto de M é p=3, e a nulidade é n-p = 1.

As tarefas t2 e t3 sdo especificamente descritivas a partir do resultado alcancado na
realizacdo da t1. Ao passo que a realizacdo da t4 no GeoGebra requer a construcao de esquemas

préprios. Um desses esquemas é:

v' utilizar a ferramenta F1, entrando com cada equacéo fornecida no GT2 tal como ela é, executar
a instru¢do com a tecla “Enter”. Em seguida aplicar a ferramenta F6 formando pares dessas
equagdes, que também deve ser executada com a tecla “Enter”. Aplicar a ferramenta F7

considerando os resultados obtidos com aplicagdo da F6.

Esse esquema é colocado em pratica no GeoGebra conforme mostrado na Tabela 7.

Tabela 7.
Realizacdo parcial da t4 do GT2 com ferramentas e potencialidades do GeoGebra

(Producao do autor)
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Ferramenta Implementac&o

eql: y+ 3z = 5 “Executar a instrucdo com Enter”
eq2: x-3y +z =2 “Executar a instrugdo com Enter”

F1

eq3: x+4y + z = 3 “Executar a instru¢do com Enter”

f: IntersecdoGeométrica (eql, eq2) “Executar a instrugdo com Enter”
F6

g: IntersecdoGeométrica (eql, eq3) “Executar a instrucdo com Enter”

h: Interse¢doGeométrica (eq2, eq3) “Executar a instrugdo com Enter”

F7

P = Intersecdo (f, g) “Executar a instrucdo com Enter”

Apresenta-se na Figura 11 o resultado da execucéo das instru¢oes implementadas na Tabela 7.

o
Lt

®

(a) Superficias com as retas de (b) As retas de intersecdo e (c) Destaque apenas no ponto
intersecdo e ponto solugcdo do SEL. ponto solugdo do SEL. solucéo do SEL.
Figura 11.

2

Visualizacdo das superficies planas das equagdes do sistema, as suas interse¢des duas a
duas e o ponto solugdo do SEL, no registro grafico (Producéo do autor)

E fundamental observar nesse resultado o potencial da Geometria Dinamica na
validacao de solugbes de Sistemas de Equacdes Lineares no registro grafico. A visualizacdo
correspondente a Figura 11 (a) ainda pode ser refinada, observando-se cada superficie
estritamente, na vizinhanca da solucdo do SEL. Isso remente ao desenvolvimento de
competéncias na construcdo de esquema de acdo instrumental em torno da t5 do GT2. Para
iSS0, € necessario eleger uma das variaveis em cada equacdo como dependente e descrever um
tnico dominio D comum ao crivo de cada superficie, sendo as demais variaveis independentes.
O conjunto D deve conter a projecdo ortogonal P’ do ponto P solugdo do SEL. Digamos que a
variavel z seja eleita como dependente em cada equacdo. Com esta escolha, P’ ¢ um ponto do
plano_xy de coordenadas (x1, y1, 0). Assim, se 61,52eR* sdo incrementos de x1 e yl1,
respectivamente, entdo as ilustracdes indicadas na Figura 12, exprimem uma boa representacao

do dominio D no registro gréafico (c.f. Figura 12 (a)), e analiticamente, no registro algébrico (c.f.
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Figura 12 (b)).

y 4
yl+ 62
D={(x,y)eER*}; a<x<bc<y<d}
P'(x1,y1,0) em que
y1 * v a=x1-61
v b=x1+41
v c=y1-642
1-62
Y N v od=yl+82
x1-461 x1 x1+61
(a) Dominio do crivo de uma superficie S na (b) Representagédo analitica do dominio do crivo de
vizinhanca da solucdo do sistema de trés equagGes  uma superficie S na vizinhanga da solugéo do sistema
lineares, no registro gréfico. de trés equacoes lineares, no registro algébrico.
Figura 12:

Dominio retangular do crivo de uma superficie na vizinhanga de um ponto, em particular,

solucéo do SEL (Producéo do autor)

Nesta perspectiva, a representacdo do crivo da superficie de cada equacdo de SEL na

vizinhanca da solucdo fornecida na realizacdo da t2 do GT2, no registro grafico, requer a

construgédo dos seguintes esquemas de agdo instrumental na relagdo [S(i)-O] do modelo SAI:

v

Esquemal: utilizar a ferramenta F1, entrando com x1 atribuindo-lhe o valor da abcissa do ponto
solucdo do SEL. Idem para y1 com o valor da ordenada do ponto solucdo do SEL.

Esquema2: utilizar a ferramenta F1, entrando com §1 atribuindo-lhe um valor para incremento de x1,
idem para 62 em vista do incremento de y1.

Esquema3: utilizar as ferramentas F1, F5, implementando nas entradas de F5, a partir de F1, a
expressao de x, de y e de z, das equacgBes paramétricas da primeira equagdo do SEL com o0s
parametros definidos em [a, b] e [c, d], considerados no dominio D. Executar a instrugdo com
a tecla “Enter”, obtendo como resultado o crivo CS1 de eql.

Repetir o Esquema3 para a segunda e em seguida para a terceira equagdo do SEL, obtendo
como resultado o crivo CS2 de eq2 e CS3 de eg3, respectivamente.

Esquemad4: utilizar as ferramentas F1, F4, implementando nas entradas de F4, a partir de F1, a
expressdo de x, de y e de z, das equagBes paramétricas da interse¢do de CS1 com CS2, isto €, para
CS1NCS2, com o parametro definido no intervalo [a, b]. Executar a instru¢do com a tecla “Enter”.

Repetir o Esquema4 para CS1NCS3 e em seguida para CS2NCS3.

Esses esquemas sdo colocados em pratica no GeoGebra, conforme mostrado na Tabela

8, na relagcdo do sujeito com o objeto O por mediagdo do instrumento ([S(i)-O]) na pesquisa
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interna na qual estamos imersos neste momento, e espera-se também que esses esquemas
emerjam na pesquisa externa face ao modelo SAI estendido.

Tabela 8.
Realizacdo parcial da t4 do GT2 com ferramentas e potencialidades do GeoGebra

(Producao do autor)

Ferramenta Implementagéo
@® *1=x(P) “Executar a instrugdo com a tecla Enter”
PY yl =y(P) “Executar a instrugdo com a tecla Enter”
F1 ® 61 = 2: “Executar a instru¢do com a tecla Enter”
® 62 = 3: “Executar a instru¢do com Enter”
@® CS1=Superficie (u, v,s—;v,u,xl —61,x1+4+61,v,y1 -461,y1+ 61)
“Executar a instru¢do com Enter”
F5 Py CS2 = Superficie(w,v,2 —u+ 3v,u,x1 —61,x1 + §1,v,y1 — §1,y1 + §1)
“Executar a instrugdo com Enter”
PY CS3 = Superficie(u,v,3 —u—4v,u,x1 — §1,x1 + 61,v,y1 — 61,y1 + §1)
“Executar a instru¢do com Enter”
3u-1 5  3u-1
() Crl:Curva(u,T,g—?,u,xl—61,x1+61)
“Executar a instru¢do com Enter”
F4 () Cr2=Curva(u,%,z—%,u,xl—61,x1+61)
“Executar a instrugdo com Enter”
[ Cr2=Curva(u,l,ﬂ,u,xl—61,x1+51)
7’7

“Executar a instru¢do com Enter”

Apresenta-se na Figura 13 o resultado da execucéo das instrucdes (Tabela 8), implementadas
no GeoGebra na relacdo [S(i)-O]. Salienta-se que as parametrizacdes, tanto das superficies quanto
das curvas (retas das intersecdes das superficies) ocorrerdo na relacdo usual sujeito-objeto [S-O]
mediante aplicacdo de técnicas do ambiente papel/lapis, como uma estratégia de incentivar a estreita

relacéo existe entre este ambiente de aprendizagem e o ambiente computacional.

(@) Crivos de Superficias juntamente (b) Crivos das retas de
. . u . . (c) Destaque apenas no ponto P
com os crivos das retas de intersecéo e interse¢do juntamente com o solucio do SEL
0 ponto solucdo do SEL ponto solugdo do SEL ¢
Figura 13:

Visualizacéo dos crivos das superficies planas de equagdes e retas de interse¢do na
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vizinhanca do ponto solucéo do Sistema de Equac@es Lineares (Producéo do autor)

A elaboracdo e implementacdo de esquemas de a¢Bes instrumentais €, portanto, uma
acao/préatica que deve ocupar um espaco significativo na analise das relagdes do sujeito, tanto
na pesquisa interna quanto na pesquisa externa inscritas na Abordagem Instrumental. Mas,
quais sdo os esquemas desenvolvidos pelos estudantes na constru¢do do instrumento, face a
resolucdo de SEL utilizando as ferramentas do ambiente computacional GeoGebra? Esse
guestionamento remete a nossa investigacdo a pesquisa externa, favorecendo a realizacdo das

analises que apresentamos na sec¢ao subsequente.

Aplicacédo e analise de praticas de estudantes sobre Sistemas de Equacgdes Lineares

Conforme sublinhado anteriormente, a investigacdo envolveu dez participantes por
intermédio de uma das oficinas do GPEMAC, ofertadas no segundo semestre de 2021, de forma
remota’? utilizando-se a plataforma Google meeting. Dentre os participantes havia estudantes
de curso de Licenciatura em Matematica matriculados em uma Universidade publica e
Professores de Matematica da rede publica estadual.

A oficina foi organizada em trés partes, aplicadas em duas sessbes. Sendo duas na
primeira sessdo e uma na terceira. Cada sessdo foi gravada por meio do Google meeting e
disponibilizada aos participantes no Classroom do grupo.

Os dois geradores de tarefas apresentados anteriormente, que favoreceram a andlise das
ferramentas do GeoGebra na relacdo [S-i] na pesquisa interna, apresentada na sec¢ao anterior,
foram disponibilizados aos participantes no final da oficina, no Classroom do grupo, como
dispositivo experimental, atuando também como avaliacdo da oficina. Neste momento, 0s

participantes foram deixados a vontade para utilizarem tanto o ambiente papel/lapis quando o

12 A referida oficina foi intitulada: Solucdes de sistemas de equagdes lineares no registro numérico e validago no
registro grafico: préaticas pessoais do ambiente papel/lapis ao ambiente computacional. Oficinas do GPEMAC,
2021.
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ambiente computacional GeoGebra online acessivel para todos, por se tratar de um ambiente
de acesso livre. Dentre os dez participantes, seis responderam o dispositivo, postando o0s seus
respectivos arquivos munidos de respostas no Classroom, os quais identificamos por
POSEL1%, POSEL2, ... POSELSG.

Sem retomarmos os referidos geradores de tarefas, organizamos na Tabela 9 as respostas
fornecidas pelos POSEL para t1 do GT1: Apresentar os elementos ou conceitos, em itens, (a),
(b),... ou (i), (i), (iii),... que encontrou na relacdo considerada no GT1, que ndo conhecia antes

desta oficina.

Tabela 9.
Respostas fornecidas pelos participantes a t1 do GT1 (Dados da pesquisa)
POSEL1 POSEL?2 POSEL3
(@ Operacdes Elementares: Permuta; Posto e nulidade de Sistema solvel (quantidade de equagBes igual a
Multiplicacdo e Substituicdo. uma matriz quantidade de variaveis)
Determinar  quando
(b) A definicdo da Forma Escada um sistema linear é | Método de resolugdo de SEL, Sistemas Equivalentes.
PD, Plou |
A técnica de resolugdo de SEL por Sistemas
(c) Posto e nulidade de uma Matriz Equivalentes € operacional na pesquisa de solugfes de
sistema com m equacdes (linhas) e n incgnitas
(d) Teorema: Um sistema de m equagdes e Operacéo, permutar duas linhas (no caso de o elemento
n incognitas admite solucdo se, e do sistema ser zero), pois o coeficiente de da primeira
somente equacdo do sistema tem de ser diferente de zero.
(e) Linha reduzida a forma escada.
(0] Matriz ampliada.
(9) Posto e Nulidade
POSEL4 POSEL5 POSEL6
(@ O conceito de posto de uma matriz; Sem resta! t1: Eu ndo conhecia os conceitos de posto e nulidade,
(b) O conceito de nulidade de uma matriz; para mim foram novidades, eu nem imaginava a
(© A ideia de que em um sistema de m importancia que esses elementos tinham para resolugéo
equacdes e n incognitas, podemos assumir de sistemas lineares. Os teoremas para mim, assim como
para aij e bij valores reais ou complexos. os elementos que os compdem. Entdo achei muito
interessante abordar esses conceitos.

Uma observacao notavel nas respostas apresentadas pelos participantes, salvo o POSEL5 que
nao respondeu a t1 do GT1, consiste na unanimidade da auséncia de suas relagdes com o conceito de
posto e de nulidade de uma matriz, importantes na tomada de decisé&o sobre a solucéo de um SEL.
Entendemos também que quando POSEL2 escreve PD, Pl e I, esta se referindo a um sistema que

seja possivel e determinado, possivel e indeterminado ou impossivel. Além disso, muitos conceitos

13 participante da Oficina Sistema de EquagGes Lineares (POSEL)
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trabalhados durante a aplicagdo da oficina encontram espaco significativo na formacdo deles,
mostrando a relevancia e a contribui¢do das oficinas do GPEMAC no desenvolvimento de suas
competéncias pessoais, em particular, no que diz respeito ao tratamento do objeto SEL, tanto no
ambiente papel/lapis quanto no ambiente computacional, conforme se pode acompanhar ainda nas
suas respostas que trazemos na Tabela 10, no tocante at2 do GT1: Apresentar as ferramentas/recursos
do GeoGebra, em itens, (a), (b),... ou (i), (ii), (iii),... que encontrou na relagdo considerada no GT1,

que ndo conhecia antes desta oficina.

Tabela 10.
Respostas fornecidas pelos participantes a t2 do GT1 (Dados da pesquisa)
POSEL1 POSEL?2 POSEL3
(@ O comando de inserir no campo de entrada do | Imputar sistema de Os recursos de representacdo de matriz e
GeoGebra uma Matriz qualquer. equacdo matriz escalonada.
(b) Andlise do gréafico das
equacdes

Imputar matriz e calcular
seu escalonamento

(©

POSEL4 POSEL5 POSELG6

(d) Obter uma matriz m x n ampliada no campo de Eu n&o conhecia a ferramenta de colocar
entrada do geogebra pelo exemplo de sintaxe: M= matrizes, era uma ferramenta que eu tinha
{{all,a12,a13,a14,b1}, {a21,a22,a23,a24,b2}}. As Sem resposta! muito interesse em aprender a utilizar e
chaves separam as linhas da matriz e as virgulas as gracas a oficina eu pude a ver em prética. A
colunas. ferramenta de escalonar a matriz também é

(e) Para escalonar uma matriz, utilizamos no software muito interessante e tem uma importancia
geogebra 0 comando “MatrizEscalonada (M)”, muito relevante quando se trata do trabalho
fazendo referéncia a matriz obtida anteriormente. com sistemas lineares

Dentre as ferramentas destacadas na analise de recursos do ambiente computacional
GeoGebra, podemos encontrar nas respostas dos participantes as ferramentas: F1, F8, F9 (c.f.
Tabela 5). I1sso mostra uma certa relagdo instrumental dos participantes com este ambiente.
Quando POSEL2 escreve “Imputar” acreditamos que esteja se referindo a possibilidade de
implementar uma matriz no GeoGebra, em que seja necessaria a mobilizacdo da ferramenta F8.

Em contrapartida, confrontando as respostas destes participantes com o resultado
apresentado na pesquisa interna (Tabela 5), percebe-se a existéncia de ferramentas nao
mencionadas por eles. Manifestando-se dai a necessidade de se investir mais na relacdo do
sujeito (S) com o objeto O (SEL) por mediacdo do instrumento (i), isto é, a relacdo [S(i)-O] na

pesquisa externa com base no modelo SAI estendido, onde o Professor/pesquisador exerga um
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papel de educador, orientador, incentivador, etc., dos estudantes (S) na identificacdo das
ferramentas do ambiente computacional adequadas a situacdo e na descri¢do das respectivas
potencialidades que intervém na elaboracdo dos esquemas de a¢des instrumentais. Em seguida,
realizar-se a implementacdo de cada esquema na construgdo do instrumento durante a génese
instrumental, ou seja, a resolugdo da tarefa visada na perspectiva de ABIN. Vemos ai também
a importancia das relagdes [(E(P)-i)] e [(E(i)(P)-O)] no modelo SAI estendido.

Na terceira tarefa t3 do GT1 os participantes foram bem descritivos e unanimes sobre
aquisicdo de novos conhecimentos durante o desenvolvimento da oficina, revelando-se mais
uma vez a importancia desse tipo de atividade na formacéo inicial, para os estudantes em curso
de Licenciatura em Matematica, e continuada, no tocante aos Professores de Matemaética da
rede publica estadual.

Observadas essas importantes informagdes a partir do GT1, apresentamos, a seguir, a
anélise das préaticas pessoais dos participantes, referentes as tarefas gerenciadas no segundo
gerador (GT2). Assim, diferentemente da escolha realizada sobre a analise das tarefas do GT1,
restringimo-nos a apresentacdo dos resultados que organizamos nas Tabelas 11, 12 e 13,

referentes as tarefas t1, t4 e t5 do GT2, respectivamente.

Tabela 11.
Respostas fornecidas pelos participantes na resolucéo da t1 do GT2 (Dados da pesquisa)
POSEL1 POSEL?2 POSEL3
™ ) Al Esubmbel=. LI Oy = 21 € T1r o0 0z
[° 4 58] Mnteole |4 ) ,:“ :)nj 35 I,:i?& | 0 o} ——3{-5¢ “‘_ 9 9121
o o] | I B L aile) o=
S S8 T | I B | lL 4(3[ looo b %
POSEL4 POSEL5 POSEL6
: K g.tg % FaAEe T T Peco desculpas por ndo poder
Zlzsel | [goo0O R L s responder o GT2...

Trazemos na Tabela 11, apenas a matriz inicial extraida no sistema proposto no GT2, e
a matriz final obtida pelo participante, por linha reduzida a forma escada, na relacdo usual [S-

O] do modelo SAI, utilizando as técnicas do ambiente papel/lapis. Nesta utilizac&o,
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consideram-se trés operagdes elementares sobre as linhas de uma matriz, que sao:

i) Permutagdo da i-ésima com a j-ésima linha, denotada por: L; < L;
i) Multiplicacdo da i-ésima linha por um escalar ndo nulo k, denotada por: L; - k - L;

iii) Substituicdo da i-ésima linha pela i-ésima mais k vezes a j-ésima linha, denotada por: L; —» L; + k - L;

Em conformidade com o disposto na analise de recursos de um ambiente
computacional, apenas dois, dentre 0s cinco participantes que responderam a tarefa (t1) do
GT2 utilizaram, convenientemente as referidas operagdes, apresentando assim o resultado
esperado, notadamente, 0o POSEL1 e 0o POSEL3. Este resultado indica, portanto, a necessidade
de uma discussdo complementar do pesquisador/Professor juntamente com os referidos
participantes, justificada pela Interacdo Estudante-Objeto-Mediada pelo Professor [E(P)-O],
preconizada no modelo SAI estendido. A realizacdo da t4 do G2, que requer “validar, no
registro grafico em trés dimensoes, e por escalonamento de matriz, a solucéo fornecida na
realizacdo datl e t2, utilizando o ambiente computacional GeoGebra online ”, serve, além do
desenvolvimento de competéncias matematicas, de elemento de reflexdo da propria pratica que
0 participante realizou no ambiente papel/lapis, € uma espécie de autoavaliacdo mediada por
instrumento na relacdo [S(i)-O] do modelo SAI estendido. O que é que os participantes

desenvolveram a partir desta tarefa? A Tabela 12 traz respostas para essa questao.

Tabela 12:
Respostas fornecidas pelos participantes a t4 do GT2 (Dados da pesquisa)
POSEL1 POSEL3
I NDREEEEEEE
o L ———

Conforme se pode observar na Tabela 12, apenas dois participantes responderam,
parcialmente, a t4 do GT2, sendo os mesmos que forneceram o resultado esperado na realizacéo da
tl e da t2. Parcialmente no sentido de que o POSEL1, além de ocultar as instru¢@es fornecidas ao

GeoGebra, ndo indica como identificou o ponto ilustrado juntamente com as superficies de equagdes

Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, v.23, n. 3, p. 247-280, 2021 275



que constituem o sistema. Mais ainda, ele ndo explora o conceito de intersecdo de duas superficies.
Consequentemente, ele ndo constroi o instrumento para a intersecdo de curvas, em particular, das
retas resultante das interseces das superficies planas, duas a duas. Contrariamente do POSEL 1, o
POSELS3 por sua vez, além da ilustracdo das superficies planas no registro gréfico, que passa pela
mobilizagéo da ferramenta F1, ele se apropria das ferramentas F4 e F6 por instrumentacéo na relacéo
[S-i1], mediante a selegdo dessas ferramentas no menu de ferramentas de GeoGebra, e proceder com
agdo de “clicar” sobre os objetos correspondentes, obtendo assim, os resultados identificados por f, g
e h como intersecéo de superficies identificadas por eql, eq2 e eg3, duas a duas. Sendo os resultados
identificado por A, B e C como interse¢des das retas de equacdes indicadas f, g e h, duas a duas. Essa

analise é notavel na pratica do POSEL3. Assim ele escreve:

a) Digitei as equagdes no campo de entrada.

b) Usei a ferramenta “Intersegdo de Duas Superficies” para encontrar as retas de intersegdo dos planos.

c) Usei a ferramenta “interse¢do de Dois Objetos” para encontrar o ponto de interse¢do das retas que
foram formadas pela interse¢do dos planos.

A validacdo da solucéo por escalonamento de matriz no GeoGebra nao foi explorada,
nem pelo POSEL1 e nem pelo POSEL3, mesmo sabendo que os dois mencionaram a
ferramenta F8, ao responderem a t2 do GT1, onde POSEL1 escreveu: “o comando de inserir
no campo de entrada do GeoGebra uma Matriz qualquer” e 0 POSEL3 escreveu: “0s recursos
de representacdo de matriz e matriz escalonada”.

Ora, no resultado apresentado por POSELS3, identificado por A, B e C como intersecoes
das retas de equagdes indicadas f, g e h, duas a duas, revela que A=B=C=Ponto solucao do sistema
em questao que este e POSEL1 forneceram, anteriormente, na resolugéo da t1 do GT2.

A auséncia desta validagdo mostra a necessidade de se investir na “Interacdo Estudante-
Objeto mediada pelo instrumento e pelo Professor [(E(i)(P)-O)], prevista no modelo SAI
estendido, que deva favorecer as organiza¢es didaticas fundamentais na orientacdo do
estudante diante do desenvolvimento da sua relacdo com os objetos do saber em jogo, por

mediacdo do instrumento [S(i)-O]. Nessas organizacdes a identificacdo de ferramentas do
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software, assim como a elaboracdo de esquemas de ac¢Bes instrumentais, se tornam fatores
fundamentais na construcao do instrumento.

A terceira, sendo a Ultima tarefa do GT2 que nos incumbimos analisar, € identificada
por t5 com o seguinte enunciado “Representar, no registro grafico, o crivo da superficie de
cada equacao do SEL na vizinhanga da solugédo fornecida na realizacéo da t1 e t2”. Conforme

se pode observar na Tabela 13, nenhum dos participantes realizou esta tarefa.

Tabela 13.
Respostas fornecidas pelos participantes a t5 do GT2 (Dados da pesquisa)
POSEL1 POSEL?2 POSEL3
Sem resposta! Sem resposta! Sem resposta!
POSEL4 POSEL5 POSEL6
Sem resposta! Sem resposta! Sem resposta!

A descricdo, instrumentacdo e instrumentalizagéo de crivos de superficies, em geral, e planas,
em particular, na vizinhanga de solucdes de Sistemas de EquacOes Lineares em 3D, sdo encaradas
como grandes desafios por muitos estudantes, pois a implementacdo de um crivo de uma superficie,
ndo requere apenas a transferéncia da equacdo correspondeste tal como ela é, no ambiente
computacional, exige mais do que isso, € necessario 0 desenvolvimento de competéncias que vao
além do simples entrada de informac@es no software, e apertar a tecla “Enter”, como no caso da
visualizac&o das superficies de eql, eg2 e eg3 (c.f. POSEL3), sem algum custo adicional.

Os esquemas apresentados durante a analise das ferramentas do ambiente computacional
GeoGebra na pesquisa interna, mostram muito bem a necessidade de que nos referimos acima.
Podemaos, por tanto, conjecturar que, apesar dos estudantes terem acesso as tecnologias digitais, ndo
é evidente nas suas praticas, face a gestdo de tarefas de Superficies de Equacbes Lineares, a
mobilizacdo de ferramentas do software e de esquemas adequados, necessarios na obtencdo de
solucdes eficazes na perspectiva de construcdo do instrumento na génese instrumental,
conjecturando-se, assim que o software por si s6, é insuficiente para promover a aprendizagem dos
estudantes sem a intervencao e a organizacao didatica eficaz do(a) Professor(a). Vemos dai, de forma

explicita, o papel e o estima do modelo SAI estendido em trabalhos de pesquisa, de ensino e de
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extensdo fundamentados na Abordagem Instrumental proposta por Pierre Rabardel (c.f. Figura 1).

Considerac0es finais

Quando pensamos em escrever este artigo, ambicionamos em trazer elementos de
reflexdo acerca da utilizacdo da Abordagem Instrumental de Pierre Rabardel, como quadro
tedrico eficaz, no desenvolvimento de trabalhos de pesquisadores, em Educacdo, que possam
se interessar pela analise de ferramentas tecnoldgicas e as respectivas potencialidades na
construcdo do instrumento pelo sujeito, diante dos objetos de saberes, visando a aprendizagem
matematica.

Esse pensamento nos levou a discorrer, com propriedade, sobre 0s constructos tedricos
propostos por Rabardel, desde o ponto de partida dessa abordagem ao momento que entramos
nas aplicacdes, dando atencdo especial as ferramentas tecnoldgicas digitais, elegendo o
software GeoGebra como ambiente computacional de aprendizagem. Observamos os
elementos tedricos desta abordagem em duas dimensdes: a pesquisa interna e a pesquisa
externa. Na primeira dimensdo, além de discutirmos sobre os elementos primitivos da
abordagem, apresentamos uma extensdo do modelo SAI em trés dimensdes, como meio de
provocarmos uma reflexdo sobre o papel do Professor ou do pesquisador nas relacdes
primitivas deste modelo na pesquisa externa durante a aplicacao dos estudos em sala de aula.
Recorrendo ao Modelo Praxeoldgico de Gestdo de Tarefas (MPGT), buscamos entender as
ferramentas do software eleito no tratamento das tarefas gerenciadas com base no exemplar do
MPGT, destacando, por conseguinte, as potencialidades de cada ferramenta, assim como 0s
esquemas de acdes instrumentais que favorecem a realizacdo dessas tarefas no GeoGebra.
Apropriando-nos das préaticas de sujeitos que participaram de uma oficina sobre solucdes de
Sistemas de Equac0es Lineares, ofertada pelo Grupo de Pesquisa em Ensino e Aprendizagem
da Matematica em Ambiente Computacional (GPEMC), utilizando dois geradores de tarefas,

entramos na pesquisa externa, analisando assim as préaticas efetivas destes participantes. Os
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resultados obtidos mostram que existe uma alianga muito forte entre o trabalho do sujeito
realizando no ambiente papel/lapis e no ambiente computacional. Contudo, essa alianca é fraca
nas praticas dos estudantes, na perspectiva de constru¢do do instrumento durante a génese
instrumental. Esse resultado nos levou a seguinte conjectura: apesar de, nos tempos atuais, 0s
estudantes terem acesso as tecnologias digitais, a referida alianca € quase ausente nas suas
praticas efetivas institucionais, face a gestdo de tarefas de SEL. Com efeito, sustentamos o fato
de que o ambiente computacional por si s0, é insuficiente para promover a aprendizagem dos
estudantes sem que haja a intervengdo e a organizagdo didatica eficaz do(a) Professor(a) na
construcdo do instrumento. Essa intervengdo € gerenciada no modelo SAI estendido, no qual
se observa a multiplicidade das relag¢Ges instrumentais que envolve o Professor/pesquisador, o
aluno/estudante, o instrumento, e o objeto do conhecimento visado, simultaneamente no

mesmo meio de aprendizagem.
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