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Resumo: De acordo com algumas perspectivas, qualquer profissional envolvido e responsavel pela
formacdo de professores pode ser considerado um formador. Nesse sentido, um matematico que
trabalha em cursos de formacdo inicial € considerado também como formador de professores, e seu
conhecimento influencia diretamente o foco e qualidade dessa formacdo. Buscando compreender
quais elementos compdem e caracterizam o conhecimento especializado de um formador de
professores, ao abordar o Teorema do Algoritmo da Divisdo Euclidiana, neste artigo analisamos a
pratica de um matematico em contexto de formacdo inicial de professores e discutimos o seu
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conhecimento especializado, considerando a perspectiva do Mathematics Teachers’ Specialized
Knowledge. Os resultados obtidos permitem destacar a natureza especializada do conhecimento do
formador, salientando algumas dessas dimensdes matematicas especializadas que sdo cruciais na
prética.

Palavras-chave: Conhecimento especializado do formador. Licenciatura em Matematica. Teoria
dos NUmeros.

Abstract: Under some perspectives, all professional involved and responsible for teacher education
can be considered a teacher educator. In this sense, also mathematicians who teach in teacher
education are considered mathematics teacher educators and his/her knowledge directly influence
the foci and quality of teacher education. Aiming to understand which elements compose and
characterize a teacher educator specialized knowledge when discussing the Euclidean Division
Algorithm Theorem. In this paper we analyze the practice of a mathematician acting as mathematics
teacher educator and discuss her revealed specialized knowledge considering the scope of the
Mathematics Teachers’ Specialized Knowledge. Results allow to highlight the specialized nature of
the mathematics teacher educator knowledge bringing to front some of those mathematical
dimensions which are crucial in practice.

Keywords: Mathematics teacher educator specialized knowledge. Initial teacher education.
Number Theory.

Resumen: Segun algunas perspectivas, cualquier profesional involucrado y responsable de la
formacion del profesorado puede considerarse un formador. En este sentido, un matematico que
trabaja en cursos de formacion inicial también es considerado como formador de docentes, y sus
conocimientos influyen directamente el foco y calidad de la formacion de profesores. Buscando
comprender qué elementos componen y caracterizan el conocimiento especializado de un formador,
al discutir el Teorema del Algoritmo de Division Euclidiana. En este articulo analizamos la préctica
de un matematico que trabaja en la formacion de profesores y discutimos los conocimientos
especializados de este formador, considerando la perspectiva del Mathematics Teachers’ Specialized
Knowledge. Los resultados obtenidos permiten destacar la especializacion del conocimiento del
formador, y ponen de relieve algunas de esas dimensiones matematicas que son cruciales en y para
la practica.

Palabras clave: Conocimiento especializado del formador. Formacion inicial del profesorado.
Teoria de los Numeros.

Introducéo
Os estudos com foco no formador de professores tém aumentado nas Ultimas décadas,

havendo diversas possibilidades de pesquisa, incluindo investigacdes sobre identidade,
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desenvolvimento profissional, crencas, conhecimentos e sobre a fofmagéo do formador. No
que se refere ao conhecimento, algumas investigacGes tentam caracterizar o conhecimento
do formador, as quais originaram diferentes modelos (ver, por exemplo, Contreras et al.,
2017; Jaworski, 2008; Zopf, 2010). Pelas especificidades do contexto brasileiro, no qual os
principais responsaveis pela formacdo matematica dos futuros professores de Matematica
sd80 0s matematicos, estes podem ser considerados também formadores (Kelchtermans,
Smith, & Vanderlinde, 2017) —na linha de que qualquer profissional envolvido e responsavel

pela formacéo de professores o podera ser.

Para a elaboracdo de um modelo de conhecimento do formador, um dos principais
elementos a considerar é a diversidade de perfis desses sujeitos (Beswick & Chapman, 2012;
Escudero-Avila et al. [no prelo]). Além disso, 0 que ja se sabe sobre o conhecimento do
professor de Matematica pode ser considerado como um ponto de partida para estudar o
conhecimento do formador. Os trabalhos que discutem o conhecimento do formador
geralmente adotam uma perspectiva de investigacdo sobre a propria pratica (Almeida,
Ribeiro, & Fiorentini, 2018), ou focam no Pedagogical Content Knowkedge (PCK) do
formador (e.g. Appova & Taylor, 2017). Levando em conta estas dimensdes e 0 contexto
brasileiro, torna-se necessario um foco no conhecimento do formador de professores que
seja um matematico e atue em um curso de licenciatura em Matematica.

Para prover ao professor um conhecimento que lhe permita, por exemplo, definir e
dar exemplos de um objeto matemaético ou explicar os procedimentos envolvidos em um
algoritmo — como fazer, quando pode ser feito, por que é feito dessa forma —, é necessario
ao formador possuir conhecimentos mais aprofundados sobre a elaboracdo de definicdes
matematicas e o0 emprego de algoritmos, convencionais ou alternativos, bem como sobre
diferentes formas de explicar um algoritmo.

Este conhecimento do professor e do formador pode ser visto sob uma diversidade

de perspectivas, e entre elas encontra-se a conceitualizacdo do Mathematics Teachers’
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Specialized Knowledge — MTSK! (Carrillo et al., 2018). Nesse conhecimento que cumpre ao
formador de professores, por ser ele também professor, inclui-se conhecer os exemplos
numéricos mais apropriados para ressaltar cada um dos trés casos em que se divide a
demonstracdo do Teorema do Algoritmo da Divisdo Euclidiana (TADE), que deverao ser

conhecidos pelos futuros professores de Matematica. No que se refere as explicacoes,

se os formadores de professores acreditam que os futuros professores
devem ser capazes de explicar por que diferentes algoritmos funcionam
[...], ttm de ser capazes de dedicar tempo suficiente de seus cursos para
esses temas. Também devem decidir a melhor forma de explicar as
justificativas para esses algoritmos, e as possibilidades e limitacGes deles
em exemplos concretos (Contreras et al., 2017, p. 17, traducdo nossa).

Para investigar o conhecimento desse formador, elegemos o tépico divisibilidade,
abordado em uma disciplina de Teoria dos Numeros. A Teoria dos Numeros é um dos ramos
mais importantes da Matematica (Doumbia, Carvalho, & Almouloud, 2020) e, em particular,
aqui nos concentraremos no Teorema do Algoritmo da Divisdo Euclidiana. Esta opcao
centra-se também no fato de as pesquisas apontarem dificuldades dos alunos concluintes do
Ensino Fundamental, até mesmo na compreensao dos procedimentos algoritmicos relativos
a operacdo de divisdo e a decomposicdo de numeros (Chaparin, 2010; Pizysieznig, 2011;
Soares & Machado, 2017), e na conviccdo de que a melhoria da aprendizagem matematica
dos alunos se sustenta na melhoria do conhecimento e da préatica de seus professores (Chicote
& Deixa, 2020; Nye, Konstantopoulos, & Hedges, 2004).

Nesse sentido, diversas investigaces apontam dificuldades de futuros professores de
Matemaética para compreender a divisibilidade (Brown, Thomas, & Tolias, 2002; Zazkis &
Campbell, 1996; Zazkis, Sinclair, & Liljedahl, 2013), e o trabalho do formador é
imprescindivel para que elas possam ser sanadas, ou, pelo menos, diminuidas durante a

formacéo inicial, o que demanda desenvolver as dimensdes especializadas do conhecimento

1 Optamos por manter a nomenclatura em inglés, pois esta € uma conceitualizagdo do conhecimento do
professor reconhecida internacionalmente, e a traducdo desvirtuaria ndo apenas o sentido, mas, essencialmente,
0 conteldo de cada um dos subdominios que compdem o modelo que a representa.
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do (futuro) professor (Carrillo et al., 2018), em particular no que se refere a divisibilidade.
Considerando esta perspectiva, torna-se importante entender mais amplamente o contetdo
do conhecimento do formador de professores no &mbito da divisibilidade — em particular em
contexto de discussdo do TADE, principalmente nos exemplos e nas explicacdes fornecidas
sobre esse teorema.

Neste texto, focamos o0 conhecimento especializado de um formador de professores
e discutimos algumas das dimensdes do conhecimento matematico e pedagdgico revelado
nesse contexto. Buscamos resposta para a seguinte questdo de pesquisa: Quais elementos
compdem e caracterizam o conhecimento especializado de um formador, ao fornecer

exemplos e explicagcOes sobre o Teorema do Algoritmo da Diviséo Euclidiana?

Referencial tedrico

O conhecimento do professor pode ser entendido por uma multiplicidade de
perspectivas, e cada uma delas assume dimensdes centrais que podem ser substancialmente
distintas. Refinando os trabalhos de Shulman (1986, 1987) e trazendo para a discussdo as
dimensdes especificas da area de conhecimento, varias dessas perspectivas consideram que
0 conhecimento do professor de ou que ensina Matematica integra o conhecimento
matematico, o conhecimento pedagdgico da matematica e o conhecimento curricular. Uma
dessas multiplas perspectivas refere-se a0 Mathematics Teachers’ Specialized Knowledge
(Carrillo et al., 2018), que assevera que todo o conhecimento do professor é especializado.
Tomando esse conhecimento especializado como associado as especificidades da pratica
profissional do professor, quando pensamos no conhecimento do formador de professores e
0 comparamos com outros profissionais que usam a matematica como um recurso ou
instrumento, ou mesmo em relacdo aos alunos, ele deverd, necessariamente, seguindo a
mesma estrutura de ampliacdo e refinamento, ser considerado dotado de algumas

especificidades para essa pratica profissional.
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Também em relacdo ao professor de é que ensiha Matérhética no Ensino Superior,
pesquisas apontam a necessidade de compreender seu conhecimento e seu desenvolvimento
e a forma como o conhecimento se reflete em sua prética de ensino (Delgado-Rebolledo &
Zakaryan, 2019), tendo em conta, principalmente, que em boa parte dos casos ele ndo
recebeu formacéo especifica relacionada com o ensino e a aprendizagem dos topicos das
disciplinas que leciona na universidade (Vasco & Climent, 2018).

Na perspectiva do MTSK consideram-se trés dominios: Mathematical Knowledge
(MK), Pedagogical Content Knowledge (PCK) e as crencas sobre a Matematica e sobre o

ensino da Matematica (Figura 1).

Figura 1 — Dominios e subdominios do MTSK
Fonte: Carrillo et al. (2018, p. 241)

Para 0 MK, sdo considerados trés subdominios: Knowledge of Topics (KoT),
Knowledge of the Structure of Mathematics (KSM) e Knowledge of Practices in
Mathematics (KPM).

No KoT inclui-se o conhecimento do professor relativamente ao que o professor de
Matematica conhece dos topicos que ensina e de que maneira o faz. Esse subdominio é
composto por quatro categorias: procedimentos; defini¢cdes, propriedades e fundamentos;
registros de representacdo; e fenomenologia e aplicacbes. No topico de Divisibilidade
inclui-se, por exemplo, conhecer o algoritmo da divisdo euclidiana e seu significado,

conhecer o teorema do algoritmo da diviséo euclidiana (TADE) e seu significado, saber que
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o TADE ¢ valido dentro de determinadas condi¢Ges, considerando-se o conjunto dos
nameros inteiros, bem como conhecer que a divisdo pode ser entendida como medida e que
isso esta associado a ver quantas vezes é necessario considerar a unidade, ou partes dela,
para efetuar a medicéo.

No subdominio KSM esté incluso o conhecimento do professor sobre conexdes entre
itens matematicos (Carrillo et al., 2018), as quais podem ser interconceituais (conexao
auxiliar, por exemplo) ou temporais (associadas a complexificacdo ou simplificacdo de um
determinado conceito). Assim, 0 KSM possui quatro categorias: conexdes de simplificacéo,
conexdes de complexificacdo, conexdes auxiliares e conexdes transversais. Conhecer o
Principio da Boa Ordem, uma propriedade utilizada na prova do TADE, é um exemplo de
conexao auxiliar, caracterizando a necessaria participacdo desse item em um processo maior.

No que se refere ao KPM, o foco esta mais no funcionamento da matematica do que
no processo de ensina-la (Carrillo et al., 2018), incluindo conhecimentos relacionados a
criacdo e produgdo matematicas, a linguagem e demonstragdes matematicas. De acordo com
Delgado-Rebolledo e Zakaryan (2019), para o KPM s&o consideradas as seguintes
categorias: formas de proceder, formas de validar, formas de explorar, formas de gerar
conhecimento em matematica e formas de comunicar matematica. No tépico Divisibilidade
inclui-se, por exemplo, saber como justificar o algoritmo da divisao euclidiana e saber quais
sdo as condigdes necessarias e suficientes para que o teorema seja valido.

Por sua vez, o PCK inclui os subdominios Knowledge of Mathematics Teaching
(KMT), Knowledge of Features of Learning Mathematics (KFLM) e Knowledge of
Mathematics Learning Standards (KMLS).

O KMT refere-se ao conhecimento do professor relativo a teorias sobre o ensino de
matematica, recursos para o ensino, e estratégias, técnicas, tarefas e exemplos. No topico
Divisibilidade inclui-se, por exemplo, o conhecimento de exemplos representantes dos trés

casos envolvidos na demonstracdo da existéncia do quociente e do resto no TADE.
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Ainda, o subdominio KFLM compreende o conhecimento nas categorias teorias de
aprendizagem matematica, potencialidades e dificuldades dos alunos ao aprender
matematica, formas de interacdo dos alunos com o conteddo matemético e aspectos
emocionais da aprendizagem da matematica. No topico Divisibilidade insere-se, por
exemplo, conhecer a dificuldade comum dos estudantes em explicitar os elementos do
conjunto dos possiveis restos, gerado na demonstracdo do TADE, que é outro conhecimento
do professor que ensina Teoria dos Nimeros.

Por sua vez, o subdominio relativo ao KMLS esta relacionado com as categorias
resultados de aprendizagem esperados, nivel esperado de desenvolvimento conceitual e
procedimental e com o sequenciamento de tdpicos. No topico Divisibilidade figura, por
exemplo, conhecer as habilidades que precisam ser trabalhadas em determinado momento,
de acordo com a Base Nacional Comum Curricular — BNCC (Brasil, 2018); por exemplo,
entre 0 6.% e 7.° anos do Ensino Fundamental, conforme a BNCC, os alunos deverao aprender
a elaborar e resolver problemas envolvendo os conceitos de mdultiplo, divisor e
divisibilidade.

Desde a primeira publicacdo (Carrillo et al., 2013), o0 modelo MTSK vem sendo
rediscutido e aprimorado, por meio de novas investigacdes que se aprofundam no modelo
em si e também em seus dominios e subdominios, buscando sempre melhor compreender o
conhecimento do professor de e que ensina Matematica.

Uma vertente complementar dessas pesquisas tem por foco o conhecimento do
formador, que pode ser pensado a partir do conhecimento especializado que se pretende
promover nos (futuros) professores (Carrillo et al., 2019). Com rela¢do ao conhecimento
matematico, o conhecimento do formador deve abranger o conhecimento a ser desenvolvido
nos (futuros) professores que forma, sem estar limitado a ele, tendo uma viséo geral e inter-
relacionada do conhecimento matematico, que o leve a enfatizar conexdes e profundidade

de conhecimentos na formagao (Escudero-Avila et al., [no prelo]).
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Focando no conhecimento matematico do formador, podem ser diferenciados trés
pontos com relacdo ao conhecimento do professor (Escudero-Avila et al., [no prelo]): (i) o
conhecimento do formador se torna mais amplo e profundo porque € o resultado de um
processo de crescimento no qual a matematica adquire maior complexidade e vai sendo vista
de forma cada vez mais holistica, visdo na qual os links entre os conceitos se tornam mais
variados; (ii) o formador atribui importancia a aspectos sintaticos do conhecimento
matematico, reconhecendo que o conhecimento, por si mesmo, € necessario, mas nao
suficiente, e compreendendo, por exemplo, a esséncia das demonstracoes, o significado de
teoremas e definicdes e o rigor da linguagem matematica; (iii) o conhecimento do formador
¢ organizado de forma diferenciada, com uma compreensdo mais clara das ideias
estruturantes da Matematica e das conexdes que permitem simplificar ou aumentar a
complexidade de um tdépico (Montes, Ribeiro, Carrillo, & Kilpatrick, 2016), tornando-o
capaz de promover a construcdo do conhecimento dos professores em formacao.

No que se refere ao PCK do formador, Escudero-Avila et al. (no prelo) vao um pouco
mais longe e apresentam trés subdominios, intitulados Knowledge of the features of the
professional development of mathematics teachers, Knowledge of teaching the content of
initial mathematics teacher education programmes e Knowledge of the standards of
mathematics teacher education programmes.

No Knowledge of the features of the professional development of mathematics
teachers considera-se o conhecimento do formador sobre o desenvolvimento profissional
dos professores em formacao; as dificuldades mais provaveis na sua especializacdo como
professores de Matematica; as sequéncias ou focos mais apropriados para a construcéo e o
desenvolvimento do conhecimento profissional do professor; o conhecimento dos futuros
professores, ao iniciarem a formacdo. Um exemplo de conhecimento do formador incluso
nesse subdominio é conhecer que o foco na divisdo como medida, ao abordar o TADE, pode
ser mais apropriado para construir 0 conhecimento dos futuros professores sobre
divisibilidade.
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O Knowledge of teaching the content of initial mathematics teacher education
programmes envolve conhecimentos sobre repertorios de atividades para desenvolver o
conhecimento profissional dos professores de Matematica em formacéo; conhecimentos
sobre as limitacOes e as potencialidades de diferentes tarefas que podem ser exploradas;
conhecimento sobre a utilizacdo de metodologias diversas de avaliacdo; conhecimento sobre
as caracteristicas mais importantes de cada topico, sendo capaz de potencializar e
desenvolver esse conhecimento.

Por sua vez, o Knowledge of the standards of mathematics teacher education
programmes abarca o conhecimento de padrGes curriculares do curso em que o formador
atua e também dos diferentes niveis de ensino nos quais os futuros professores atuardo. Tais
padrBes curriculares, bem como a demanda de conhecimentos matematicos, podem variar
em diferentes universidades, ou conforme o pais, de forma que o conhecimento do formador
nesse subdominio também pode implicar conhecer como a formagdo ocorre em outros
contextos.

Uma vez que o conhecimento do formador deve abranger o conhecimento do
professor e que, além disso, ainda ndo ha um modelo de conhecimento especializado do
formador, nossa proposta para analise do conhecimento matematico de um formador que
também é matematico consiste em considerar esse conhecimento a partir dos subdominios e
categorias do Mathematical Knowledge (Carrillo et al., 2018).

Para discutir o conhecimento pedagogico do sujeito, por outro lado, propomos olhar
para 0 PCK do formador em dois niveis: como professor que ensina Matematica na
universidade, a partir dos subdominios e categorias propostas em Carrillo et al. (2018); e
como formador de professores de Matematica, a partir dos trés subdominios propostos por

Escudero-Auvila et al. (no prelo).
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Contexto e método

Com o objetivo de responder a nossa questdo de pesquisa, aqui focamos no
conhecimento de um formador de professores que € matematico — desenvolve pesquisas em
Matematica, em particular nas areas de Algebra e Geometria. Os resultados apresentados
fazem parte de uma pesquisa qualitativa mais ampla: um estudo de caso instrumental (Stake,
1995), que busca caracterizar o conhecimento especializado de dois formadores de
professores de Matematica que ensinam Teoria dos Numeros em uma universidade publica.

O participante cujo conhecimento discutimos neste texto, Benny, é bacharel, mestre
e doutor em Matemética, desenvolve suas pesquisas na area de Algebra e possui mais de 20
anos de experiéncia atuando em cursos de graduacdo e pds-graduacao.

As informagdes foram coletadas durante um semestre em uma disciplina de Teoria
dos Numeros, oferecida como disciplina comum para estudantes de Licenciatura e de
Bacharelado em Matemética em uma universidade publica no estado de Sdo Paulo. A
disciplina inclui topicos como divisibilidade, nimeros primos, congruéncias lineares e
equac0es diofantinas — tdpicos habituais em uma disciplina inicial de Teoria dos NUmeros —
, € 0s estudantes de licenciatura s&o orientados a cursa-la no 6.° semestre.

A coleta de informacGes envolveu a observagdo e a gravacdo em audio e video das
aulas do formador, bem como a realizagédo de entrevistas semiestruturadas, com o objetivo
de entender melhor aspectos da pratica de Benny. Aqui nos centramos em duas aulas, nas
quais Benny abordou o Teorema do Algoritmo da Divisdo Euclidiana. Cada aula teve cerca
de noventa minutos de duracéo, e tanto as entrevistas quanto as aulas foram transcritas para
posterior analise.

O TADE ¢é um teorema de existéncia e unicidade do quociente e do resto na divisao
euclidiana; dessa forma, sua demonstracdo deve ser feita em duas partes. Ele foi abordado

por Benny em um conjunto de cinco aulas (aulas 2, 3, 4, 5 e 6), e o formador introduziu o
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TADE ao final da aula 2, e discutiu a demonstracao da existéncia nas trés aulas seguintes (3,
4 e 5). Ao final da aula 5 e no principio da aula 6, Benny demonstrou a unicidade.

Benny inicia a aula 3 relembrando propriedades da relacdo de ordem nos numeros
inteiros (mais informacOes sobre essa discussdo podem ser encontradas em Almeida e
Ribeiro [2019]). Posteriormente retoma o TADE, que foi introduzido no final da aula
anterior, e enuncia a versdao completa do teorema, discutindo o enunciado e fornecendo
exemplos do uso do algoritmo. Ele ent&o busca dar uma ideia da demonstracéo e discute o
Principio da Boa Ordenacdo (PBO), dividindo a demonstracdo da existéncia em trés casos
e, na sequéncia, prova o caso trivial.

A quarta aula é dedicada a uma revisao de todas as propriedades dos nimeros inteiros
que j& foram abordadas na disciplina. Na quinta aula Benny retoma o TADE: inicia sua
demonstracdo com o caso trivial e considera a seguir 0s demais casos e Seus respectivos
subcasos. Assim conclui a demonstracdo da existéncia do teorema. Como nosso interesse
recaiu mais nos exemplos e nas explicagdes do que na demonstragdo em si, 0 nosso foco de
andlise e discussdo aqui evidencia as discussdes ocorridas na aula 3 e na aula 5. Todas as
aulas foram gravadas em video (imagens da lousa) e transcritas.

A transcricdo de cada aula foi feita a partir do audio e posteriormente complementada
com a visualizacdo do video e dividida em episodios fenomenologicamente coerentes
(Ribeiro, Carrillo, & Monteiro, 2012). Para a aula 3, em que a analise é mais focada nas
explicacbes do formador, apresenta-se a transcricdo com linhas numeradas. Cada linha
representa a fala do formador (Benny), uma fala dos estudantes (Est) ou uma acdo do
formador (e.g. “escreve na lousa”). O emprego de “()” indica a descricao de uma agdo de
Benny, enquanto “[...]” indica a supressdo de um trecho. Para a aula 5 focamos
especificamente no recorte dos exemplos que Benny escreveu na lousa.

Para a analise do Mathematical Knowledge revelado por Benny, utilizamos as
categorias propostas por Carrillo et al. (2018), e os indicadores receberam um acrénimo (por
exemplo KoTd1) constituido pelas iniciais do subdominio em questdo, acrescido da(s)
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letra(s) representativa(s) da categoria associada e seguido de um ndmero sequencial, de
acordo com a ordem em que aparece no texto (Tabela 1). Aqui, para simplificar a leitura,

apenas referimos as categorias que aparecem na anélise.

Tabela 1 — Subdominios e categorias do Mathematical Knowledge

Subdominios Categorias Indicadores

KoT Definicdes, propriedades e fundamentos KoTdl
Procedimentos KoTpl
Registros de representacdo KoTrl

KPM Formas de proceder KPMwp1l
Formas de validar KPMwv1

Fonte: Carrillo et al. (2018, pp. 243-245)

Para analisar o Pedagogical Content Knowledge revelado por Benny, consideramos
duas perspectivas: por um lado, olhamos para o seu PCK como professor de Matematica,
recorrendo as categorias propostas por Carrillo et al. (2018) — Tabela 2. Os codigos

atribuidos aos indicadores seguem a mesma estrutura apresentada anteriormente.

Tabela 2 — Subdominios e categorias do Pedagogical Content Knowledge

Subdominios Categorias Indicadores
KMT Estratégias, técnicas, tarefas e exemplos KMTel
KFLM Potencialidades e dificuldades na aprendizagem da matematica KFLMs1

Fonte: Adaptado de Carrillo et al. (2018, pp. 247-248)

Por outro lado, buscamos também evidéncias de PCK como formador e para isso
recorremos as dimens@es elencadas por Escudero-Avila et al. (no prelo) — Tabela 3. Para
cada subdominio do conhecimento do PCK do formador, consideramos uma lista de
conhecimentos (e ndo de categorias), pois essas dimensdes estdo ainda em sua fase de

refinamento, com o qual pretendemos contribuir com este trabalho.
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Tabela 3 — Subdominios e conhecimentos do PCK do formador

Subdominios Conhecimentos Indicadores
Knowledge of the Conhecer sequéncias ou focos que podem ser mais KFPDMT1
features of the apropriados para construir o conhecimento e a identidade,

professional e para desenvolver as habilidades dos futuros professores

development of
mathematics teachers

Fonte: Adaptado de Escudero-Avila et al. (no prelo)

Para que o leitor possa acompanhar, do melhor modo, as discussfes matematicas
efetuadas por Benny ao explorar a demonstracdo do TADE, optamos por incluir, na parte
inicial da proxima epigrafe, uma breve descricdo dos passos envolvidos na demonstracdo, a

qual busca facilitar a compreensdo da analise.

Andlise e discussao

Por ser um teorema de existéncia e unicidade, a demonstracdo do TADE é feita em
duas partes. Na primeira, € demonstrada a existéncia do quociente e do resto, considerando-
setréscasos: 0 < b < a,b = aeb < 0.Nesses trés casos, usa-se 0 Principio da Boa Ordem
para provar que o resto procurado é o elemento minimal do conjunto X:= {b — |a|x, x €
P} N Py, 0 qual é um conjunto auxiliar formado por todos os “possiveis restos”. A seguir, o
quociente g é obtido como consequéncia direta da existéncia de r. Na segunda parte, a
unicidade, supde-se que existam dois pares de resto e quociente distintos que satisfazem as
hipbteses do teorema, chegando-se a um absurdo, e demonstrando-se, assim, que o quociente
e 0 resto sdo Unicos.

Benny inicia a aula falando sobre a divisdo de nimeros inteiros: menciona que dois
ndmeros sdo dados, o dividendo e o divisor, estabelece uma convencgdo [110-112] na
representacéo deles [b + a] e aponta os demais elementos que fazem parte da decomposic¢ao

de um namero inteiro — o0 quociente e o resto [117-119].

110 Benny: Entdo o que eu gostaria é dividir, eu gostaria de fazer b entre a
111 (Escreve na lousa “b + a”.
112 Eu vou eleger fazer assim, b entre a.
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113 Mas, o que isso vai significar?

117 [...] Dados dois nimeros a, b inteiros, nao é? [...]
118 Vai significar que eu vou ter dois nimeros aqui tal que este
119 b vai ser possivel escrever como ga mais r.

Benny opta por ilustrar os elementos da divisao por meio de um exemplo [121-124]
e decompde cinco de duas formas diferentes (KoTpl — conhecer que, para decompor um
numero de diferentes formas, pode-se fixar o divisor e variar 0 quociente e o resto) e explica
que é possivel escrever cinco de diferentes maneiras, ao variar o quociente e o resto [127-
130], fixando dois como o divisor (Figura 2). Tal discussdo é importante para os futuros
professores, principalmente considerando que muitos alunos apresentam dificuldades com a

decomposicdo de numeros inteiros (Soares & Machado, 2017).

121 (Escreve na lousa)
122 Benny: Cinco entre dois, usando o conhecimento do
123 colégio, como poderia escrever cinco entre dois, por exemplo? [...]
124 Usando este b e este a. [...]
127 Cinco seria 0 qué? Seria dois, por dois, mais quanto? Mais um, ndo? Mas eu poderia
128 também escrever ele, vejam que a € este, ndo? Entdo aqui seria dois. Se aqui eu ponho
129 trés, 0 que vai ocorrer aqui? Mais menos um. E assim eu posso testar um monte de
130 coisas, ndo ¢ verdade?

5=+2

5=212)+1

5=3(2) + (-1

Figura 2 — Diferentes formas de escrever 5, considerando 2 como divisor escritas na lousa

O formador pontua que sera necessario fazer com que o quociente e o resto sejam
unicos, respeitando as condicdes do TADE. Para isso, Benny ressalta que ndo é possivel
controlar g, mas € possivel controlar r, estabelecendo a condi¢do 0 < r < |a| [132-136]
(KoTd1 — conhecer que o valor do resto é limitado na divisdo euclidiana). Ao estabelecer
essa condicdo, o formador retoma o significado do simbolo < e a definicéo de valor absoluto
[137-141] (KoTd2 — conhecer a defini¢do de modulo ou valor absoluto, isto €, 0 médulo de
um numero positivo € o proprio niamero, e 0 modulo de um ndmero negativo é 0 Seu

simétrico), tendo por base uma construcdo dos nimeros inteiros que considera Z = P U
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—P U {0}2. Ao referir que ndo hé outra possibilidade sendo a estar em P, —P ou {0}, Benny

retoma o principio da tricotomia [145-147] (KoTd3 — conhecer que vale a propriedade da

tricotomia para 0s nimeros inteiros, isto é, cada numero inteiro é positivo, negativo ou zero).

132 Benny:
133

134

135

136

137

138

139

140

141

145 Est:
146 Benny:
147

Mas eu quero forcar [...] esta expresséo [...] para esses terem que ser (nicos
(Apontaparager.)

Eu vou querer que sejam Unicos. Este g nao vou ter forma de controlar, mas

[...] este r eu vou querer que seja assim

(Escreve a expressdo 0 < r.)

que seja, o que significa isso? Zero menor ou igual que r, o que significa? r é zero ou...
0 zero é menor que r. Se lembram disso? Ou que este seja menor... lembrem que aqui
estou assumindo esse valor absoluto de a. Esse é 0 que eu quero, nao?

(Escreve a expressdo 0 < r < |al.)

Isso a gente ja conhece o que significa, ndo? [...]

Igual a a...

Igual a a se a estava em P, era zero, Se a era zero, € a era —a, Se a estava em —P. Se
lembram que ndo tinha outra possibilidade?

Benny entdo justifica por que o divisor ndo pode ser zero [150-154] (KoTd4 —

conhecer que o divisor deve ser diferente de zero), retomando uma propriedade da relacéo

< entre numeros positivos [154] (KoTd5 — conhecer que um nimero néo se relaciona com

ele mesmo através da relacdo <) e como demonstra-la , chegando a uma contradi¢do com a

definicdo de P3 [154-160] (KPMwv1 — conhecer como demonstrar por contradi¢cdo que um

namero inteiro ndo pode ser menor do que ele mesmo).

150 Benny:
151
154
155
156
157
158
159
160

[...] se este for zero

(Aponta 0 mddulo de a.)

nos j& vimos que um cara ndo pode ser menor que ele mesmo. Se lembram? a ndo pode
ser menor que a. Por qué? Porque se for assim, a — a, que é zero, estaria em P. Mas
nos ja haviamos visto que o zero nao pode estar em P. Por decreto. Entendem? E,
portanto, aqui 0 zero automaticamente ndo vai satisfazer, ndo vai poder fazer isso com
zero, ndo é? Entdo, se eu quero fazer isso, automaticamente tenho que tirar o zero, nao?
Diria, dados a, b em Z, com a diferente, o professor dizia, vamos dividir com a
diferente de zero, ndo?

O formador entdo enuncia o0 TADE, pontuando que o divisor precisa ser diferente de

zero e que existem g e r, tal que b = qa + r, com 0 < r < |a| [168-172]. A seguir Benny

2 Para maiores detalhes, ver Almeida e Ribeiro (2019).
3 Para o conjunto P sdo consideradas trés propriedades: zero ndo pertence a P, 1 pertence a P e, se existem
dois elementos em P, a soma dos dois estard em P.
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evidencia saber que a demonstracdo do teorema deve ser feita em duas partes, existéncia e
unicidade [173-176] (KPMwpl — conhecer como demonstrar teoremas de existéncia e

unicidade, separando a demonstracdo em duas partes).

168 Benny: [...] essa vai ser minha diviséo de Euclides. Dados dois nimeros, onde

169 esse é diferente de zero,

170 (Aponta o a no enunciado do teorema.)

171 entdo eu quero achar q e r tal que se cumpra tudo isso, e

172 com esta condicdo, esta bem? [...] Isso significaria dividir.

173 Entdo vejam que aqui temos duas coisas, ndo? Temos existéncia,
174 existéncia e o que mais?

175 Est: Unicos.
176 Benny: Isso. Unicidade. Ou seja, temos que provar que existem, e que de fato, sdo Unicos. Esta
bem?

Benny entdo retoma o exemplo 5+ 2 (Figura 2), assinalando que na primeira
decomposicdo (5 = 2(2) + 1) o quociente e o resto cumprem as condi¢Ges do teorema,
enquanto na segunda decomposicéo (5 = 3(2) + (—1)) isso ndo acontece. Dessa forma,
Benny estd chamando a atencao dos estudantes para a existéncia de diversas possibilidades
de decomposicdo para um mesmo numero, sem que essas decomposicdes atendam a
condicdo 0 < r < |a/|, por meio de um exemplo [178-188] (KMTel — conhecer exemplos

de decomposicdo que ndo cumprem a condicdo 0 < r < |a| do TADE).

178 Benny: Aqui o que esta furando?

179 (Aponta para 3(2) + (—1) escrito na lousa.)

180 Por exemplo, aqui, este esta bonitinho.

181 (Aponta para 2(2) + 1 escrito na lousa.)

182 Um maior ou igual que zero, menor que quanto? Que dois, ndo é verdade? Aqui est4
183 bem, ndo é? Se cumpre. Aqui que esta furando.

184 (Aponta a expressdo 3(2) + (—1).)

185 Est A diviséo ndo é euclidiana por causa do...

186 Benny  Aqui o que esta furando, a respeito disso, o que estd furando?
187 Est Queoresto é —1.
188 Benny  Claro, que o resto é —1.

Aqui, o formador pode estar retomando o exemplo e frisando a necessidade de que o
quociente e o resto precisam estar nas condi¢des do teorema, por saber que iSSo hem sempre
é evidente para os estudantes (KFLMs1 — conhecer a dificuldade comum dos estudantes em

perceber que a decomposi¢do nas condicbes do TADE ¢é Unica). Benny estimula os
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estudantes a pensarem em outras decomposicdes poséiveis [191-193], escolhendo um novo
valor para o quociente na decomposicao de cinco, considerando dois como divisor [194-
195], e novamente ressalta que tal decomposicdo ndo estd de acordo com as condicbes do
TADE [205-210].

191 Benny: Bom, e aqui vocé pode gerar

192 outro exemplo, nd0? Se eu quero... tenta outro exemplo aqui, vejam, tenta, imagina
193 qualquer coisa, aqui, o dois esta fixo, ndo? Aqui bota, este g, ndo falo nada de q.
194 Entdo, se por exemplo, aqui boto —1 (ha posic¢éo de g), quanto tenho que botar
195 aqui (na posicdo de r)? Se aqui boto —1, quanto tenho que botar aqui?

200 Est: Sete. Sete.
205 Benny: O que esta furando aqui? Que sete ndo é menor que dois. Entendem?

206 Ou seja, eu posso escrever essa expressdo de muitas maneiras seguramente.

207 De muitas maneiras. As que eu quiser. 1sso vai ficar evidente na prova. Mas vai se
208 Unica, se eu coloco essa expressao, entende?

209 (Apontapara0 < r < |al.)

210 Essa é a ideia do teorema.

A seguir Benny afirma que o TADE néo apenas garante a existéncia e a unicidade do
quociente e do resto, mas também indica uma forma de encontra-los [219-221] (KPMwp2 -

conhecer que a demonstracdo do TADE permite exibir o quociente e o resto).

219 Benny: O teorema diz que existem, ndo €? O teorema é (sobre) existéncia e unicidade.
220 Mas o objetivo é achar eles, ndo? Qual é 0 g e qual € o r. Eu ja sei que existem,
221 ndo é? E o teorema diz mais: vao ser (nicos.

Benny entdo fornece um novo exemplo de divisdo, evidenciando o quociente e 0
resto [224-229]. Ele faz os célculos com os estudantes e busca ilustrar a decomposicao de

153 geometricamente.

224 Benny: Entéo, por exemplo, dados estes nimeros

225 (Escreve b = 153 ea = 12 nalousa.) [...]

227 Quanto seria 0 q e quanto seria r? Como eu fago?

228 Est: qé12.

229 Benny: 12, multiplicado por a, que seria... 12 neste caso, igual, mais quanto? r, que seria
quanto? 9, ndo?

Benny busca representar o algoritmo da divisdo geometricamente (Figura 3),
mostrando conhecer diferentes representacfes para o algoritmo [244-252] (KoTrl —

conhecer uma forma de representar a decomposicdo do TADE geometricamente, marcando
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v

>N 2995-0906 7

o dividendo 153 na reta numérica, considerando 12 saltos (quociente) de tamanho 12

(divisor) e obtendo resto 9).

Benny representa o algoritmo da diviséo
euclidiana geometricamente, tomando 153 em
uma reta numérica, considerando 12 saltos de
mesmo tamanho e destacando o resto 9.

Figura 3 — Decomposicéo de 153, considerando 12 como divisor, escrita na lousa

244 Benny:
245
246
247
248
249
250
251
252

Agora seria bom dar uma ilustracéo da forma ou do método da prova.
Aqui, por exemplo

(Desenha uma reta.)

Aqui esti meu zero.

(Marca o zero na reta.)

O que esta dizendo isso daqui?

(Aponta para 153 = 12(12) + 9 escrito na lousa.)

Eu tenho o 153 por aqui.

(Marca 153 na reta.)

Ao representar geometricamente, além de estabelecer conexdo entre a diviséo e a

subtracdo [253-255] (KoTd6 — conhecer uma conexdo intraconceitual entre divisdo e

subtracéo, resolvendo a divisdo por meio de um processo de subtracdes sucessivas), Benny

também esta trabalhando com o sentido de medida na divisdo [255-266] (KoTd7 — conhecer

que a divisdo pode ser entendida como medida e que isso se encontra associado a ver quantas

vezes necessito considerar a minha unidade, ou partes dela, para efetuar a medicdo),

considerando quantas vezes 12 cabe em 153 e destacando o significado geométrico do resto.

253 Benny:
254

255

256

257

258

259

260

261 Est:
262 Benny:
263

O que estou dizendo é que vocé tem que fazer 153 — 12. Seria uma

primeira operacao, ndo é? Depois, 153 — 2(12), estd bem? Aqui seria 1, aqui seria 2.
Entdo tiro, digamos assim, um pedacinho, do ponto de vista geométrico. 153, vou para
ca, ndo €? Um

(Mostra um salto na reta.)

ndo ¢é verdade? Este cont... a pergunta vai ser, continua positivo ou ndo? Sim. Ja
sabemos que € positivo, ndo? [...] 153 menos este nimero, vejam, 12 multiplicado por
12. Quanto me da isso?

9.

Ou seja, quer dizer que... uma, duas vezes, trés vezes... até por aqui, ndo é? Aqui seria
153 — 12(12), entendem? Sim? Que vai me dar 9. E o seguinte, 0 que acontece com o
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264 seguinte? O que acontece com 153 — 13(12)?

265 Ele... ele cruza o zero, ndo? Esse € 0 momento em que paro, ndo?
266 E esse é o r que escolho, entendem? Este é o r.

Ao ilustrar o algoritmo geometricamente, Benny evidencia conhecer o aspecto
exaustivo da decomposicdo do TADE, no sentido de que o processo de ir medindo 12 dentro
de 153, em algum momento, termina [253-266] (KoTp2 — conhecer como decompor 0
dividendo encarando a divisdo como medida), obtendo uma expressdo cujos quociente e
resto se encaixam nas condicGes do teorema. Isso pode ser ainda entendido como uma
espécie de tentativa e erro, até obter a decomposicdo desejada de 153.

O exemplo utilizado por Benny permite aos estudantes visualizarem o processo de
divisdo como medida, evidenciando a tentativa de promover esse conhecimento nos futuros
professores (Knowledge of the features of the professional development of mathematics
teachers - Conhecer o foco da divisdo como medida, que pode ser mais apropriado para a
construcdo do conhecimento dos futuros professores, ao abordar o TADE).

Ao iniciar a demonstracdo da existéncia do TADE, Benny divide a demonstracdo em
trés casos (KPMwp3 — conhecer formas de proceder em matematica, empregando a
estratégia heuristica da demonstragcdo de casos), incluindo um caso trivial. O formador
menciona a necessidade de considerar um conjunto X que admita menor elemento [299-300]
(KPMwp4 — conhecer uma forma de construir um conjunto X que satisfaca a relacdo a =
bq + r), tentando mostrar aos estudantes que esse menor elemento serd o resto na divisao.

Aqui, o formador pode estar ciente de que o conjunto gerado na demonstracédo do
TADE geralmente é apresentado, pelos livros e por parte dos professores das disciplinas de
Teoria dos NUmeros, como algo abstrato e, por isso, Benny se utiliza novamente do exemplo
da decomposicdo de 153, considerando o divisor 12, com objetivo de facilitar o
entendimento dos estudantes [299-312] (KFLMs2 — conhece a dificuldade comum dos

estudantes em explicitar os elementos do conjunto gerado na demonstracdo do TADE).
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299 Benny: Lembrem-se que a regra de ouro significa definir um X grandao

300 gue seja ndo-vazio e ai pegar seu elemento minimo. Segundo o que nds fizemos aqui
301 (Aponta o exemplo 153 + 12 escrito na lousa.)

302 e dava, qual era o Gltimo? Era o r, ndo? Esse € o minimo.

303 O b éesse (153)e0a éesse (12).

304 Pergunto, para seguir trabalhando, que X vocés consideram?

305 Vejam, 153 — 12, 153 — 2(12), quem esté variando aqui? O b esta fixo e 0 a esta fixo.
306 Quem esta variando?

307 Est: q.q.
308 Benny: Este esta variando. Este coeficiente. Este € um, este € dois, este é trés, ndo é?

309 E entdo onde esta variando? Um estad em P, o dois estd em P, etc., etc. Entdo, que tal
310 se eu considero o X, mais ou menos seria b [...] menos o a, sempre posto a direita, eu
311 diria x por a,assim, onde estou definindo o conjunto, entendem? Onde X vai estar? Est4
312 onde? Em 2. Entendem?

Podemos observar que Benny tem o cuidado de explicitar o conjunto X para o
exemplo dado anteriormente (Figura 4); o conjunto, nesse caso, € X = {153 —x12, x €
Py}. Assim, o formador ndo constroi apenas um conjunto abstrato, ele exemplifica como
seria esse conjunto, utilizando um dividendo e um divisor especificos, o que torna o conjunto
mais facil de visualizar (KMTe2 — conhecer o exemplo concreto (153 + 12) para a
visualizacdo do conjunto X= {153 — x12, x € P,}).

X = {153 — x12}
minX =153 —qgl12 =9
Figura 4 — O conjunto X para a divisdo de 153 por 12

Ainda mais, o formador desenvolve, no canto direito da lousa, uma série de calculos
auxiliares (Figura 5), variando os valores de x em P,. Dessa forma, é possivel observar que,
apos algumas linhas, se chega a um valor que satisfaz a condicao do resto r do TADE: esse
valor € o minimo do conjunto X = {153 — x12, x € P,}. Ademais, Benny ainda calcula a
préxima linha para deixar claro aos estudantes que mais um passo gera um valor que nao se
encaixa no TADE. E possivel perceber também a escrita min X = 153 — gq12 = 9, a qual
evidencia que esse g é aquele do TADE, o que sugere antecipadamente que é necessario

primeiro encontrar o valor de r para, a posteriori, obter o valor de g.
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Figura 5 — Calculos auxiliares na obtencéo do resto

A figura 6 ilustra o processo descrito nos dois paragrafos anteriores, no qual Benny
posiciona todos os elementos de X na reta, da direita para a esquerda, até exibir o elemento
minimal. Em conjunto com os calculos na figura 5, isso deixa claro que o conjunto X em
questdo é finito (KoTp3 - conhecer as caracteristicas do conjunto X = {153 — x12}, criado

para a divisdo de 153 por 12).

Benny utiliza a reta para exibir os elementos do conjunto X para a divisao de 153 por
12, posicionando seus elementos na reta, da direita para a esquerda.

Figura 6 — O conjunto X para a divisdo de 153 por 12
No inicio da aula 5, Benny retoma o TADE, escrevendo-o na lousa, e relembra os

estudantes sobre a necessidade de separar a demonstracdo da existéncia do quociente e do
resto em trés casos. Os trés casos considerados sdo 0 < b < |a|, b <0 e b = |a|]. Como
exemplo para o caso trivial, Benny toma a decomposi¢do de 3, considerando —7 como
divisor (Figura 7), o que resulta em um quociente igual a zero e resto igual ao dividendo
(KMTe3 — conhecer um exemplo de divisdo (3 + —7) que se encaixa no caso trivial (0 <

b < |al) da demonstracdo da existéncia do quociente e do resto no TADE).

Ex: b=3 a=-7 0<b<]|al
3<|-7|=7
3=(-7)0+3

Figura 7 - Benny exemplifica na lousa o caso trivial 0 < b < |a]
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Para exemplificar o caso em que b > |al, Benny toma o di\)idendo 19 e o divisor -3
(KMTe4 — conhecer um exemplo de divisdo (19 + —3) que se encaixa no caso b = |a| da
demonstracdo da existéncia do quociente e do resto no TADE), e escreve 0 conjunto
associado X = {19 —3x, x € Py} (KMTe5 - conhecer um exemplo concreto para a
visualizagcdo do conjunto X= {19 — 3x, x € P,}). Ele questiona os estudantes sobre o
quociente e o resto, e solicita que verifiquem que a divisdo estd nas condi¢des do caso. Na
sequéncia, Benny pede que os estudantes escrevam os elementos do conjunto X (Figura 8) a
partir do exemplo particular (KFLMs2 — conhecer a dificuldade comum dos estudantes em

explicitar os elementos do conjunto gerado na demonstracdo do TADE).

Ex: b=19 a=-3 b=|q|
19 =|-3|6+1
X ={19—-3x:x € P}

Figura 8 - Exemplo (19 =+ —3) escrito na lousa

O formador ilustra geometricamente (figura 9) tal conjunto (KoTr2 — conhece uma
forma de representar o conjunto X = {19 — 3x:x € P} geometricamente, destacando 0s
elementos desse conjunto), de maneiraa obter X = {16,13,10,7,4,1},0que resultaemr =
1 e g = 6. E importante observar que, nesse caso, se obtém um quociente positivo e a
decomposicdo b = |a|q + . Isso € feito para que se possa adaptar a ideia de medir quantas

vezes 0 (mddulo do) divisor cabe dentro do dividendo.

19-3(6) 19-3(5) 19-3(4) 19-3(3) 19-3(2) 19-3=16

I Il I I Il
1 4 7 10 13

Figura 9 - Representacdo geométrica do conjunto X para (19 + —3), escrita na lousa
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Na sequéncia, Benny apresenta um corolario a partir dd caso em que b = |al,
observando que a decomposicéo b = |a|q + r ndo é exatamente a mesma do TADE; porém,
se o divisor for positivo, tem-se que as decomposicBes coincidem; se o divisor for negativo,
entdo basta trocar o sinal do quociente obtido anteriormente. Como exemplo, o formador
toma o dividendo 23 e o divisor -5 (figura 10) e escreve as respectivas decomposi¢des no
que diz respeito ao corolario supracitado: a decomposicdo do TADE 23 = (—5)(—4) + 3 e
a decomposicao considerando o médulo do divisor 23 = |-5|4 + 3 = 5(4) + 3 (KoTp4 —
conhecer as duas formas de decompor 23, considerando o divisor positivo ou negativo).

Ex: 23+-5
b=ag+r, 0<r<]|al
la] =5

23 =5(4) + 3
=(=5CE4+3

Figura 10 - Decomposigdes de 23, considerando o divisor para —5, escritas na lousa

Ao iniciar o caso b negativo, Benny exemplifica o subcaso do divisor positivo (figura
11), considerando o dividendo —47 e o divisor 13 (KMTe5 — conhece um exemplo de
divisdo (—47 + 13) que se encaixa no caso b < 0 da demonstracdo da existéncia do
quociente e do resto no TADE). Primeiro, ele considera a decomposi¢do do oposto de —47,
que é 47 = 3(13) + 8, e multiplica por —1, obtendo —47 = —3(13) — 8; e entdo soma e
diminui nessa expressdo o divisor 13, resultando na decomposicdo —47 = —3(13) — 13 +
13 -8=(—3-1)(13) -8+ 13 = (—4)13 + 5. Isto implica que o resto e 0 quociente

procurados s&o, respectivamente, —4 e 5.

Ex: b=-47 a=13 b=qa+r
0<r<|al
—47 = (-3)13 -8
=(-3)13-13+13-38
= (—4)13 +5

Figura 11 - Decomposigdes de -47, considerando o divisor positivo 13, escritas na lousa
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A Tabela 4 a seguir apresenta o Mathematical Knowledge de Benny, revelado durante
a apresentacdo e a prova do TADE.

Tabela 4 — O Mathematical Knowledge revelado por Benny

Subdominios Categorias

Indicadores

KoT Definigdes,
propriedades e
fundamentos

Procedimentos

Registros de
representacao

KPM Formas de
proceder

KoTd1 — conhecer que o valor do resto é limitado na diviséo

euclidiana

KoTd2 — conhecer a definicdo de médulo ou valor absoluto, isto
é, 0 modulo de um nimero positivo é o préprio nimero, e 0

maodulo de um ndmero negativo é o seu simétrico

KoTd3 — conhecer gque vale a propriedade da tricotomia para 0s

numeros inteiros, isto é, cada nimero inteiro é positivo, negativo

ou zero

KoTd4 — conhecer que o divisor deve ser diferente de zero

KoTd5 — conhecer que um nimero ndo se relaciona com ele

mesmo através da relagdo <

KoTd6 — conhecer uma conexao intraconceitual entre diviséo e

subtracdo, resolvendo a divisdo por meio de um processo de

subtrac@es sucessivas

KoTd7 — conhecer que a divisdo pode ser entendida como medida

€ que isso se encontra associado a ver quantas vezes necessito

considerar a minha unidade, ou partes dela, para efetuar a medicédo

KoTpl — conhecer que, para decompor um nimero de diferentes

formas, pode-se fixar o divisor e variar o quociente e o resto

KoTp2 — conhecer como decompor o dividendo, encarando a

divisdo como medida

KoTp3 - conhecer as caracteristicas do conjunto X = {153 —

x12}, criado para a divisdo de 153 por 12

KoTp4 — conhecer as duas formas de decompor 23, considerando

o divisor positivo ou negativo

KoTrl — conhecer uma forma de representar a decomposicao do

TADE geometricamente, marcando o dividendo 153 na reta

numeérica, considerando 12 saltos (quociente) de tamanho 12

(divisor) e obtendo resto 9

KoTr2 — conhecer uma forma de representar o conjunto

X = {19 — 3x: x € P} geometricamente, destacando 0s

elementos desse conjunto

KPMwp1l — conhecer como demonstrar teoremas de existéncia e

unicidade, separando a demonstracdo em duas partes

KPMwp2 - conhecer que a demonstracdo do TADE permite exibir

0 quociente e o resto

KPMwp3 — conhecer formas de proceder em matematica,

empregando a estratégia heuristica da demonstracéo de casos
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KPMwp4 — conhecer uma forma de construir um conjunto X que
satisfacaarelagdo a = bq +r

Formas de KPMwv1 — conhecer como demonstrar, por contradi¢do, que um
validar numero inteiro ndo pode ser menor do que ele mesmo

Observamos a predominancia de conhecimentos relacionados ao KoT, nas categorias
definicdes, propriedades e fundamentos, procedimentos e registros de representacéo e, com
menos frequéncia, relacionados ao KPM, nas categorias formas de proceder e formas de
validar em matematica. O conhecimento matematico de Benny, em especial no &mbito do
KoT, molda as explica¢des fornecidas sobre o TADE, a medida que o formador inclui na
discussao conceitos como tricotomia, conexdes intraconceituais entre a divisao e a subtracéo,
explora o sentido de divisdo como medida, elabora uma discussdo aprofundada dos
elementos e das caracteristicas do conjunto X gerado para a demonstracdo, e busca
representacdes geomeétricas para explicar o algoritmo. Tais discussdes ndo sdo inerentes a
demonstracdo do TADE, mas certamente enriquecem a compreensdo dos estudantes sobre o
topico divisibilidade.

Na Tabela 5 podemos observar o Pedagogical Content Knowledge revelado por
Benny como professor de Matematica em nivel universitario (Delgado-Rebolledo &
Zakaryan, 2019; Vasco & Climent, 2018).

Tabela 5 — O Pedagogical Content Knowledge revelado por Benny na perspectiva do
professor universitario

Subdominios __Categorias Indicadores

Estratégias, KMTel — conhecer exemplos de decomposicdo que ndo
KMT técnicas, tarefas  cumprem a condi¢do 0 < r < |a| do TADE

e exemplos KMTe2 — conhecer o exemplo concreto (153 + 12) para a

visualizacdo do conjunto X= {153 — x12, x € Py}

KMTe3 — conhecer um exemplo de divisdo (3 = —7) que se
encaixa no caso trivial (0 < b < |a|) da demonstracéo da
existéncia do quociente e do resto no TADE

KMTe4 — conhecer um exemplo de divisdo (19 + —3) que se
encaixa no caso b > |a| da demonstragdo da existéncia do
guociente e do resto no TADE
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KMTe5 - conhecer um exemplo concreto para a visualiza¢do do
conjunto X= {19 — 3x, x € Py}

KMTe5 — conhecer um exemplo de divisdo (—47 + 13) que se
encaixa no caso b < 0 da demonstracdo da existéncia do
quociente e do resto no TADE

KFLM Potencialidades = KFLMs1 — conhecer a dificuldade comum dos estudantes em
e dificuldades perceber que a decomposicéo nas condi¢des do TADE € Unica
na KFLMs2 — conhecer a dificuldade comum dos estudantes em

aprendizagem explicitar os elementos do conjunto gerado na demonstracéo do
da matemdtica  TADE

Fica evidenciado o foco de Benny na apresentacdo de exemplos que permitam
compreender melhor a demonstragdo do TADE, incluindo aqueles que ilustram os casos em
que a demonstracdo é dividida e aqueles ilustrativos do conjunto gerado para a
demonstracdo, predominando a categoria estratégias, técnicas, tarefas e exemplos do KMT.
Também observamos o conhecimento de Benny sobre as dificuldades dos estudantes,
incluso no KFLM, e provavelmente oriundo de seus muitos anos de experiéncia docente —
essas explicagdes, e a forma como ocorrem, influenciam os conhecimentos matematicos dos
alunos (Charalambous, 2009). O fato de Benny estar ciente das dificuldades frequentes dos
estudantes na compreensao do TADE pode explicar a énfase e a importancia que o formador
da aos exemplos, de forma que seu KFLM e KMT estdo profundamente relacionados.

Tabela 6 — O Pedagogical Content Knowledge do formador revelado por Benny

Subdominios Conhecimentos Indicadores

Knowledge of the Conhecer sequéncias ou focos KFPDMT1 - Conhecer sequéncias ou
features of the gue podem ser mais apropriados ~ focos (a divisdo como medida) que
professional para construir o conhecimento e ~ podem ser mais apropriados para a
development of a identidade e para desenvolver  construgdo do conhecimento dos futuros
mathematics as habilidades dos futuros professores sobre divisibilidade, ao
teachers professores abordar o TADE

O contetdo identificado como parte do Pedagogical Content Knowledge do
formador (Tabela 6) faz parte do subdominio Knowledge of the features of the professional

development of mathematics teachers e esta relacionado com o conhecimento de focos mais
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apropriados para a construgdo do conhecimento dos futuros professbres sobre divisibilidade.
Ao focar na divisdo como medida, Benny est& dedicando tempo e decidindo que essa € uma
boa forma de explicar as justificativas para o algoritmo da divisdo euclidiana (Contreras et
al., 2017).

Considerac0es finais

As explicacbes do professor esclarecem o contetdo e influenciam os conhecimentos
matematicos desenvolvidos pelos estudantes (Charalambous, 2009). Buscando responder
nossa questdo de pesquisa “Quais elementos compdem e caracterizam o conhecimento
especializado de um formador ao fornecer exemplos e explicacbes sobre o Teorema do
Algoritmo da Divisdo Euclidiana?”, foi possivel obter indicadores do conhecimento
especializado de Benny, ao discutir o TADE, com destaque para seu KMT e KFLM.

Porque os dominios e subdominios do MTSK estdo diretamente relacionados,
também é importante analisar o Mathematical Knowledge do formador. Dessa forma,
encontramos evidéncias de KoT e KPM, conhecimentos que moldam e enriquecem a
discusséao e a demonstracdo do TADE.

Sendo esse um teorema que recebeu bastante destaque nas aulas de Benny, ndo
podemos deixar de notar o cuidado do formador e 0 modo como ele buscou preparar 0s
estudantes para discutir o TADE, desde a aula 2, debatendo relacdo de ordem e o Principio
da Boa Ordenacdo (Almeida & Ribeiro, 2019), conceitos necessarios para a demonstracdo
pretendida.

Quanto ao PCK de Benny como formador, seu Knowledge of the features of the
professional development of mathematics teachers possibilitou a escolha de um foco talvez
menos usual (divisdo como medida) nas demonstracfes apresentadas por matematicos para
estudantes de licenciatura e bacharelado em Matematica (Lai & Weber, 2014), mas
certamente mais contributivo para a construgéo do conhecimento especializado dos futuros

professores (olicastro, Ribeiro, & Fiorentini, 2019).
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Os indicadores de conhecimento do formador aqui obtidos permitirdo, em
investigacOes posteriores, comparar o conhecimento mobilizado por Benny com aquele
mobilizado por outros formadores com diferentes perfis, ao abordar o Teorema do Algoritmo
da Divisdo Euclidiana, bem como elaborar um compilado de indicadores do conhecimento
especializado desses formadores no topico da Divisibilidade. Além disso, uma importante
questdo que permanece em aberto se refere a como 0 MK e 0 PCK do formador nesse tépico
afetam o conhecimento dos futuros professores e como podem ser articulados para a

melhoria da formacdo matematica oferecida na licenciatura.
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