La ensenanza inicial de la demostracion:
un manual para docentes

RESUMEN

Este trabajo pretende identificar,
en la investigacién desarrollada por
Ponce de Ledn (2007), elementos que
permitan sentar las bases para crear
un manual dirigido a docentes, que
comunique las reflexiones y resulta-
dos de dicha investigacién y al mismo
tiempo brinde elementos curriculares
y didécticos en torno a la ensefanza
de la demostracién. Asi, el marco
tedrico se inscribe principalmente
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en los trabajos de Duval y su grupo
(1993, 2004 a, 2004 b). Por otro lado,
es establecen las condiciones de cons-
truccién del manual, en términos de
consideraciones generales sobre un
autor denominado como experto.
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PRESENTACION

Este trabajo plantea, como primera apuesta para la ensenanza de la demos-
tracién, introducir los procesos demostrativos en geometria, pues esta favo-
rece el trabajo con distintos registros de representacién semi6tica, a saber:
registro figural, la lengua natural y el lenguaje simbdlico. La geometria se
encuentra asi dotada de una particularidad que permite el desarrollo de
actividades de conversién, es decir, el paso de un registro a otro. En otras
palabras, explotar las potencialidades de la geometria, descubriendo el rol
que juegan las figuras y el discurso en lengua natural, se constituyen en un
elemento necesario en aras de acceder a la demostracién. De otra parte se
encuentra el andlisis sobre las caracteristicas propias de la demostracion,
esto es, identificar la relacién entre demostracién y razonamiento deducti-
vo; la comprension de este ultimo, es una exigencia cognitiva que implica
especificamente saber cémo opera, qué propdsito tiene, en qué fundamenta
su validez y qué tipo de razonamientos produce .

Con respecto al rol desempenado por las figuras en la comprension del
razonamiento deductivo, una vez que se entienda la potencia de hacer énfasis
en la conversién de un registro a otro, se tiene que del tipo de aprehensién
que se haga sobre las figuras se desprende un tipo particular de geometria,
bien sea de accién o la que se conoce como geometria discursiva, que segin
esta perspectiva es la deseable, pues en ella tiene lugar la demostracién. A
su vez, llegar a esta geometria discursiva involucra un cambio en las reglas
de juego, en el cual la validez de los hechos parta de la deduccién y no de
lo observable; tal cambio implica el transito entre las diferentes formas de
aprehender las figuras. En sintesis, el papel que juegan las figuras permite
dilucidar la idea de que la validaciéon que se espera en matematicas debe ser
discursiva y no experimental.

Ahora bien, al retomar las consideraciones tedricas explicitadas por Ponce
de Ledn (2007), se hace necesario precisar qué del andlisis sobre las exigencias
cognitivas implicadas en la demostracion es susceptible de presentar y ampliar
en un manual para docentes, ademds de cémo hacer que estas reflexiones
sienten las bases para constituir una propuesta curricular y didactica.

MARCO TEORICO

En cuanto a la demostracion, si se establece que la demostracién requiere
usar la lengua natural, ademas de vincular un tratamiento figural y, a su
vez, movilizar un tipo de razonamiento especifico, se hace necesario deter-
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minar cudles son las exigencias cognitivas subyacentes a cada una de estas
operaciones.

Ahora bien, cuando se tiene en cuenta la naturaleza de las mateméticas
se desprende un andlisis que da cuenta del razonamiento por medio de las
proposiciones que lo componen, haciendo énfasis en que el tipo de razona-
miento subyacente a la demostracién es la deduccion. De esta manera, se
establece que los valores que intervienen en la comprension del sentido de
las proposiciones presentes en el razonamiento deductivo son el valor légico
y el valor epistémico. El valor légico alude al hecho de que la proposicién
sea verdadera, falsa o indeterminada; este valor resulta de procedimientos
especificos de verificaciéon o de prueba y no depende solo de la comprensiéon
de su contenido. En cuanto al valor epistémico, se reconocen dos tipos: valor
epistémico semantico, el cual tiene ver con la comprension de las proposiciones
basandose GUnicamente en su contenido y el valor epistémico tedrico, el cual
responde a la organizacion del marco tedrico en el cual una proposicién es
enunciada (Duval, 2004b). Considerar el razonamiento como un recorrido
discursivo implica el hecho de que las proposiciones enunciadas en él no
pueden ser separadas de su contexto de enunciacién, pues es en virtud de
este contexto que se tipifican los valores epistémicos, mas aun, el mismo
determina el valor 16gico de las proposiciones.

Tomando como referencia los distintos andlisis sobre el funcionamiento
del razonamiento deductivo, Duval y Egret (1993) realizaron una propuesta
para la ensenanza inicial de la demostracién. Dicha propuesta esta compuesta
por tres etapas:

Primera etapa. Esta vincula un uso especializado de la lengua natural,
ademas de un tratamiento pertinente de las figuras a partir de tres momen-
tos: construccion y exploracion de figuras, formulaciéon de conjeturas y la
distincién del antecedente y el consecuente del tercer enunciado.

En el primer momento se propone que al establecer la posibilidad intrinseca
de convertir todas las proposiciones que intervienen en una demostracién
en el registro de sus representaciones figurales, se hace evidente el soporte
intuitivo que proporcionan las figuras, pues aportan mas de lo que dicen los
enunciados, al permitir explorar, anticipar y formular conjeturas. De ahi que,
se inicie por describir el soporte intuitivo de una figura y cuél puede ser su
aporte heuristico en la resolucién a un problema de geométrico, distinguiendo
para tal fin, el tipo de aprehensién sobre la figura, a saber, perceptiva, opera-
toria y discursiva, definidas por Duval (2004). En este sentido, con respecto
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a las figuras se tiene que a cada tipo de aprehensién figural le corresponde
un modo particular de hacer geometria y, por tanto, de acercarse a la de-
mostracion, de tal suerte que deba privilegiarse la aprehensién discursiva
de entre todas, pues es, justo ahi, donde la demostracién tiene lugar. De otra
parte, la aprehensién discursiva, da cuenta de la relacién indisoluble entre
demostracién en geometria y las figuras.

En el segundo momento, formulacién de conjeturas, se reconoce que la con-
jetura aparece como un estatus tedrico en el nivel local (paso de razonamiento)
y toma un lugar preponderante ya que el reconocimiento de estas marca el
inicio de la distincién entre el contenido y el estatus de una proposicién, debido
a que dicho reconocimiento implica —de parte del estudiante— entender que
no basta con lo observado en un figura para aceptar o no la formulacién de
una propiedad o el establecimiento de un resultado. Entonces, la posibilidad
de formular conjeturas, de reconocer su lugar en un recorrido discursivo y
en la soluciéon de un problema es un aspecto central en el aprendizaje del
funcionamiento de los razonamientos deductivos. Se necesita, por lo tanto,
de un acercamiento a las conjeturas, a su formulacién por parte de los estu-
diantes en el marco de un trabajo de exploracién y bisqueda consciente; en
este sentido Larios ha propuesto una definicién de estas:

[...] una situacién mas “experimental”, donde el individuo, puesto en
una situacién en particular, observa los hechos, los analiza, compara, en-
cuentra un patrén y hace una afirmacién, para posteriormente encontrar
argumentos que la sustenten. Tales argumentos estan relacionados inti-
mamente con las experiencias previas al momento de hacer la afirmacion,
ademas de que esta, hasta antes de proporcionar argumentos deductivos
(es decir una demostracion), es una conjetura [...]. Es importante recalcar
que no se puede probar conscientemente algo si antes no fue conjeturado.
(Larios, 2001, p. 50).

Este trabajo de busqueda y formulacién de la conjetura ha de distinguirse,
como se sefiala més adelante, con el trabajo de bisqueda de los argumentos
que la sustente; son dos procesos distintos aunque necesariamente relacio-
nados.

El tercer momento de esta etapa tiene que ver con el andlisis l6gico,
en términos de la naturaleza bipartita de los enunciados en matematicas,
particularmente de la estructura si-entonces del tercer enunciado. Esto es,
reconocer que tanto el antecedente como el consecuente son proposiciones,
ademads que el antecedente corresponde a la(s) premisa(s), mientras que el
consecuente corresponde a la conclusién. Se comprende asi que el tercer
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enunciado es otra proposicion cuya operatividad esté ligada a la articulacién
entre el antecedente y el consecuente.

Segunda etapa. Aqui se busca identificar los procedimientos heuristicos
asociados a la resoluciéon de un problema en geometria; ademas, permite
caracterizar la dinamica de una clase que permita la discusiéon. En este
sentido, esta etapa se divide en dos momentos:

El primer momento, discusion y bisqueda de propiedades, delimita lo que
se requiere para que un estudiante acceda a la demostracién, esto es, trata
de establecer, entre las distintas formas en las que dicho estudiante aborda
un problema geomeétrico, aquella en la cual la demostracién tiene lugar. En
ese sentido, Balacheff (2000) caracteriza tres tipos de situaciones inducidas
por las actividades sugeridas a los estudiantes: la esfera de préactica, las
situaciones de decisién y las situaciones de validacion. En el primer tipo se
trabaja de forma mecéanica aplicando los conocimientos adquiridos, lo cual no
genera nuevos conocimientos; en el segundo tipo se construyen conjeturas
con el fin de disenar estrategias que lleven a la resolucién de una situacién
problema y en el Gltimo tipo el estudiante socializa sus explicaciones acerca
de una afirmacién, lo cual se aproxima a la demostracién. Balacheff (2000)
distingue dos tipos de pruebas que le permiten al estudiante convencer y
convencerse acerca de una conjetura; estas se conocen como las formas
pragmatica e intelectual de abordar un problema geométrico.

El segundo momento, puesta en comun, se inicia al senalar que un primer
diagnéstico acerca de cuales podrian ser los origenes de la dificultad para
ensenar y aprender la demostracién en matematicas ha sido formulado en
términos de la naturaleza del contrato didactico que emerge naturalmente
de las posiciones del alumno y el docente con respecto a los saberes en
juego. Dado que el docente es el garante de la legitimidad y de la validez
epistemoldgica de lo que se construye en la clase, eso pareceria implicar que
el alumno se veria privado de un acceso auténtico a una problematica de la
verdad y de la prueba. La superacion de esta dificultad inherente a los sistemas
didacticos puede ser investigada en situaciones que permiten la devolucién
a los alumnos de la responsabilidad matematica sobre sus producciones, lo
que significa la desaparicién del docente de los procesos de toma de decisiéon
durante la resolucién de un problema en favor de un esfuerzo de construcciéon
de medios auténomos de prueba por parte de los alumnos.

Tercera etapa. Esta ultima etapa apunta a la comprensién y puesta en
escena del funcionamiento del razonamiento deductivo, a través de dos
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momentos: la construccién de grafos proposicionales y redaccién de la demos-
tracion. Lo que se pretende establecer en esta etapa es la diferenciacién entre
valor epistémico tedrico y valor epistémico semantico de una proposicion.
Partiendo de este principio fundamental, el alumno descubre y comprende
el funcionamiento del razonamiento deductivo pasando por un registro no
discursivo: los grafos proposicionales.

El primer momento propone que un grafo ha de definirse como un registro
no discursivo que privilegia la aprehensién sindptica o vista global de las
proposiciones que intervienen en la demostracion, al organizarlas de acuerdo
con su estatus operatorio. Es asi como los grafos proposicionales aparecen
en esta perspectiva de trabajo en la ensefanza de la demostracion como
un registro de representaciéon que apoya la comprensiéon de aquello que es
objeto de analisis en un razonamiento. Su uso se basa en el hecho de que
para comprender lo que una representacién discursiva presenta (enunciado
en lengua natural) es necesario el paso por una representacién no discursiva
(Duval, 2004b). La construccién de dichos grafos se rige por las siguientes
reglas: de una hipdtesis parte una flecha (no llega), del y al tercer enunciado
parten y llegan flechas, y llega una flecha a la conclusion, siempre y cuando
sea la conclusién final, en el caso contrario, parte una flecha.

El segundo momento, redaccién de la demostracién, es necesario, dado
que permite que los valores epistémicos tedricos se diferencien de los valores
epistémicos semanticos y que estos ultimos ya no se asimilen a los valores
de verdad; la redaccion en lengua natural de la demostracién se presenta
como una traducciéon del grafo, privilegiando actitudes proposicionales que
marcan el estatus operatorio de las proposiciones.

Para lograr que la propuesta didactica planteada anteriormente se pueda
aplicar en el aula se establece como intencion primordial construir un manual
para uso de docentes en ejercicio, el cual debera funcionar como vinculo entre
las investigaciones aqui retomadas y la practica escolar.

METODOLOGIA DEL TALLER

Se propone que el taller se realice en dos sesiones. La primera sesion se
dividira en dos partes: una que presente los elementos tedricos de esta in-
vestigacion que tienen que ver con los propdsitos y la metodologia que se
utiliz6; el tiempo para esta parte sera de 25 a 30min. En la segunda parte se
presentard la propuesta de Duval-Egret (1993), pues en torno a esta, se gira
la reflexion del trabajo. Dado que esta propuesta se divide en tres etapas,
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para cada una de ellas se propondra una actividad para que la desarrollen
los participantes (60 min).

La segunda sesion se dividira en cuatro momentos: analisis de los elemen-
tos tedricos a partir de las respuestas dadas por los participantes (20-25min);
reflexion y debate sobre dichas respuestas, explicitando como se articulan
curricularmente desde los Estandares, las etapas propuestas con los niveles
de escolaridad (35-40min); presentacion del manual como opcién para llevar
al aula esta propuesta sobre la ensenanza de la demostracién con el respec-
tivo debate (20-25), y, por ultimo evaluacién de la actividad por parte de los
participantes (10-15 min).
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