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Resumen

En este trabajo se analizan argumentos presentados por un grupo de alumnos de bachillerato (entre quince y
dieciocho afios) en México, cuando resuelven actividades en el contexto de las transformaciones isométricas en el
plano, aplicando un software de geometria dindmica (GeoGebra). El estudio es de corte cualitativo y descriptivo,
en el que se emplean esquemas de argumentacion (empirico, analitico, factico y simbdlico) con el propdsito de
tipificar los argumentos manifestados por los alumnos de este estudio, apoyados en un analisis de las
configuraciones ontosemidticas (epistémicas y cognitivas) del Enfoque Ontosemiotico del Conocimiento y la
Instruccion Matematicos (EOS) para la descripcion de la préctica argumentativa asociada. Los resultados de la
puesta en escena sugieren que los alumnos recurren a tipos de argumentos empiricos basados en percepciones
visuales, dejando evidencias de poca organizacién de ideas en el desarrollo de su practica argumentativa. Por otra
parte, la aplicacion de las herramientas especificas del software jugo un papel de argumento para el alumno, y no
COmo apoyo a su proceso de argumentacién. Ademas, el lenguaje informal utilizado por los alumnos mostré poco
dominio del lenguaje matematico.

Palabras-clave: Esquemas de Argumentacién. Enfoque Ontosemiotico. Geometria Dinamica. Transformaciones
Isométricas.

Abstract

This paper analyzes arguments presented by a group of high school students (between ages 15 and 18) in Mexico,
when solving activities in the context of isometric plane transformations, applying dynamic geometry software
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(GeoGebra). The study is qualitative and descriptive, in which argumentation schemes (empirical, analytical,
factual, and symbolic) are used to typify the arguments expressed by the students of this study, supported by an
analysis of the ontosemiotic configurations (epistemic and cognitive) of the Ontosemiotic Approach to
Mathematical Knowledge and Instruction (OSA) for the description of the associated argumentative practice.
Results suggest that the students resort to types of empirical arguments based on visual perceptions, leaving
evidence of little organization of ideas in the development of their argumentative practice. Moreover, the
application of the specific software tools played a role of argument for the student and not as support for their
argumentation process. Furthermore, the informal language used by the students showed little command of the
mathematical language.

Keywords: Argumentation Schemes. Ontosemiotic Approach. Dynamic Geometry. Isometric Transformation.

1 Introduccion

En la actualidad, las tecnologias digitales siguen influenciando los programas
curriculares, tratando de mejorar la educacion de los diferentes niveles educativos de México.
La Secretaria de Educacion Publica (SEP) mexicana, ha puesto atencidn, en los ultimos afios,

en la integracion de recursos tecnologicos en los procesos de instruccion. La SEP afirma que:

La educacion basica debe considerar el uso de las TIC, no s6lo con el fin de desarrollar
la destreza técnica que implica su manejo con solvencia, sino sobre todo para su
utilizacion con fines educativos. En este sentido, las TIC pueden ser aprovechadas como
un medio que cierre brechas, ya que permiten acceder a una amplia gama de recursos
de calidad orientados al aprendizaje, y contribuyen a que los alumnos formen parte
activa de un mundo cada vez mas interconectado (SEP, 2016, p. 32).

En el campo de las matematicas, y segun el National Council of Teachers of
Mathematics (NCTM), la tecnologia es esencial en el aprendizaje y la enseflanza de las
matematicas; esta influye en la matemadtica que se ensefia y potencia el aprendizaje de los
alumnos (NCTM, 2000). Mientras los recursos tecnoldgicos siguen ganando presencia en los
planes y programas de estudio de matematicas de los diferentes niveles educativos, cuando el
profesor no sabe cdmo incorporar el uso de estas herramientas, es posible que el desempeiio del
alumno sea poco favorable en torno a la comprension de los significados institucionales de los
objetos matematicos, que en términos del Enfoque Ontosemidtico se refiere a los significados
desarrollados en los sistemas de practicas operativas y discursivas.

El uso de la tecnologia digital ha tenido relevancia en el estudio de la geometria y su
relacion con otras disciplinas, en particular el software de geometria dindmica, el cual, con una
pertinente practica docente, tanto en el dominio de sus herramientas como en el disefio de
actividades, puede fomentar el desarrollo de un pensamiento deductivo, analitico y reflexivo
(LARIOS; ARELLANO; GONZALEZ, 2018).

Ademas, el uso adecuado de la tecnologia en las clases de matematicas puede disminuir,

notablemente, la aplicacion de algoritmos rutinarios, posibilitando que los alumnos se enfoquen
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en la resolucion de problemas y se familiaricen con los conceptos matematicos involucrados
(ROJANO, 2006). En este sentido, el uso de un software de geometria dindmica como
GeoGebra, Geometer’s Sketchpad, Cabri Geometry, Descartes, entre otros, puede influir en la
practica argumentativa de los alumnos, permitiendo visualizar objetos geométricos mediante la
exploracion y manipulacion, llevandolos al planteamiento de conjeturas y a una significacion
del objeto matematico en estudio (FIALLO; GUTIERREZ, 2007; LARIOS; GONZALEZ,
2010; MARIOTTI, 2000).

Segiun el NCTM, el papel del software de geometria dindmica permite visualizar una
transformacion isométrica mediante la manipulacion de una figura, y observando el efecto de
cada manipulacion en su imagen. Por ejemplo, los alumnos pueden ver que cada punto en una
reflexion esta a la misma distancia de la recta de reflexion que el punto correspondiente en la
preimagen (NCTM, 2000). Siendo parte importante que los alumnos utilicen herramientas
digitales, formulen conjeturas y argumenten la solucion de problemas, este estudio indaga sobre
la practica argumentativa de alumnos del nivel medio superior (edades entre quince y dieciocho
afios) referente al tema de las transformaciones isométricas (traslacion, rotacion y simetria axial
o reflexion) cuando se incluye un software de geometria dinamica.

Esto lleva a preguntarse ;Cudles son los tipos de argumentos que manifiestan los
alumnos del estudio cuando desarrollan actividades que involucran las trasformaciones
isométricas y el uso de un software de geometria dinamica? Para responder a esta pregunta, se
propone clasificar argumentos manifestados por alumnos de este estudio mediante esquemas
de argumentacion al desarrollar una propuesta de actividades utilizando el software GeoGebra.
Dicho software es de acceso libre y retine herramientas del dlgebra y calculo, las cuales generan
un ambiente geométrico interactivo; ademas, es util para realizar construcciones geométricas a
partir de la visualizacion, exploracion y manipulacion de objetos matematicos intervinientes y
emergentes en el desarrollo de las practicas matematicas. Cabe resaltar que, este estudio parte
del hecho de que mediante el uso del software de geometria dinamica GeoGebra es posible
disenar actividades que fomenten la produccion de argumentos en ambientes geométricos, en

la mejora del aprendizaje de las matematicas.
2 Fundamentacion tedrica
En este apartado se describe la fundamentacion teorica del estudio, el cual se divide en

tres secciones. La primera hace referencia, desde la perspectiva del EOS, a las practicas

matematicas y a las configuraciones ontosemidticas: epistémicas y cognitivas de los objetos
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matematicos primarios (GODINO; BATANERO; FONT, 2007). Estas configuraciones apoyan
al andlisis de argumentos que manifestaron los alumnos en sus respuestas a las actividades
propuestas, y a tener un panorama detallado referente a los objetos matematicos primarios en
las practicas argumentativas que ellos desarrollan.

La segunda seccién aborda las nociones de argumentacion, argumento, practica
argumentativa y proceso de argumentacion en el contexto de la Educacion Matematica, los
cuales son recurrentes a las practicas matematicas realizadas por los alumnos de esta
investigacion. La ultima seccion se centra en describir los esquemas de argumentacion
propuestos por Flores (2007), los cuales permiten clasificar los argumentos de los alumnos de

este estudio.

2.1 Practicas matematicas y configuraciones ontosemidticas de los objetos matematicos

Desde la perspectiva del EOS, se entiende por prdcticas matematicas, a aquellas
acciones (operativas) realizadas por un individuo durante la resoluciéon de un problema
matematico y las comunicaciones (discursivas) que se hacen de la solucion, con el fin de validar
y generalizar en otros contextos y problemas (GODINO; BATANERO, 1994). Asi, el sistema
de practicas matematicas es todo lo que se puede hacer y decir referente al objeto matematico
cuando se resuelve alguna situacion problema.

Estas practicas matemadticas pueden ser personales, referentes al significado del
individuo, o institucionales, relativas al significado fomentado o compartido en el seno de una
institucion. Ademas, los objetos matematicos intervienen y emergen en el desarrollo de la
practica matematica del individuo en las diferentes acciones y discursos a través de los cuales
se expresa y comunica (GODINO et al., 2016). Asimismo, las herramientas del EOS permiten
interpretar y analizar la complejidad de las tareas y los procesos de instruccion que ponen en
juego conocimientos, significados, objetos y procesos matematicos, cuando se involucra
tecnologia digital en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas (GODINO; BATANERO;
FONT, 2007; DRIJVERS et al., 2013).

En el EOS se entiende por objeto matematico primario todo lo que se puede decir y
hacer con ¢€l; por ejemplo, al hablar de la traslacion geométrica, la referencia es hacia su
definicion, a su representacion grafica, a la relacion con vectores de traslacion, a las propiedades
que preservan las figuras o poligonos en el plano al aplicar dicha transformacién geométrica
etc. Ademas, se consideran como objetos matematicos primarios no solo los conceptos y los

procedimientos sino también (1) situaciones problemas: aplicacion, ejercicio, tarea, ejemplo,
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construccion geométrica, problema intra-matematico o extra-matematico etc.; (2) elementos
lingiiisticos: verbal, simbolico, numérico, grafico, expresion algebraica, diagrama, notacion
etc.; (3) conceptos-definicion: expresiones por medio de definiciones o descriptores (traslacion,
rotacidn, simetria etc.); (4) procedimientos: algoritmos, operaciones, técnicas de calculo, etc.;
(5) propiedades: teoremas, corolarios, lemas, proposiciones etc.; (6) argumentos: enunciados
usados para justificaciones y demostraciones que involucren propiedades.

Estos objetos matematicos intervinientes y emergentes se relacionan entre si, a través
del lenguaje el cual expresa y comunica por medio de representaciones, conceptos, propiedades
y procedimientos para resolver una situacion problema, justificando la solucion a través de
argumentos. La relacion de estos objetos matematicos primarios forma lo que se conoce en el
EOS por configuraciones ontosemioéticas (Figura 1), las cuales pueden ser epistémicas o
cognitivas (FONT; GODINO, 2006). La configuracién cognitiva se asocia al sistema de
practicas del individuo, mientras que la configuracion epistémica corresponde al sistema de
practicas de la institucion. Ademas, ambas configuraciones permiten integrar los objetos
primarios en un sistema de practicas (operativa y discursiva). En este trabajo se utilizan ambas
configuraciones, la epistémica para analizar los objetos matematicos intervinientes y
emergentes en la actividad propuesta; mientras que la configuracion cognitiva, para analizar los
argumentos manifestados por los alumnos referente a los objetos matematicos desarrollados en
este estudio. La Figura 1 muestra la configuracion ontosemidtica de los objetos matematicos

primarios y su relacion entre ellos.

Situaciones/problemas

—

Definiciones/conceptos

I_Eler_nler]tos Propiedades/proposiciones
linguisticos Procedimientos
Argumentos

Figura 1 — Configuracion ontosemidtica de los objetos matematicos primarios
Fuente: Font y Godino (2006, p. 69)

2.2 Practica argumentativa, proceso de argumentacion y argumento

En la Educacién Matematica, han ganado presencia las nociones de argumento,
argumentacion, prdctica argumentativa y proceso de argumentacion, mismos que son
emergentes en este estudio. A continuacion se describe, de manera general, la postura de

algunos autores sobre estos conceptos y se asume una en términos del EOS.
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Por un lado, Krummheuer (1995) asocia la argumentacion a un proceso del que emerge
un producto (argumento), el cual conlleva la aceptacion o rechazo de una proposicion que puede
involucrar una deduccion. Duval (1999) determina la argumentacion como un tipo de
razonamiento que implica el funcionamiento del lenguaje natural, mientras que un argumento
es todo aquello que es utilizado para justificar, o para refutar, una proposicion. Por otro lado, el
planteamiento de Toulmin (2003) es relevante en el sentido de proponer un modelo heuristico
para analizar la estructura de argumentos (razon o razones) que pueden estar a favor o en contra
de una proposicidon u opinion; asi, este modelo apoya aseveraciones por medio de otras, bajo el
contexto discursivo oral o escrito en lo individual o colectivo.

A su vez, Haradas (2009) analiza el modelo de Toulmin como un método para estructurar
argumentos, y resalta que este modelo no considera aspectos lingiiisticos, ni emocionales y no
verbales, los cuales son fundamentales para conseguir la aceptacion de un argumento. La
propuesta de Nielsen (2013) considera que no es suficiente la perspectiva Toulminiana para
entender las caracteristicas dialécticas de los argumentos que manifiestan los alumnos. Por otro
lado, Molina, Font y Pino-Fan (2019) se apoyan del modelo de Toulmin para estructurar
argumentos y, ademas, para describir a detalle la actividad argumentativa, toman en cuenta las
configuraciones ontosemidticas del EOS.

En el contexto escolar, la interaccion social en el aula es fundamental para desarrollar
procesos que favorecen la argumentacion matematica, pues la necesidad de comunicar y validar
ideas apoya el razonamiento cercano a la deduccion (BOERO, 1999; BALACHEFF, 1999).
Como indica Tall (2007), la argumentacion matematica es un proceso de la actividad humana
que evoluciona en el individuo con la edad, lo que implica una vida de desarrollo cognitivo. En
este sentido, el proceso de argumentacion matematica se desarrolla a medida que los diferentes
individuos maduran la comprension sobre el objeto matematico, a través de la percepcion, la
accion, la comprension (el mundo del simbolismo) y la construccion (el mundo del
formalismo).

En un estudio con alumnos universitarios, Harel y Sowder (1998) asumen la prdctica
argumentativa como prueba o demostracion, lo que asocian a un proceso de razonamiento
empleado por individuos para remover dudas sobre la verdad de una asercion. Godino y Recio

(2001), la asocian con la demostracion; en este sentido, asumen:

[...] el término demostracion de modo genérico al objeto emergente del sistema de
practicas argumentativas (o argumentos) aceptadas en el seno de una comunidad, o
por una persona, ante situaciones de validacion y decision, esto es, situaciones que
requieren justificar o validar el caracter de verdadero de un enunciado, su consistencia
o la eficacia de una accién (GODINO; RECIO, 2001, p. 406).
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En este estudio, y en términos del EOS, se asume que la prdctica argumentativa se
realiza cuando el alumno desarrolla una practica matematica (operativa o discursiva) referente
a una situacion problema, la cual requiere de una justificacion, validacidon, descripcion,
explicacion, argumentacion o demostracion en el proceso de solucion del problema, en el que
puede o no manifestar un razonamiento 16gico—deductivo. En términos del EOS, se considera
que en la practica matematica intervienen y emergen los objetos matematicos primarios, los
cuales forman parte de la configuracion ontosemioética. En este estudio, se enfatiza en la practica
argumentativa del objeto matematico primario: argumento, dado que es considerado como un
producto en el proceso de argumentacion matematica (FONT; RUBIO, 2017).

En el trabajo de Rubio (2012), desde la perspectiva del EOS, se caracterizan procesos
matematicos donde se toma en cuenta una entrada (tarea matematica) y una salida (argumento).
Asi, en la Figura 2 se esquematiza el proceso de argumentacion de un individuo cuando resuelve
una tarea matematica o situacion-problema (entrada), cuya consigna es la inclusion de una
explicacion, justificacion, validacidon, argumentaciéon o demostracion, y cuyo producto o
respuesta (salida) es lo que se llama en el EOS un argumento de la configuracion ontosemidtica

(epistémica y cognitiva).

Entrada Salida
(Situacitn - problema) Proceso de (Producto)
argumentacion
matemaitica Argumento
Consigna: - RN
Explicacion/Tustificacién’ { i A
. P ) \ _
Validacion _%Igurq?utacmn - Bazonamiento
Demostracidn Percepcion Compresion

lagico-deductivo

Figura 2 — Perspectiva del proceso de argumentacion matematica en este estudio
Fuente: elaborado por los autores

En la configuracion cognitiva, el argumento se relaciona con el significado personal y
puede ser expresado mediante un lenguaje grafico, icodnico, algebraico o simbolico,
explicaciones analiticas, descripciones verbales (formal o informal) o conjeturas. En la
configuracion epistémica, el argumento se asocia con el significado institucional de los objetos
matematicos primarios (Figura 3), en este estudio, este significado se asocia con los esquemas

de argumentacion descritos en la siguiente seccion.
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Configuracidn ontosemiotica Practicas Matematicas
Situaciones/protlemas Practicas Argumentativas
"‘I\:'_.l':_‘.'.'/L" - Argumentos
Lenguaje (grafico,
Elementos Definiciones conceptos simbolicos, algebraico,
lingaisticos Propiedades/proposiciones tabular, verbal, iconica)
- Algoritmos o
Procedimientos procedimientos
m_ — Explicacion (verbal)
- Planteamiento de comjetura
Argnmentos

Figura 3 — La relacion entre la configuracion y practicas argumentativas
Fuente: elaborado por los autores

2.3 Esquemas de argumentacion matematica

Es necesario que, en todo proceso de instruccion matematica, se fomente el
razonamiento logico formal, pues a medida que el alumno estructura ideas deductivas, podra
aproximarse a la demostracion matematica formal. Harel y Sowder (1998) proponen una
caracterizacion de esquemas de prueba o demostracion en un experimento de ensefianza
individual con alumnos universitarios, quienes se enfrentaron a actividades y ejercicios de
diferentes areas de la matematica. Ademas, estos esquemas los asocian a una etapa cognitiva o
capacidad intelectual en el desarrollo matematico del individuo, donde el acto de pensar, forma
de pensar y forma de entender se relacionan con inferir, conjeturar, probar, explicar, generalizar
etc. (HAREL; SOWDER, 1998; HAREL, 2007).

Dichos autores definen esquema de prueba como todo aquello que conforma la
determinacion (autoconvencimiento) y la persuasion a una persona e identifican tres esquemas
principales: el de conviccidn externa, empirica y analitica. Estos esquemas son retomados por
Flores (2007) para adaptarlos a estudios de practicas argumentativas con profesores de
bachillerato en México, al justificar soluciones geométricas en el contexto de la geometria
dindmica. Para este ultimo autor, la manera en que una persona utiliza sus razonamientos en el
desarrollo de una practica argumentativa para justificar o explicar un resultado, o para validar
una conjetura durante el proceso de resolucién de un problema, lo denomina esquema de
argumentacion. Asi, el estudio de Flores (2007) y Harel y Sowder (1998) son desarrollados en
condiciones diferentes, lo que llevo a Flores a identificar un esquema factico y uno simbolico.

A continuacidn, se describen los esquemas de argumentacion identificados por Flores
(2007).

Autoritario: el argumento manifestado por el alumno depende de una autoridad quien lo realiza

(libro de texto, profesor o compafiero). En este estudio no se considera este esquema, ya que
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las actividades se centran en la argumentacion de los alumnos sobre las situaciones.
Simbdlicos: en este tipo de esquemas el alumno puede utilizar un lenguaje matemadtico y
simbolos poco claros o consistentes, sin llegar a conclusiones que quiere llegar.

Facticos: los argumentos del alumno son de recuento, o repite hechos evidentes a manera de
explicacion o justificacion de algln resultado.

Empiricos: el argumento del alumno es apoyado por hechos fisicos o en un dibujo,
constituyendo un argumento por si mismo y no un apoyo para el argumento.

Analiticos. el alumno sigue una cadena deductiva, sin que por ello llegue, forzosamente, a una

conclusion valida.

3 Metodologia

Este estudio se enmarca en la metodologia cualitativa, misma que ayuda a la
comprension de la realidad en su forma natural y holistica de las personas dentro de su propio
contexto (BISQUERRA, 2004). En esta investigacion se aborda la interaccién con un grupo de
alumnos de bachillerato, para fomentar la produccion de argumentos a partir de situaciones
problemas propuestos. Esto permitié analizar y describir el tipo de argumentos manifestados
por los alumnos en el contexto de la construccion de teselados regulares, mediante el uso del

software GeoGebra.

3.1 Contexto de la investigacion

El interés se enfoco en el analisis de la practica argumentativa, realizada por los alumnos
al resolver situaciones problema de una secuencia de actividades propuestas, sobre la
construccion de teselados o recubrimiento del plano en un ambiente de geometria dinamica.
Cabe resaltar que los alumnos no conocian sobre el uso de las herramientas del GeoGebra, en
relacion con las transformaciones isométricas. Se utilizé la técnica de observacion del tipo
participante, con un grupo de 32 alumnos que cursaban la materia de Geometria Analitica
correspondiente al cuarto semestre de la Educacion Media Superior, en la ciudad de Querétaro,
México (alumnos entre quince y dieciocho afios). La puesta en escena fue de trece sesiones de
50 minutos cada una, mismas que se realizaron en el laboratorio de matematicas de la Escuela
de Bachilleres de la Universidad Auténoma de Querétaro.

Durante la implementacion, fue necesario que los alumnos trabajaran las actividades en

parejas, formandose dieciséis de ellas, ya que el uso del software GeoGebra era fundamental
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para su desarrollo y el nimero de computadoras era insuficiente. La traslacion, la rotacién y la
simetria axial o reflexion fueron los principales objetos matematicos que se promovieron en el
contexto de los teselados. Cabe mencionar que los teselados no es un tema que los alumnos
estudien como tal en su programa curricular de la asignatura de Geometria Analitica; mas bien,
es una aplicacidn de las transformaciones isométricas en el plano y su relacion con poligonos,
los cuales si, son tratados en el programa. La informacion se recolectd mediante hojas de trabajo
(actividades), notas de campo a través de la observacion participante y archivos de vista grafica

de GeoGebra grabados por los alumnos.

3.2 Disefo, implementacion y analisis

Este trabajo corresponde a un estudio mas amplio, cuyo objetivo es la caracterizacion
de procesos matematicos en el ambiente de la geometria dinamica, principalmente el proceso
de argumentacién. Aqui, desarrollamos uno de los objetivos, el cual es identificar y describir el
tipo de argumentos que manifiestan los alumnos del nivel medio cuando utilizan el software
GeoGebra. A continuacion se describe, en términos generales, el disefio, implementacion y
analisis de la tercera actividad de las cinco propuestas, la cual pretende fomentar la
argumentacion matematica de los alumnos.

Se trat6 de un disefio secuencial de actividades, las dos primeras fueron necesarias para
orientar el proceso de argumentacion en relacién con los conocimientos previos sobre las
transformaciones isométricas y con la identificacion de herramientas del GeoGebra. En este
documento no se consideran las primeras dos actividades, ya que en estas no se exigen a los
alumnos construcciones mediante la aplicaciéon del software dinamico. A continuacion, se
presenta los objetivos de las tres primeras actividades.

e Objetivo de la primera actividad: indagar sobre los conocimientos previos que poseen los
alumnos en relacion con los poligonos regulares y sus caracteristicas.

e Objetivo de la segunda actividad: explorar y manipular archivos dindmicos (applets)
proporcionados en el GeoGebra para conceptualizar las transformaciones isométricas; es
decir, ser capaz de aplicar los conceptos ostensivamente cuando son requeridos.

e Objetivo de la tercera actividad: promover la elaboracion de argumentos y la construccion
de teselados regulares, aplicando las herramientas del software GeoGebra.

La tercera actividad consistié en catorce preguntas abiertas y se planted el concepto de
teselado o recubrimiento regular, con el fin de asegurar que los alumnos tuvieran nocion de

este. En las primeras cuatro preguntas de esta actividad, los alumnos no tuvieron necesidad de
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usar el software dindmico GeoGebra para responderlas. Se contaba que ellos fueran capaces de
evocar y relacionar lo trabajado en las primeras dos actividades. Se hizo énfasis en que los
alumnos visualizaran un posible teselado regular mediante poligonos adecuados (propuestos
por ellos o elegidos de las imagenes dadas). Ademas, justificaran sus respuestas describiendo
las transformaciones isométricas que exploraron y manipularon en las dos primeras actividades
a través de los applets disefiados para este fin.

En las preguntas restantes de la tercera actividad, se pide a los alumnos construir un
teselado regular, utilizando cuadrados, tridangulos y hexagonos, aplicando las transformaciones
isométricas del GeoGebra. Ademas, se les pide validar su proceso de construccion a través de
la herramienta de arrastre y describir, explicitamente, el procedimiento de construccion.

Respecto a la implementacidn, la tercera actividad tuvo una duracion de cuatro sesiones
de 50 minutos cada una, donde se aplico el software GeoGebra. Dado que las actividades se
trabajaron en parejas, la interaccion entre los alumnos jugd un papel relevante para la toma de
decisiones sobre las construcciones de teselados regulares. Esto produjo que los argumentos
proporcionados por ellos fueran mas enriquecedores.

Como el papel del investigador a cargo en las sesiones fue del tipo de observador
participante, sus intervenciones se limitaron a dos acciones, principalmente. Por un lado, se
clarificaron dudas de los alumnos so6lo en relacion con la comprension de la redaccion de las
actividades y conocimientos previos. Por otro lado, cuando era necesario una prueba de arrastre
que no realizaban los alumnos, el investigador lo hacia para hacer evidente los errores en la
construccion dentro del ambiente de la geometria dinamica. Al final de cada sesion se
recogieron las hojas de trabajo con los argumentos de los alumnos referente a cada construccion
pedida y los archivos del GeoGebra donde los alumnos grabaron las vistas graficas de sus
construcciones.

Para el andlisis de los objetos matematicos intervinientes y emergentes de la tercera
actividad, se tom6 como referencia la solucion experta realizada por el investigador a cargo, asi
como, también, del protocolo de construccion en el GeoGebra; en ambos casos se considero la
configuracion epistémica elaborada. Ademas, se realizo el andlisis de la configuracion cognitiva
referente a la practica argumentativa manifestada por los alumnos, identificando los objetos
matematicos y las herramientas del Geogebra utilizadas en el protocolo de construccion de los
teselados regulares. Los argumentos, en ambas configuraciones ontosemidticas (epistémica y
cognitiva), se asociaron a esquemas de argumentacidon (simbdlico, factico, empirico y
analitico), mismos que, fueron utilizados para clasificar los argumentos manifestados por los

alumnos.

Bolema, Rio Claro (SP), v. 35, n. 70, p. 664-689, ago. 2021 674



ISSN 1980-4415
E DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v35n70a06

4 Resultados

En este apartado se muestra la configuracion epistémica de la tercera actividad disefiada,
la cual estd relacionada con la construccion de teselados regulares, que involucran las
transformaciones isométricas y el uso de herramientas del GeoGebra. Ademas, se muestran
ejemplos de los esquemas de argumentacion asociados a los argumentos de una pareja de
alumnos. También, tomando en cuenta la configuracion cognitiva, se presenta la tipificacion de
los argumentos manifestados por los alumnos, en relacion con los esquemas de argumentacion

(factico, empirico, analitico y simbolico).

4.1 Configuracion epistémica de la actividad

La herramienta de configuracion epistémica del EOS ha sido atil para comparar el
significado de referencia con el sistema de practicas desarrollada por los alumnos. A
continuacion, se describe el analisis de los objetos matematicos primarios a través de la
configuracion epistémica (Figura 4), la cual relaciona los objetos intervinientes y emergentes
que corresponden a la construccion de los teselados regulares (tercera actividad).

La integracion de los objetos matematicos identifica situaciones en relacion con la
clasificacion de poligonos (regulares e irregulares), asi como la construccion de teselados
utilizando cuadrados, triangulos y hexagonos regulares. En el desarrollo de esta practica
argumentativa, se requiere el uso de conceptos como: poligono regular, angulo interior del
poligono, teselado regular, vector, transformaciones isométricas. También se aplican
procedimientos donde se utilizan propiedades de los teselados, por ejemplo, la medida del
angulo formado en cada vértice de un teselado es de 360° y la medida del angulo interior del
poligono regular debe ser divisor de 360° para que forme un teselado regular.

Ademas, se ponen en juego argumentos asociados a los esquemas de argumentacion
empirico, analitico y factico, donde la exploracién y manipulacion del software permitieron
cambios dindmicos en el proceso de construccion. Lo anterior es expresado mediante lenguaje
verbal, grafico-software y grafico-geométrico. Dichos objetos matematicos intervinientes y

emergentes son presentados en la siguiente configuracion epistémica (Figura 4).

Elementos Situaciones de construccion de teselados regulares en el GeoGebra aplicando las
lingliisticos: transformaciones isométricas (traslacion, rotacion, reflexion o simetria axial) y

hexagonos, cuadrados y triangulos equildteros. Las situaciones requieren
Verbal: lenguaje explicaciones, justificaciones y argumentos en relacion con los procedimientos
comdn (formal o realizados, asi como la validacion del teselado mediante la herramienta de
informal) arrastre.
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Gréfico-software:

del software para
generar el teselado.
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|| a2

: Representacion
de teselados
regulares en el
GeoGebra.

el uso de comandos

Gréfico/geométrico

Regulan
el uso

Moti

Definiciones/conceptos: Emergentes:

Previas: Transformaciones isométricas en
Angulo interior el plano mediante la construccion
Poligono regular (tridngulo equilatero, de teselados regulares.

cuadrado y hexagono)

Vector Teselado regular

Veértice Transformaciones isométricas

Propiedades/proposiciones:

La suma de los &ngulos en cada vértice del teselado es un dngulo de 360°.

El angulo interior del poligono regular debe ser divisor de 360° para que
forme un teselado regular.

El cuadrado, tridngulo equilatero y hexagono regular son los unicos
poligonos que permiten formar un teselado regular.

Propiedad de arrastre como herramienta de validacion en el teselado
regular.

Procedimientos:

Previos (mateméticos):

Clasificacion de poligonos

Identificar objetos geométricos que intervienen en la construccion del teselado
(vector, recta, segmento, angulo, etc.).

Transformaciones isométricas (traslacion, rotacion y reflexion) como
operaciones geométricas que permiten transformar una figura a partir de una
previa.

Emergentes (matematicos):

Construccion de un teselado regular utilizando poligonos regulares,
traslacion, rotacion o simetria axial.

Calculo de suma de angulos interiores en cada vértice segun el poligono
regular que constituye el teselado.

Previos (software):

Identificar los objetos geométricos en el GeoGebra (poligono regular, vector,
traslacion, vértice, rotacion, etc.) que permiten construir los teselados regulares.
Uso de sugerencias para el uso de herramientas en la construccion de los
teselados.

Emergentes (software):

Aplicacion de las transformaciones isométricas y sus elementos que conllevan a
la construccion del teselado regular en el GeoGebra.

Justifican

Argumentos:

De tipo factico al describir una secuencia del procedimiento mediante
herramientas de transformacion isométrica que intervienen en el proceso
construccion.

De tipo empirico al percibir y visualizar el teselado y utilizarlo como argumento
asu proceso de construccion, aplicando herramientas geométricas del GeoGebra
para la construccion adecuada.

De tipo analitico al analizar la dinamicidad en la aplicacion de la herramienta de
arrastre, que permite involucrar un razonamiento deductivo para validar la
construccion de teselados, asi como la deduccion ldgica de las propiedades que
debe cumplir un teselado.

Figura 4 — Configuracion epistémica asociada a la construccion de teselados regulares

Fuente: elaborado por los autores

4.1 Esquemas de argumentacion de los alumnos. Un caso

Se eligié una de las 16 parejas participantes en este estudio para ejemplificar cada uno
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de los esquemas de argumentacion asociados a los argumentos manifestados por los alumnos,
por ser el caso que hizo evidente los cuatro tipos de esquemas de argumentacion; ademas,
porque el resto de las parejas muestran el esquema de argumentacion empirica como el mas
recurrente. Las siguientes figuras ejemplifican los esquemas de argumentacién que
corresponden a las respuestas de la pareja de alumnos referente a las situaciones problema de
la tercera actividad, en las cuales se les pide construir y justificar sus construcciones de los
teselados formados por cuadrados, triangulos y hexdgonos regulares.

La situacion de la Figura 5, evidencia un esquema de argumentacion simbdlica. Los
alumnos plantean una conjetura que carece de argumento en su explicacion y es poco claro de

como pasaria los poligonos a otro plano.

Si tuvieras que teselar una parte del plano usando el GeoGebra, ;Como tendrias que mover
los poligonos regulares para cubrir la pantalla? Explica lo mas que puedas.

Yru ek 10 ety | POSWI(S 102 E)\!-'II{)'.;_,]“.:; ] {'-il'-f-}ﬂ“"liu

Figura 5 — Esquema de argumentacion simbodlico de los alumnos
Fuente: elaborado por los autores

En la Figura 6 los alumnos presentan un argumento del esquema de argumentacion
empirico, ya que describen lo observado en el software, pues para ellos la figura geométrica
juega el rol del argumento y no como parte del proceso de construccion del teselado regular, ya
que se refieren so6lo a como van a seguir encajando entre si. El argumento se refiere a la
construccion del teselado de tridngulos equildteros y muestra el intento por aplicar traslacion,
aunque la construccion no cumple con la definicion del teselado regular cuando se aplica la
prueba de arrastre. Cabe resaltar que, en esta situacion problema se recomendo a los alumnos
considerar las sugerencias hechas en la actividad, especificamente, sobre las herramientas a
utilizar del software GeoGebra en la construccion de teselados regulares, con el fin de que ellos
establecieran relaciones entre las herramientas necesarias a utilizar con los conceptos de las
transformaciones isométricas. Ademas, se esperaba que los alumnos pudieran aplicar mas de

una transformacion isométrica en la construccion del teselado regular.

Utiliza las transformaciones geométricas para construir un teselado en el GeoGebra con tridangulos
equilateros. Posteriormente guarda el archivo de la siguiente manera: teselado3_apellido Si mueves
el punto 4 o B del triangulo equilatero original con la herramienta [ | /Sigue siendo un teselado?
Justifica tu respuesta

i 5 ! VORI L i F U

-, i"'.']\.\.:' 3 BCY ' 1

iy i it’ﬁ]” L‘r{{'l.f.(ll"li't'- entre 5,
. i

Figura 6 — Esquema de argumentacion empirico de los alumnos
Fuente: elaborado por los autores

Bolema, Rio Claro (SP), v. 35, n. 70, p. 664-689, ago. 2021 677



@ ® ISSN 1980-4415
E DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v35n70a06

En la Figura 7 los alumnos manifestaron un argumento del esquema de argumentacion
factico, que consistidé en describir una serie de pasos poco estructurados, sin detallar en qué
orden se aplico las herramientas del software, como fue que se realizé el acomodo y, por ende,
como se generd el teselado. Ademas, el lenguaje utilizado es informal y se da en términos del

uso de las herramientas de poligono, vector y traslacion del software GeoGebra.

Sialguien quisiera construir esta misma teselacion, ;Como se lo explicarias? Escribe detalladamente
la secuencia de pasos que realizaste para su construccion.

£ Mo eMad

¢ unad \wed onanal de Iviavpulo S
J J

Y U\"‘;i“v‘"b '\)h\\?U"'f"»'f'J un e }(J; Y| \\QL GG

U a0 fuwoes acoracdondo  Ymto  vellena ¥

Figura 7 — Esquema de argumentacion factico de los alumnos
Fuente: elaborado por los autores

En la Figura 8 los alumnos muestran el esquema de argumentacion analitica, aunque
no se detalla del por qué son los unicos poligonos que pueden teselar el plano. Se infiere que
el argumento se plantea a partir de una respuesta a una situacion previa a la de la Figura 8, la
cual corresponde con la siguiente cuestion: si construyeras un teselado regular y sumaras las
medidas de los dngulos que rodean a un solo vértice ;Cudl seria el valor de la suma? Justifica
tu respuesta. A lo que la pareja de alumnos responde: 360°, la suma de los angulos alrededor
formaria 360°. Aunque no se justifica correctamente, se deduce que la manipulacion y la
observacion juega un papel importante para reflexionar analiticamente en su proceso de
construccion de los teselados regulares, considerando el angulo formado en cada vértice; sin

embargo, la pareja no lo representd ostensivamente.

Si los poligonos tienen que ser regulares para poder teselar un plano, ;Por qué se puede hacer solamente
con triangulos equilateros, cuadrados y hexagonos? Explica lo mas que puedas.

5 olhgono s con oS
pPot gu* son o> un\os P " o Sy
= & / 3 N nqus ¥ o
Qee sus ongu oS o oe€)a oy

4 Cornon el pla we

Figura 8 — Esquema de argumentacion analitico de los alumnos
Fuente: elaborado por los autores

4.2 Tipificacion de argumentos de los alumnos

A continuacidén, se muestra los porcentajes correspondientes a la tipificacion de
argumentos asociados a los esquemas de argumentacion, en relacion con el analisis de los
argumentos proporcionadas por los alumnos sobre la tercera actividad. La Figura 9 representa

el total (224) de respuestas posibles asociadas a las catorce situaciones problemas, que debian
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responder las dieciséis parejas de alumnos, las cuales fueron analizadas y tipificadas mediante
los esquemas de argumentacion (empirico, factico, simbdlico y analitico). El 22% (49

situaciones) no mostraron argumento o respuesta por parte del alumno, asi que estas se

descartaron.
5%
8% 22% = Sin argumento
‘ = Empirico
2506 Factico
= Simbélico
= Analitico

40%

Figura 9 — Porcentaje correspondiente a los esquemas de argumentacion recurrentes por los alumnos
Fuente: elaborado por los autores

El 40% (89 respuestas) de argumentos se asociaron al esquema de argumentacion
empirica; es decir, la construccion del teselado o la representacion figural realizada por los
alumnos fungié el papel de argumento o justificacion, y no como apoyo al proceso de
argumentacion. El esquema de argumentacion factico se asocio a un 25% (56 respuestas) de los
argumentos de los alumnos. En este caso, ellos recurrieron a explicaciones sobre la aplicacion
de las herramientas del GeoGebra a manera de pasos secuenciales, algunos alumnos presentaron
poca organizacion logica del argumento.

El esquema simbolico se relacion6 con el 8% (dieciocho respuestas) de los argumentos
de los alumnos, los cuales evidenciaron conceptos matematicos poco claros y carentes de
sentido, mediante un lenguaje informal. El esquema analitico represent6 solo el 5% del total
(doce respuestas) de argumentos de los alumnos, en los cuales se realizd inferencia para
determinar que detras del argumento hubo un razonamiento 16gico-deductivo. Con base en el
analisis realizado en términos de los esquemas de argumentacion, se logré tipificar los
argumentos proporcionados por los alumnos descritos en los cuadros 1, 2 y 3, que permitid
mostrar las caracteristicas de cada argumento. En todos los cuadros, la primera columna
corresponde a la entrada de la situacion problema formulada a los alumnos; la segunda, al
analisis del argumento de los alumnos, la cual le llamamos salida, y la tercera indica el tipo de
esquema de argumentacion asignado a dicho anélisis.

En el Cuadro 1 se muestra el analisis de argumentos manifestados por los alumnos con
base en los esquemas de argumentacion, referente a las situaciones problema que abordan la
construccion del teselado regular utilizando triangulos equiléteros. La tipificacion presenta dos

situaciones sin argumento, tres esquemas de argumentacion empirica, un esquema de
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argumentacion simbolica y un esquema de argumentacion factico. De acuerdo con el analisis,

se describe el protocolo de construccion en el GeoGebra del teselado regular usando triangulos,

obtenido de la vista grafica del software realizado por una pareja de alumnos:

1.

Se tomo6 como referencia el eje de las abscisas para construir una serie de triangulos
equilateros, utilizando la herramienta de poligono regular.

Se ubico un vector sobre los tridngulos para después aplicar la herramienta de traslacion
geométrica sobre cada uno de los tridngulos. En este proceso, algunos triangulos se
sobreponen dejando al menos dos triangulos en una misma posicion.

Se coloco otro vector de menor tamafo y en posicion diagonal para trasladar cada uno
de los tridngulos hacia arriba aplicando la herramienta de traslacion geométrica.

Se utilizo el vector diagonal para trasladar tridangulos hacia arriba y otro vector horizontal
sobre los triangulos trasladados para seguir trasladando hacia la derecha, en algunos
casos estos se sobreponian.

Finalmente, se complet6 el teselado regular al colocar triangulos equildteros en las
regiones sin cubrir mediante la herramienta de poligono regular.

Aunque a simple vista la pareja de alumnos construyd un teselado regular, este se

deform¢ al aplicar la herramienta de arrastre sobre un vértice del triangulo original. Esto se

debio a que la ubicacion de algunos vectores de traslacion no siempre se colocd sobre el

tridngulo original, considerando que el teselado regular debiera cumplir con la propiedad de

arrastre; es decir, el teselado regular no dejara regiones sin cubrir ni se sobrepusieran los

poligonos. Dado que el arrastre es fundamental en el proceso de construccion de los teselados,

durante la implementacion, se hizo énfasis en que los alumnos verificaran esta propiedad en sus

construcciones. Aunque, pocos alumnos verificaron que el teselado regular no se deformara.

Entrada (situacion problema)

Salida (argumento de alumnos)

Esquema de
argumentacion

Se les proporciona poligonos regulares,

Los alumnos afirman que para el triangulo

tendrias que mover
regulares para cubrir
Justifica tu respuesta.

los poligonos
la pantalla?

donde la consigna es cuales de ellos | equilatero, cuadrado, pentagono y hexagono no Empirico
pueden formar un teselado y por qué | quedan espacios al unir y formar un teselado.
forman un teselado. Para el heptagono, octagono y enedgono los
poligonos se sobreponen. Se evidencian
argumentos basados en percepciones visuales.
Si tuvieras que teselar una parte del | Los alumnos formulan una conjetura en la que
plano usando el GeoGebra ;como | la simetria axial pasaria los poligonos a otro Simbélico

plano. Esta conjetura carece de argumento pues
no se detalla como se formaria el teselado
pasando los poligonos a otro plano.
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Utiliza las trasformaciones geométricas
para construir un teselado en el
GeoGebra con tridngulos equilateros.
Posteriormente, guarda el archivo de la
siguiente manera: teselado3_apellido

Los alumnos construyen el teselado de
triangulos  equilateros usando  traslacion
geométrica; sin embargo, al momento de
colocar los vectores para ir trasladando el
objeto, se pierde el orden y esto provoca que
algunos tridngulos queden sobrepuestos.
Ademas, si se mueve algin punto del tridngulo
original se deforma el teselado.

Er‘n_pAirico 3

Si mueves el punto A o B del tridngulo
equilatero original con la herramienta
k. ¢sigue siendo un teselado? Justifica

tu respuesta.

Los alumnos justifican que Unicamente se
requiere que las teselas sean iguales para
seguir encajando entre si.

Empirico

Si alguien quisiera construir esta misma
teselacion, ¢(cdmo se lo explicarias?

El argumento del alumno se basa en describir
en términos de las herramientas del software;

Factico

Escribe detalladamente la secuencia de | es decir, se describen pasos a modo de
pasos que realizaste para su | algoritmo utilizando lenguaje asociado a las
construccidn. herramientas del software.

Cuadro 1 — Tipificacion de argumentos de los alumnos asociados a esquemas de argumentacion

Fuente: elaborado por los autores

El Cuadro 2 corresponde al andlisis de la construccion del teselado regular, utilizando
cuadrados. Los argumentos de esta pareja de alumnos evidenciaron dos esquemas de
argumentacion empirica y un esquema de argumentacion analitica. Estos argumentos parten de
la percepcion visual y terminan con procedimientos deductivos, aplicando la herramienta de
simetria axial. De acuerdo con el analisis del protocolo de construccion del teselado, utilizando
cuadrados de la misma pareja de alumnos en el GeoGebra, a continuacion, se describe dicho
protocolo obtenido de la vista grafica del software:

1. Se construyo la union de dos filas de seis cuadrados mediante la herramienta de poligono
regular tomando como referencia el eje de las abscisas y las ordenadas.

2. Se gener¢ el teselado hacia arriba y hacia la derecha mediante la aplicacion de la simetria
axial para cada uno de los cuadrados generados por dicha transformacion. A simple vista,
el teselado regular cumplia con su definicion, aunque cuando se aplico el arrastre este
se deformo en dos regiones, sobreponiéndose entre ellos.

3. Se genero el teselado hacia la derecha, utilizando cuadrados que fueron generados por la
simetria axial, esta transformacion se aplicé repetidas veces para ampliar el teselado.

4. Posteriormente, se construyd una recta horizontal sobre todo el teselado, la cual fungio
como eje de simetria y se prosigui6 aplicando simetria axial hasta ampliar el teselado
hacia arriba. Finalmente, a simple vista se formo un teselado usando cuadrados, aunque

se deformo6 cuando se aplico la prueba de arrastre sobre el cuadrado original.
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Ot

En la construccion de este teselado, los cuadrados se sobreponian y se deformaba en
seis rectdngulos formados por cuadrados; es decir, no cumplia con las caracteristicas del
teselado regular. Sin embargo, la construccion muestra un razonamiento deductivo sobre el
como los cuadrados fueron acoplandose, mediante la aplicacion de la herramienta de simetria
axial e identificando el eje de simetria sobre alguno de los cuadrados originales. Los alumnos
evidencian la practica experimental y la visualizacion de los objetos geométricos para generar
el teselado regular, aunque este no cumpliera con la caracteristica del arrastre; es decir, que no

se deformara el teselado cuando se moviera algin punto del poligono original construido.

Entrada (situacion problema) Salida (argumento de alumnos) Esquema de
argumentacion
Utiliza las  trasformaciones | Los alumnos muestran en su construccion Empirico

geométricas para construir un
teselado en el GeoGebra con
cuadrados. Posteriormente guarda
el archivo de la siguiente manera:
teselado4_apellido

que, para efectos visuales, esta forma un
teselado. Sin embargo, se observa que
algunos cuadrados estan sobrepuestos.

Si mueves el puntoA o B del | El argumento de los alumnos se basa en la

explicarias? Escribe
detalladamente la secuencia de
pasos que realizaste para su

construccion.

construccion del teselado de cuadrados, ya
que se recurre a la aplicacién de la simetria
axial. Sin embargo, no cumple con las
caracteristicas de un teselado regular.

cuadrado  original con la | percepcion visual, ya que para ellos es Empirico
herramienta “. ¢Sigue siendo un | Suficiente que las figuras se acoplen, sin
teselado? Justifica tu respuesta. tomar en cuenta que algunos cuadrados se
sobreponen y que el teselado se deforma al
mover algun punto del cuadrado original.
Si alguien quisiera construir esta | Los alumnos evidencian un argumento sobre
misma teselacion ¢como se lo | un procedimiento deductivo sobre la Analitico

Cuadro 2 — Tipificacion de argumentos de los alumnos asociados a esquemas de argumentacion
Fuente: elaborado por los autores

En el Cuadro 3, se muestra el analisis de argumentos de la pareja de alumnos en relacion
con la construccion del teselado, utilizando hexagonos regulares. A partir de esta construccion,
se obtuvo un protocolo de construccion, donde se aplicod la herramienta de poligono regular
para construir hexagonos regulares, después, unieron los hexagonos utilizando inicamente esta
herramienta para construir el teselado regular, el cual aparentemente lo es; sin embargo, solo se
enfocan en utilizar la herramienta de poligono regular y ubicar los demas hexagonos regulares
sobre los lados del primer hexagono, en esta construccion se omite que algunos hexagonos se
sobreponen. Asi, se evidencia un proceso argumentativo basado en esquemas empiricos, pues,
aunque el teselado no se deforma, el interés por aplicar alguna herramienta de transformacion
isométrica es nula. Ademds, existe incongruencia en la explicacion con respecto a la
construccion. Finalmente, en la ultima consigna se reflexiona sobre las herramientas usadas y

el angulo que tienen que hacer coincidir para formar teselados regulares.
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Ot

Entrada (situacion problema)

Salida (argumento de alumnos)

Esquema de
argumentacion

Utiliza las trasformaciones | La construccién realizada por los alumnos se Empirico
geométricas para construir un | basd en unir hexagonos, de manera que la
teselado en el GeoGebra con | figura no se deforma, pero se sobreponen ol - A
hexagonos regulares. | algunos hexagonos. Sin embargo, no se aplica Sl :‘f { <
Posteriormente, guarda el archivo de | ninguna herramienta de transformacion b 2 o i
la siguiente manera: | isométrica del software.
teselado6_apellido
Si mueves el puntoA o B del | El argumento proporcionado por los alumnos
hexagono  original ~ con la | es perceptual visual, pues para ellos es Empirico
herramienta *. ¢sigue siendo un | suficiente observar una figura que representa la
teselado? Justifica tu respuesta. union de varios hexagonos.
Si alguien quisiera construir esta | Los alumnos se enfocan en formar primero el
misma teselacion ;cémo se lo | hexagono y construyen una linea continua de Simbodlico
explicarias? Escribe detalladamente | estas, para después utilizar un vector y
la secuencia de pasos que realizaste | coincidirlas. EIl procedimiento hace el recuento
para su construccion. de las herramientas que se aplicaron. Sin

embargo, la explicacién es ambigua.
Si los poligonos tienen que ser | El argumento de los alumnos se da a partir de
regulares para poder teselar unplano | la  observacion y reflexion sobre Ila Analitico

¢(Por qué podemos  hacerlo
solamente con triangulos
equilateros, cuadrados y hexagonos?
Explica lo mas que puedas.

construccion de teselados regulares, tomando
en cuenta lo previo. El argumento esta
relacionado con la unién de angulos para no
dejar regiones sin cubrir entre los poligonos.

Cuadro 3 — Tipificacion de argumentos de los alumnos asociados a esquemas de argumentacion
Fuente: elaborado por los autores

En términos generales, los argumentos de los alumnos no mostraron relacion con los
conceptos de las transformaciones isométricas, asi como tampoco se aplicd un adecuado uso de
las herramientas correspondientes a dichos conceptos en el GeoGebra, en relacion con la
construccion de los teselados regulares. Algunos alumnos tinicamente colocaron la union de los
poligonos regulares (tridngulo equilatero, cuadrado o hexdgono regular) o los comandos copiar
vy pegar la misma figura, aplicando las teclas Ctrl + C y Ctrl + V lo cual, aunque, son comandos
generales de un sistema operativo y el GeoGebra lo permite, no es util en este software para
una adecuada construccion ni argumento valido de las situaciones propuestas, ya que al aplicar
la herramienta de arrastre el teselado se deforma y deja regiones sin cubrir entre los poligonos.

A pesar de que se promovio, en mayor medida, el esquema de argumentacion analitico,
en términos de representaciones geométricas mediante la aplicacion de comandos en el
GeoGebra, detras de estos existia un razonamiento logico-deductivo que los alumnos no
llegaron a desarrollar. Por ejemplo, al deducir que en cualquier vértice de los teselados su
angulo debe ser 360° y que unicamente los poligonos que conforman un teselado regular son
cuadrados, triangulos equildteros y hexagonos regulares, por tener angulos interiores divisores
de 360°, la mayoria de los alumnos no lo desarrollé.

Cabe destacar que solo una pareja de alumnos hizo uso de esta propiedad para referirse
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que, dichos poligonos son los tnicos que forman un teselado regular. Asi, cuando se les solicitd
a los alumnos que argumentaran, al pedirles que expliquen o justifiquen sus construcciones, los
esquemas empiricos fueron los mas utilizados por ellos, ya que sus argumentos no tomaron en
cuenta las transformaciones isométricas; ademas, ellos reflexionaron poco o casi nada sobre si

sus construcciones correspondian a la definicion de teselado regular.

4.3 Configuracion cognitiva asociada a los argumentos de los alumnos. Un caso

Se considera la configuracion cognitiva relativa a los argumentos de los alumnos, es
decir, sus significados personales sobre la practica argumentativa que realizan al enfrentarse a
una tarea o situacién problema. La Figura 10 representa la configuracion cognitiva emergente
del sistema de practicas de una pareja de alumnos, por lo que se ha descrito los objetos
matematicos incluidos y las herramientas utilizadas del software GeoGebra como parte de la

integracion a sus significados personales.

Situaciones de construccion de teselados regulares en el GeoGebra, aplicando
las transformaciones isométricas (traslacién, rotacion, reflexién o simetria
axial) y hexagonos, cuadrados y tridangulos equilateros. Las situaciones
requieren explicaciones, justificaciones y argumentos en relacién con los

Elementos procedimientos realizados, asi como la validacion del teselado mediante la
lingisticos: herramienta de arrastre.
Verbal: lenguaje W m
informal Definiciones/conceptos: Emergentes:
(i fare: Previas: Construccion de teselados regulares
Gra 1C0-S0 ;re. Poligonos regulares Simetria axial
tcezzslgtlijgslfsgngo Angulos interiores de un poligono Traslacion
Herramienta de . Vggtor 12 Ap gulos
. Tridngulo equilatero, cuadrado vy | Linea recta

p°"9°T‘9 regglar, , hexagono
tra_sllamon y simetria Transformaciones isométricas
axial y recta. Propiedades/proposiciones:

K o < La suma de los angulos en cada vértice del teselado es un angulo de 360°.

— Procedimientos:

. Emergentes (matematicos):

Regulan El calculo sobre la suma de angulos a su alrededor forma 360°.
Grafico/geométrico el uso La construccion de teselado regular mediante la aplicacion de poligonos
Representacion de regulares, simetria axial y traslacion.
hexagono regular, Emergentes (software): ] 3
cuadrado y Aplicacion de herramientas de poligono regular, vector de traslacion y
triangulos traslacion geometrica para la construccion del teselado, utilizando triangulos
equilateros. equilateros. _ _ _
Construccion de Aplicacion de herramientas de poligono regular, linea recta, simetria axial para
teselado regular con la construccion del teselado, utilizando cuadrados. _
poligonos Aplicacion de la herramienta de poligono regular Gnicamente para la union de
sobrepuestos. hexagonos regulares que conformaron el teselado hexagonal.
Argumentos:
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Los alumnos recurrieron al uso de esquema de argumentacion empirica, dado
a la exploracion e implementacion de las herramientas de forma empirica,
donde la construccion hecha fungié como argumento en la construccion de los
teselados regulares.

Los alumnos manifestaron un esquema de argumentacion analitica al razonar
deductivamente cémo ubicar los vectores de traslacion sobre la construccion
del teselado triangular.

El poco manejo de términos de las herramientas de construccion del GeoGebra
de los alumnos evidencié esquemas de argumentacion simbélica, dado que las
explicaciones y justificaciones fueron limitadas y poco coherentes.

Figura 10 — Configuracion cognitiva de una pareja de alumnos sobre la construccion de teselados regulares
Fuente: elaborado por los autores

Por otra parte, al comparar la configuracion epistémica de los objetos matematicos con
la configuracién cognitiva de los alumnos, se observo que el uso del lenguaje matematico de
los alumnos fue limitado, recurriendo, principalmente, a un lenguaje informal, donde no
siempre es claro los significados del alumno referente al objeto matematico. En relacién con
los conceptos previos coincidieron tanto en la configuracion epistémica como en la
configuracién cognitiva, mientras que en los emergentes se destacan la traslacion y simetria
axial en el proceso de construccion de los teselados.

Referente a las propiedades, la pareja de alumnos solo recurre a la suma de los &ngulos
en cada vértice del teselado debe ser 360°. Esta propiedad emerge cuando los alumnos realizan
la construccion del teselado, aplicando la traslacion y simetria axial, esto como parte de sus
procedimientos en el software GeoGebra. Aunque, sus argumentos o explicaciones carecen de
coherencia en relacion con las construcciones presentadas en el software, estos manifestaron
poca organizacion de ideas. La mayoria de estos se describen en términos del uso de las
herramientas del GeoGebra, pues cuando se pedia explicaciones a detalle de los pasos seguidos
para generar la construccion del teselado regular no se explicitd el como fue que se aplicaron

las herramientas del GeoGebra.

5 Discusion y reflexiones finales

Aunque los resultados presentados corresponden a la tercera actividad de las cinco
propuestas en un estudio mas amplio, estos son importantes porque permiten tipificar los
argumentos manifestados por los alumnos y evidencian como las herramientas de la geometria
dindmica forman parte de estos argumentos. Esta actividad fue elegida por tener mayor cantidad
de argumentos y uso del software GeoGebra. De acuerdo con la tipificacion de argumentos, en
los que fueron utiles las herramientas del EOS y los esquemas de argumentacion, fue posible

identificar argumentos recurrentes por los alumnos, principalmente, esquemas de
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argumentacion empiricos, ya que estos argumentos se basan en descripciones sobre
percepciones visuales de los objetos geométricos, tales como: la construccion de poligonos en
una linea recta, la simetria axial para pasarlos a otro plano, haciendo notar la inexperiencia del
uso las herramientas del GeoGebra y evidenciando construcciones por el método de prueba y
error.

Por otra parte, las configuraciones ontosemidticas permitieron articular y comparar los
objetos matematicos de referencia con los emergentes en la practica argumentativa de los
alumnos, asi como analizar a priori la secuencia de actividades de este estudio. Los resultados
coinciden con los expuestos en Flores (2007), aunque estos se hayan trabajado con profesores
de bachillerato y, en este estudio, con un grupo de alumnos de bachillerato. Ademas, aunque
las actividades disefiadas estan relacionadas, es necesario replantear algunas situaciones que
guien a los alumnos al planteamiento de conjeturas y justificaciones en pro de la mejora del
desarrollo del proceso de argumentacion.

De acuerdo con el supuesto hipotético de este estudio, se comprueba, por una parte, que
las tareas matematicas que integran geometria dinamica promueven, en gran medida, la
argumentacion: sin embargo, el argumento no necesariamente es correcto o valido. Ademas,
los alumnos no siempre mostraron un razonamiento deductivo en aquellas situaciones donde
fue promovido, por el contrario, hubo discrepancia entre el significado personal de los alumnos
y el significado referencial, como se observa en la configuracion cognitiva y epistémica,
respectivamente. Por tanto, no hubo un proceso de significacion del contenido matematico
(transformaciones isométricas) en relacion con el uso de las herramientas del software.

En concordancia con Mariotti (2000), la representacion y la aplicacion de comandos
externos del software dinamico estan ligadas a procesos internos que organizan y controlan el
pensamiento geomeétrico al producir conjeturas o demostraciones. Sin embargo, aunque hubo
un esfuerzo de los alumnos para aprender a usar las herramientas del software referente a las
transformaciones isométricas, en direccion a aplicarlas adecuadamente, se perdia de vista que
el teselado debiera cumplir con propiedades (arrastre). En este sentido, en un proceso de
construccion geométrica que involucra el uso de un software de geometria dindmica, la
visualizacion de objetos matematicos juega un papel relevante para el desarrollo del proceso de
argumentacion y, por ende, la construccion del significado, aunque, no es suficiente para que
el alumno razone de manera deductiva y justifique un argumento véalido.

Lo anterior requiere de un significado de los objetos matematicos donde el alumno sea
capaz de representar, aplicar y asociar herramientas digitales. Aunque este estudio desarrolla

una secuencia de actividades, los alumnos no encontraron relacion entre ellas, ya que no
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consideraban los conocimientos previos para seguir avanzando en su resolucién. En este

sentido, se identificaron conflictos cognitivos cuando el alumno realizé la construccién de
teselados regulares, pues, aunque algunos argumentos describian un procedimiento de
construccion, escasamente explicito, este no era consistente con el protocolo de construccién.
Por tanto, en términos del EOS, el proceso de significacion en relacién con el objeto matematico
de las transformaciones isométricas no fue desarrollado ostensivamente en el proceso de
argumentacion del alumno.

Finalmente, este estudio permite tener referencia de los tipos de argumentos a los que
recurren los alumnos cuando resuelven situaciones en el contexto geométrico, mediante la
aplicacion de la geometria dindmica. Esto da pauta para crear una trayectoria que guie al alumno
a pasar de esquemas de argumentacion no analiticos a esquemas analiticos. En este sentido, el
disefio de tareas es relevante para encaminar al alumno tanto en el proceso de argumentacion
como a la relacion estrecha entre los argumentos y el significado implicado en un proceso de

construccion geométrica cuando se utiliza un software de geometria dinamica.
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