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Resumo

O presente artigo exp0e o recorte de uma pesquisa de doutorado em andamento que
investiga a construcdo de conceitos matematicos por estudantes do ensino médio em
uma escola técnica federal. Adota-se como proposta metodoldgica a Engenharia
Didatica de M. Artigue na conducéo e realizacdo das atividades. Analisa-se a producao
dos estudantes a luz da teoria da abstracdo reflexionante de J. Piaget. Mostra-se a
titulo de conclusdo parcial do experimento na presente pesquisa que 0 uso das
tecnologias digitais oportunizou aos sujeitos envolvidos o desenvolvimento e
manutencdo de formas de pensamento as quais foi possivel que cada um construisse e
desenvolvesse 0s seus préprios significados para os conceitos mateméticos abordados.
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Abstract

This article exposes the clipping of a doctoral research in progress investigating the
construction of mathematical concepts by high school students in a federal technical
school. Is adopted as proposed methodology Didactic Engineering M. Artigue in
conducting and carrying out of activities. It analyzes the production of students in the
light of the theory of reflective abstraction of J. Piaget. It is shown as partial completion
of the experiment in this study that the use of digital technologies provided an
opportunity to the subjects involved the development and maintenance of forms of
thought which it was possible that each build and develop their own meanings for the
addressed mathematical concepts.
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Introducéo

Os desafios cotidianamente impostos pela vida adulta em sociedade e a conduta
dos sujeitos inseridos nos mais diversos contextos sociais possibilitam tornar a escola
um laboratorio de reflexdo e desenvolvimento dos mais variados tipos de sujeitos, onde
ap6s determinado ciclo escolar* encerrado estes sujeitos também estardo inseridos na
sociedade. A complexidade da atual sociedade exige que cada vez mais 0s sujeitos
sejam capazes de posicionar-se e refletir sobre os aspectos exigidos na vida em
sociedade. Com isso, acredita-se que a vida escolar consiste em um importante processo
de constituicdo e desenvolvimento do sujeito, uma vez que importantes contribuicdes
desta etapa de construgdo sdo necessarias no futuro, no que se refere a vida em
sociedade.

Quanto aos conceitos matematicos abordados na escola, acredita-se que sua
apresentacdo aos estudantes de forma isolada e sem relagdo com os demais, acaba por
tornar a matematica uma ciéncia isolada e sem sentido, muitas vezes desvinculada com
0s aspectos da realidade que cerca o sujeito. Entende-se que sejam necessarios e
suficientes a acdo e o trabalho cognitivo sobre os objetos do conhecimento em estudo,
0s quais possibilitam aos estudantes a evolucdo, compreensao e constru¢do dos mais
diversos conceitos presentes na matematica escolar.

Com isso, nota-se que a possibilidade de explorar matematicamente alguns
fendmenos presentes na realidade por intermédio da modelagem matematica constitui
um cenario em potencial para o desenvolvimento e aprimoramento do pensamento
hipotético e abstrato, caracterizado pela criacdo, validacdo/refutacdo, reformulacdo de
hipoteses pelo sujeito envolvido com a proposta. O uso das tecnologias digitais emerge
como uma possibilidade de o sujeito agir sobre o objeto do conhecimento, tornando
possivel o estabelecimento de relagcbes que permitam a construcdo e apropriagdo de
conceitos matematicos.

A0 propor aos estudantes a investigacao sobre situacfes-problema presentes na
realidade, acredita-se que o estudo da matemaética na escola desempenhara uma funcao
importante: o estimulo ao exercicio da reflexdo por parte do sujeito. Entende-se que a
construcdo de relacBes que possam explicar fenbmenos e prever o funcionamento das

mais diversas situagdes de forma idealizada, estimula consideravelmente o

“Entende-se ciclo escolar como todo o periodo de permanéncia do sujeito vinculado ao sistema escolar
vigente.
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desenvolvimento cognitivo dos sujeitos. Uma das hipoteses da presente pesquisa de
doutorado em andamento é que o processo da criacdo, verificagdo e aperfeicoamento
das relacbes matematicas fazendo-se uso da tecnologia constitui um importante
exercicio para o sujeito, capaz de promover sua autonomia e também o melhoramento
na sua capacidade de tomada de decisdes.

A teoria da abstracéo reflexionante proposta por Piaget (1977) constitui nesta
pesquisa uma ferramenta importante, necessaria e suficiente, para analisar a evolucgéo
dos sujeitos envolvidos com a proposta. Por meio dessa teoria, considera-se ser possivel
inferir que a construcdo do conhecimento matematico é resultado de sucessivos e
graduais micro-avancos do sujeito durante a sua agdo sobre o objeto em estudo. A
metodologia de trabalho adotada na presente pesquisa é fundamentada nas concepcdes
da Engenharia Didatica, segundo a proposta de Artigue (1996), a qual constitui uma
importante fonte de conhecimentos e reflexdo para o professor envolvido no exercicio
da pratica docente.

A intencdo do presente texto é apresentar e discutir alguns resultados parciais de
um experimento didatico (fase 2, de um total de 3) de uma pesquisa de doutorado a qual
considera que a construcdo do conhecimento matematico seja o resultado da possivel
combinacdo dos fatores: (1) evolucdo da atividade cognitiva do sujeito, manifestada
pelo aperfeicoamento no processo da abstracdo; (2) aperfeicoamento da acdo do sujeito
sobre os objetos; (3) uso da tecnologia como parceira no estabelecimento de relacdes
entre o sujeito e 0 objeto do conhecimento, potencializando a analise, interpretacédo e

construcdo de modelos matematicos com o auxilio do computador.

Modelagem, Ensino da Matematica e Tecnologias Digitais

Discute-se na presente secdo alguns aspectos da modelagem matematica em
relacdo ao ensino de matematica. Mais especificamente, quais as possiveis contribuigdes
na incorporagdo dessa proposta de trabalho na qualificacdo da aprendizagem dos
sujeitos envolvidos. Argumenta-se que este processo envolva uma aprendizagem
maltipla, na qual professor e estudantes envolvidos aprendem através do
estabelecimento e manutencdo de relagdes provenientes de suas agdes e coordenacoes

de acOes sobre os objetos em estudo. Tratamos também de apresentar e refletir sobre

Educ. Matem. Pesq., S&o Paulo, v.18, n.1, pp. 421-446, 2016 423



alguns estudos realizados e que contribuam para a discussdo envolvendo o uso das
tecnologias digitais no ensino da matematica.

Inicialmente, Meyer et al (2011) afirmam que:

A maioria das pessoas ndo consegue relacionar a Matematica nem
com as outras ciéncias e muito menos com situagbes de seus
cotidianos, porque foi criado um universo a parte, ou seja, para elas, a
Matematica ndo estd presente em outros contextos. Na Modelagem,
esse sistema tem de ser mudado. N&o se deve mais assistir aos objetos
matematicos, mas manipulé-los, porque rompemos com a concepgao
de que o professor ensina e passamos a acreditar na ideia de que o
conhecimento ndo estd somente nem no sujeito nem no objeto, mas na
sua interacdo. Passamos de objetos que o professor ensina para objetos
gue o aluno aprende. (MEYER et al, 2011, p.24)

Nota-se nessa citacdo uma necessidade de compreensdo das relagcbes entre
objetos e sujeitos. Ao mesmo tempo em que a matematica € desenvolvida por diversos
sujeitos, inseridos em determinado contexto de sociedade, verifica-se certo
desconhecimento sobre a importancia que a ciéncia matematica possui para o avango e
desenvolvimento da sociedade.

A realidade e seus complexos fendbmenos que nos rodeiam fazem com que a
matematica seja uma ferramenta, ou ainda, um recurso para que seja possivel
aproximar-se cada vez mais dos objetos da realidade. Um dos modos de realizar essa
aproximacdo seria assumir uma possivel representacdo da realidade através da
modelagem matematica.

Ao mesmo tempo em que avanca 0 desenvolvimento da matematica, a
modelagem matematica busca, através do estabelecimento e manutencdo de relacBes
estabelecidas entre 0s sujeitos e 0s objetos do conhecimento, empenhar-se na tentativa
de compreender a realidade. A tentativa de criar relacdes e expressar em termos de
equacdes os mais diversos fendmenos faz da modelagem matemaética uma proposta
investigativa, baseada principalmente na elaboracdo, verificacdo e validacdo de
possiveis hipoteses por parte do sujeito.

Skovsmose (2007) apresenta trés aspectos que, intimamente interligados, tém
grande importancia na compreensdo da realidade por meio da matematica. Mais
especificamente, o autor afirma que a matematica contribui para o melhoramento dos
modelos matematicos e assim, possa contribuir para a compreensdo dos fendmenos da

realidade.

424 Educ. Matem. Pesq., S&o Paulo, v.18, n.1, pp. 421-446, 2016



A matemaética fornece a possibilidade para raciocinio hipotético (grifo
do autor), pelo que eu me refiro a analise de conseqiiéncias de um
cenario imaginario. Por meio da matematica parecemos aptos a
investigar detalhes particulares de um projeto ainda ndo realizado.
Assim a matematica constitui um instrumento importante para levar
adiante o experimento mental detalhado. (SKOVSMOSE, 2007,
p.124)

Por meio da matematica é possivel investigar detalhes particulares de
uma situacdo hipotética, embora a matematica também cause severas
limitagBes para tal raciocinio hipotético (grifo do autor). Qualquer
projeto tecnol6gico tem implicacBes ndo identificadas pelo raciocinio
hipotético. Esse é um problema basico relacionado a qualquer tipo de
investigacéo de contrafatos baseada matematicamente.
(SKOVSMOSE, 2007, p.125)

(...) Isso nos leva a um terceiro aspecto da matematica em acgdo. Este
aspecto concerne a compreensdo: a matematica embasa a modulacao
e constituicdo de uma ampla variedade de fenémenos sociais e, desse
modo, ela se torna parte da realidade (grifo do autor). Vivemos em
um ambiente que integra uma realidade virtual fundamentada no
modelo a uma realidade j& construida em uma mistura formidavel.
(SKOVSMOSE, 2007, p.127)

Percebe-se que os argumentos apresentados anteriormente sobre matematica em
acao reforcam nossa concepcdo sobre a importancia e contribuicdo que os sujeitos
possuem no desenvolvimento dos conceitos. Nota-se que a ciéncia matematica possuli
destaque na compreensdo e modelagem dos fendmenos, uma vez que por intermédio
dela seja possivel aumentar nosso entendimento sobre os objetos do conhecimento e
fendmenos da realidade.

O estudo de fendmenos da realidade fazendo uso da matematica e de recursos
tecnoldgicos constitui um aspecto importante na formacdo de todos o0s sujeitos
envolvidos. Para tal, fundamentamos nossas ideias em Almeida et al (2012),
Biembengut e Hein (2011), Allevato (2005), Borssoi (2013), Malheiros (2004), Soares
(2012), Araujo (2002) e Soistak (2010).

Biembengut e Hein (2011) consideram que:

O modelo é uma imagem que se forma na mente, no momento em que
0 espirito racional busca compreender e expressar de forma intuitiva
uma sensacdo, procurando relaciond-la com algo ja conhecido,
efetuando dedugdes. Tanto que a no¢do de modelo esta presente em
quase todas as areas: Arte, Moda, Arquitetura, Historia, Economia,
Literatura, Matematica. Alias, a histéria da ciéncia € testemunha
disso! O objetivo de um modelo pode ser explicativo, pedagdgico,
heuristico, diretivo, de previsdo, dentre outros. (BIEMBENGUT,
HEIN, 2011, p.11)

Logo, atraves da percepcéo, € possivel constatarmos que o sujeito se baseia na

construgdo de modelos para aumentar a sua compreensdo sobre determinado tema. E
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importante destacar que as limitacbes de cada sujeito fazem com que os modelos
construidos também sejam de complexidade gradual. Dependendo da complexidade dos
fendmenos investigados, a abordagem pode ndo ser de facil assimilacdo pelos sujeitos,
tornando a investigacdo e previsdes sobre o fenbmeno investigado incapaz de ser
realizado.

Acredita-se que uma prética envolvendo o uso da modelagem matemaética
constitua uma potencial fonte de construcdo de conceitos matematicos pelos sujeitos.
Sobre o uso de modelos matematicos e suas contribui¢des para o processo de formacéo,

Biembengut e Hein (2011) disserta que:

Ao participar de um trabalho com modelagem ou modelacéo, no qual
0 contelido ndo ¢ dissociado da realidade, pois ha conexdo entre o que
se aprendeu e o gue se executou, acreditamos que alunos e professores
tornar-se-80 mais entusiastas com a possibilidade de transformar a
escola, ainda que de forma lenta e gradual, para que ela venha a
exercer o papel que Ihe cabe na preparagdo do individuo para atuar no
meio circundante. (BIEMBENGUT E HEIN, 2011, p.125)

No que se refere ao uso das tecnologias digitais, em especial a informatica, em
investigacBes envolvendo modelagem matematica, Almeida et al (2012) destaca como

justificativas plausiveis:

a) possibilita lidar com situagGes-problema mais complexas e fazer
uso de dados reais, ainda que estes sejam em grande quantidade ou
assumam valores muito grandes;

b) permite que a maior parte dos esfor¢os se concentre nas agdes
cognitivas associadas ao desenvolvimento da atividade de modelagem,
considerando que a realizacdo de calculos, aproximacgdes e
representacdes graficas € mediada pelo uso do computador;

c) possibilita lidar com situagdes-problema por meio de simulagdes
numéricas ou graficas, variando a parametros nas representacdes
graficas e (ou) algébricas. (ALMEIDA et al, 2012, p.32)

Em sua pesquisa de doutorado, Allevato (2005) tentou compreender de que
forma os estudantes estabeleciam possiveis relacdes a partir de acdes feitas na sala de
aula tradicional, usando lapis e papel, em comparacdo as acOes desenvolvidas no
laboratorio de informatica, durante a resolucdo de problemas que envolviam o assunto
funcbes. A autora afirma que a forma de construir conhecimento em um ambiente que
se faca uso do computador seja qualitativamente diferente de um ambiente que apenas
faca uso de lapis e papel. E oportunizado aos estudantes desenvolver novas formas de
pensamento, baseado em acles que envolvam simulagdo, experimentagdo e

visualizacao.
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Durante a investigacao, a autora constatou que apesar dos problemas propostos
ndo serem distintos dos usados em aulas que valorizavam apenas o uso de lapis e papel,
a importancia de seu estudo estava em verificar as estratégias e caminhos escolhidos
pelos estudantes para superar os desafios impostos pelos problemas em estudo. Isto, nas
palavras da autora, influenciou todos os envolvidos no processo: o professor e 0s
estudantes. Ao direcionar o olhar para as contribuices que o uso das tecnologias
proporcionou para a execugdo da pesquisa, a autora afirma que o professor que faz uso
deste tipo de recuso deve refletir sobre a qualidade da producdo matematica dos seus
estudantes, o qual deve valorizar as formas e estratégia utilizadas pelos sujeitos na
elaboracdo das solugdes.

Na tentativa de identificar e compreender possiveis relagBes entre o uso das
tecnologias digitais e a aprendizagem dos sujeitos envolvidos, Borssoi (2013) em sua
pesquisa de doutorado investigou como, a partir do uso de atividades que fazem uso da
Modelagem Matematica e recursos tecnoldgicos, os estudantes podem desenvolver uma
aprendizagem significativa® sobre o assunto que esta sendo proposto. Borssoi (2013,
p.172) apresenta na forma de itens contribuices sobre o uso das tecnologias digitais no
desenvolvimento de atividades de modelagem matematica proposta a estudantes:

e As atividades sdo pensadas de modo a avancar gradativamente em grau de
dificuldade, permitindo ao aluno que novos conhecimentos sejam integrados a
estrutura cognitiva a partir de conhecimentos prévios identificados, a medida do
possivel, pelo professor;

e Atribuem maior responsabilidade ao aluno, em relagéo a ambientes convencionais de
ensino;

e Promovem o trabalho colaborativo, quando os alunos passam a pensar juntos (grifo da
autora) com os pares, com o professor, com a tecnologia;

e Motivam o aluno a mobilizar a tecnologia como parceira intelectual;

e Proporcionam a avaliacdo formativa do aluno ao longo da unidade de ensino;

A andlise dos itens acima mostra que na pesquisa de Borssoi (2013) o uso das
tecnologias digitais fez-se presente ao longo de processos envolvendo ensino e

aprendizagem. Tais processos implicaram na transformacdo de todos os sujeitos

SA autora constrdi o problema de pesquisa a partir das ideias de Moreira (2011), o qual define UEPS —
Unidade de Ensino Potencialmente Significativa. Uma UEPS é uma sequéncia didatica fundamentadas
em teorias de aprendizagem, mais precisamente na teoria da aprendizagem significativa de Ausubel. A
hipotese, nesta teoria é que ndo ha ensino sem aprendizagem e de que 0 ensino é 0 meio e a aprendizagem
éofim.
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envolvidos, tanto professor quanto estudante, sendo a tecnologia um meio de ligagédo
entre 0 ensino e a aprendizagem. A autora ainda contribui com algumas reflexdes sobre
a eficécia no uso das tecnologias em sala de aula, constatando que ndo seja apenas
fazendo o uso e sim a forma de encaminhamento metodologico proposta pelo professor
é que pode resultar em beneficios no processo de construcdo e aprendizagem dos
conceitos e ideias.

A partir de um olhar que deve ser feito sobre a eficacia no uso das tecnologias
em sala de aula, convergindo sobre o potencial da aprendizagem mediado por
tecnologias digitais no ensino, as pesquisas de Malheiros (2004), Soares (2012) e
Araljo (2002) contribuem na presente discussdo. As trés pesquisas mostram que 0 uso
das tecnologias digitais durante o encaminhamento pedagdgico do professor permitiu
que os estudantes fossem desafiados das mais diversificadas formas ao longo do
processo de trabalho com modelagem matematica, contribuindo para uma aprendizagem
qualitativamente mais eficiente. Nas palavras de Malheiros (2004), em atividades que
envolvam modelagem e tecnologias digitais o professor instiga e desafia os estudantes a
investigacdo sobre os mais diversos fenémenos observados, gerando assim um proficuo
envolvimento com a proposta.

Quanto ao uso de software para a investigacdo e analise de modelos, por
estudantes de biologia na disciplina de célculo, Soares (2012), em sua pesquisa de
doutorado, propde um olhar sobre como a tecnologia interliga e possibilita aos sujeitos
estabelecer relagdes com o mundo externo, com 0s aspectos inerentes a realidade. A
autora infere que, ao utilizar as tecnologias no intuito de oportunizar aos estudantes uma
aproximacdo com situac@es da realidade por intermédio da analise de modelos, esta-se
oportunizando também uma aproximacao positiva em relacdo a matematica.

Soares (2012) acredita que o software, supracitado, desempenha funcédo
essencial no processo de aprendizagem da matematica, mais especificamente a partir da
analise de modelos. A partir da andlise do modelo matemético envolvendo a
transmissdo da malaria, o proposito era que 0s estudantes aprendessem conceitos
matematicos, e que, durante o processo 0 uso da tecnologia, potencializasse a
construcdo e desenvolvimento das ideias. Além disso, 0 uso das tecnologias permite,
segundo a autora, oportunizar ao estudante a reorganizagdo do processo de
aprendizagem, no qual os esforcos estdo concentrados na analise de hipoteses e
argumentacdo, presentes nas etapas de estudo. Com isso, ocorre a valorizagdo do

pensamento matematico, no qual o foco ndo estd em apenas resolver o modelo, mas sim
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interpretar as possiveis solucdes a partir de variacGes de parametros e construcdes de

hipoteses, implicando uma reorganizacgao no aprender matematica.

Na mesma linha de pensamento da citacdo anterior, Aradjo (2002), em sua
investigacdo de doutorado, ao tratar da modelagem em um curso de calculo fazendo uso
das tecnologias, acredita que a tecnologia possibilita que 0 sujeito se preocupe com a
interpretacdo e compreensdo da situacdo e dos resultados obtidos. O computador surge
como ferramenta na execucdo dos calculos e tarefas que manualmente poderiam
demandar muito tempo.

Portanto, a intencionalidade no uso das tecnologias digitais consiste no fato de
que as mesmas oportunizam aos sujeitos envolvidos uma reorganizagdo e um ganho
qualitativo durante o processo de aprendizagem. Ao incorporar as tecnologias digitais
em ambientes que proponham a investigacdo de situacdes que envolvam modelagem
matematica, significa que ha oportunidade para valorizar o trabalho cognitivo dos
sujeitos envolvidos na construcdo de conceitos matematicos. Neste aspecto, Blum e
Niss (1991, apud ARAUJO, 2002, p. 45) destacam na forma de itens a valorizagio de
um trabalho que envolva a modelagem matematica e correlativamente faca uso das
tecnologias ao longo do processo:

1) A possibilidade de melhor se concentrar nos processos de modelagem devido ao
alivio que as tecnologias proporcionam aos calculos de rotina;

2) A possibilidade de melhor compreender os problemas por meio de variacdo de
parametros, estudos numéricos, algébricos e graficos;

3) A desvalorizacao de habilidades ligadas a rotinas computacionais e a valorizacao de
habilidades relacionadas com modelagem como, por exemplo, a construcao,
aplicacdo e interpretacdo de modelos;

4) A possibilidade de tratar com mais facilidade certos contetdos matematicos que sdo
mais proximos de modelagem, tais como equacdes diferenciais e de diferencas no
ensino médio, sistemas dindmicos e teoria do caos no ensino superior etc.;

5) Uma maior abertura para a modelagem e aplica¢@es nos curriculos;

6) A possibilidade e necessidade de lidar com problemas que precisam dos
computadores para serem tratados.

Neste sentido, no ambito da educagdo matematica, uma abordagem envolvendo
modelagem matematica na sala de aula constitui-se em um desafio, uma vez que se
opde a uma pratica comumente observada em sala de aula, conforme afirma Soistak
(2010):
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Especificamente no ensino da matematica, esses problemas
educacionais sdo vivenciados no dia a dia da sala de aula, refletindo
na aprendizagem dos alunos. Quando da indagacdo sobre a
importancia da mateméatica aos alunos, eles concordam que a
disciplina deve ser ensinada na escola. No entanto, confessam que
encontram dificuldades de aprendizagem e ndo conseguem relacionar
a matematica presenciada na escola com a matematica encontrada em
situacBes do cotidiano. (SOISTAK, 2010, p.39)

Tais desafios constituem um ponto que converge com 0s aspectos apresentados
por Mayer et al (2011) no inicio desta secdo, apontando a matematica como um
estigma. Ao considerar a Modelagem Matemética como uma possibilidade para atenuar
esse estigma, Soistak (2010) afirma que essa inser¢do poderia desafiar e desenvolver o
interesse do estudante pelo estudo da matematica, uma vez que a modelagem propde o
estudo e investigacdo de diversos fendbmenos que ocorrem em contextos de certas
realidades, inclusivo o cotidiano.

Portanto, acreditamos que, ao inserir uma proposta de trabalho envolvendo o uso
da modelagem matematica na investigacdo e construcdo de conceitos matematicos, se
estabelece entre todos os sujeitos envolvidos uma reconstrucdo de saberes e conceitos
prévios. Ou seja, a cada passo que avanga a investigacdo matemaética no sentido da
compreensdo do objeto de conhecimento ou fendmeno em estudo, professor e
estudantes (re)constroem e (re)significam diversos conceitos, potencializando
qualitativamente o momento de aprendizagem e constru¢cdo de novos conceitos
matematicos. Neste caso, 0 uso da tecnologia digital informéatica surge como uma
ferramenta que objetiva auxiliar os sujeitos durante a criagéo, verificacdo e validagédo
dos possiveis modelos propostos, como também desafiar o desenvolvimento das
ferramentas matematicas necessarias para a compreensao maxima do contexto

investigado.

Abstracao Reflexionante: contribuicGes da Epistemologia Genética

A Epistemologia Genética de Jean Piaget € a teoria que apresenta como hipotese
para o desenvolvimento cognitivo humano a acdo do sujeito sobre os objetos e 0s seus
sucessivos avancos, devido a organizacdo das coordenacdes das acOes realizadas pelo
sujeito. Na epistemologia genética considera-se “objeto” tudo o que ndo é o sujeito. E
importante destacar que o0 pensamento e as ideias do préprio sujeito também podem ser
constituidos objetos, desde que o0 sujeito aja sobre eles e assim avance na dire¢do da

tomada de consciéncia.
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O termo “coordenagdes de agdes” apresentado no paragrafo anterior € a fonte de
estudo no processo de abstragcdo proposto por Piaget (1977). O verbo abstrair significa
retirar, extrair, puxar, neste caso temos que a abstragéo consiste no processo de retirada
de qualidades dos objetos ou também a retirada de uma elaboracdo através das
coordenacdes de acdes sobre 0s objetos. Nesse sentido, a abstracdo proposta por Piaget
divide-se em duas categorias gerais: abstracdo empirica e abstracdo reflexionante.

Inicialmente vamos expor o ponto de vista do autor sobre essas categorias:

Recordemos inicialmente nossas definicGes. A abstragdo “empirica”
(empirique) tira suas informagdes dos objetos como tais, ou das agoes
dos sujeitos sobre suas caracteristicas materiais; de modo geral, pois,
dos observaveis, ao passo que a abstracdo “reflexionante”
(refléchissante) apodia-se sobre as coordenacfes de agbes do sujeito,
podem estas coordenacBes, e o proprio processo reflexionante,
permanecer inconscientes, ou dar lugar a tomadas de consciéncia e
conceituagOes variadas. (PIAGET, 1977, p.274)

No estudo da matematica a empiria se faz presente, ao passo que a extracdo das
caracteristicas proprias dos objetos € necessaria e contribui para elabora¢bes mais
complexas e que generalizam as qualidades, enriquecendo assim o objeto de estudo. A
medida que se aumenta o numero de abstra¢fes do sujeito durante o processo interativo
com o objeto, a qualidade de seu pensamento evolui devido ao progresso da abstragdo
reflexionante e as sucessivas tomadas de consciéncia durante o processo.

A abstracdo reflexionante possui duas caracteristicas essenciais para a
compreensdo sobre como 0s niveis de abstracdo e tomada de consciéncia progridem no
decorrer da acdo do sujeito. Trata-se dos processos de reflexédo e reflexionamento. Sobre
isso, Piaget (1977) apresenta:

Lembremo-nos, igualmente, de que a abstragdo reflexionante
comporta sempre, dois aspectos inseparaveis: de um lado,
“reflexionamento” (réfléchissement), ou seja, a projecdo (como
através de um refletor) sobre um patamar superior daquilo que foi
tirado do patamar inferior e, de outro lado, uma “reflexao” (réflexion),
entendida esta como ato mental de reconstrugdo e reorganizagdo sobre

0 patamar superior daquilo que foi assim transferido do inferior.
(PIAGET, 1977, p.274)

A unido da reflexdo e do reflexionamento constitui uma estrutura capaz de néao
apenas atravessar de um nivel para o seguinte as formas de pensamento, mas juntas
possuem o carater de uma estrutura capaz de desenvolver caracteristicas qualitativas
superiores no decorrer das passagens, ou projegdes. Isso significa que os patamares

superiores atingidos pelo sujeito através da acdo e coordenacdo de agdes possuem
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relacdo intrinseca com os patamares inferiores ou iniciais desenvolvidos através da
acdo. Ou seja, é por intermédio de sucessivas operagdes de reflexdo e reflexionamento
que é possivel que o sujeito avance na dire¢do dos patamares superiores de abstracéo e
tomada de consciéncia de maior qualidade. A reorganizacdo e coordenacdo de suas
acOes permitem qualificar cada vez mais a acdo na direcdo da compreensdo sobre o
objeto, ou seja, a evolugdo da abstracdo empirica a reflexionante € um processo pelo
qual o sujeito constrdi, reconstroi, organiza e reorganiza 0s seus esquemas e estruturas
de pensamento todo momento.

Os estudos apresentados por Piaget (1977) mostraram que para atingir esse
patamar de abstracdo o sujeito deve passar por etapas que S0 necessarias e graduais,
nas quais em cada novo desafio o sujeito é desequilibrado e deve se organizar de tal
forma a superar as contradicdes e dificuldades que surgem na interacao.

Portanto, de modo sucinto, a discussdo desta secdo buscou apresentar algumas
caracteristicas do processo de abstracdo, destacando-se os conceitos de reflexdo e
reflexionamento. Apresentamos alguns elementos necessarios para a compreensao do
seu funcionamento, o qual consiste em um complexo mecanismo capaz de explicar a
apropriacdo e desenvolvimento do sujeito a partir de sua acdo sobre 0s objetos, sejam
materiais ou mentais. Tais conceitos serdo utilizados na analise e exploracdo das

producdes dos estudantes.

Procedimentos metodoldgicos: materiais e métodos

As aulas nas quais ocorreu a aplicacdo do segundo experimento didatico com os
estudantes do ensino médio aconteceram em um dos laboratérios de informatica do
Instituto Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia do Rio Grande do Sul (IFRS),
Campus Caxias do Sul durante cinco semanas nas aulas regulares da disciplina de
matematica®. Cada um dos encontros ocorreu de forma presencial e tiveram a duragéo
de uma hora e quarenta minutos. Os estudantes foram alocados de forma individual nos
computadores, porem em diversos momentos realizaram discussoes e reflexdes entre si,
acompanhadas pelo professor. O uso do objeto virtual “Cadeias de Markov — 2D”

ocorreu por meio do acesso a internet e os registros escritos foram produzidos pelos

® O presente trabalho da tese de doutorado possui ao todo trés fases de experimentacdo didatica, as quais
ocorreram em momentos distintos da pesquisa. As fases dois e trés ocorreram na mesma instituicéo,
porém com a participacdo de publicos alvos diferentes. A fase dois ocorreu no ensino médio e a fase trés
Nno ensino superior.
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estudantes de forma individual em papel, no material fornecido pelo professor ao longo
das aulas.

A partir do uso do software GeoGebra foi construido e disponibilizado no
repositorio virtual do GeoGebra, o objeto “Cadeia de Markov — 2D”. O objeto virtual
possui dois ambientes de trabalho, que na figura 1 abaixo foram indicados por [A] e [B].
No espaco [A] é oportunizado ao sujeito que estd manipulando visualizar
geometricamente o que ocorre com a representacdao do vetor envolvido nos célculos. O
espaco da parte [B] consiste em uma janela predominantemente algébrica, onde ha
alguns parametros que podem ser modificados e, consequentemente, alteram o0s
resultados visualizados em [A]. Em [B] € possivel que o sujeito explore a operacdo de
potenciacdo envolvendo matrizes quadradas de ordem dois e trés. Ainda é possivel
também explorar o conceito de escala através de comandos disponiveis na parte [B].

Figura 1: Layout do objeto virtual Cadeia de Markov — 2D
< GeaGebra

Cadeia de Markov - 2D

[A]
r 1 Cadeia de Markov — 2D

Matrizes usadas

Poténcia da matriz M

u=(65)  w-(39)

Py =0 0
. . L
2 .

Pra=0

) = (8]

Resultado — M” .4 = (g)

Condigao inicial — U = (

Escalal:10" s
Real — 10" -MP.{ = (0)

0
. Ffe'al —10- (g)

Craswro «Para limpar o rastro aperte : Ctrl + Shift 4 F

Fonte: Autores deste texto (Disponivel em: http://tube-
beta.geogebra.org/material/simple/id/860625)

Apbds cada encontro o material produzido por cada estudante foi digitalizado e
armazenado pelo professor, para futura analise. Sendo assim, o manuscrito individual de
cada participante foi entregue de volta para cada um dos quatorze estudantes da turma.
A sequéncia de atividades realizada no ensino médio foi organizada do seguinte modo:
“Conhecendo o contexto” (1° dia), “Conhecendo o objeto virtual” (2° dia), “Retomando

a problematica inicial” (3° dia), “Avancando no estudo da Cadeia de Markov” (4° dia) e
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“Exercitando” (5° dia). Para a construcdo e realizacdo da sequéncia de atividades,

inspira-se na ideia de Artigue (1996) sobre Engenharia Didatica:

A engenharia didatica vista como metodologia de pesquisa de
investigacdo, caracteriza-se antes de mais nada por um esquema
experimental baseado em realizacGes didaticas na sala de aula, isto é,
na concepc¢do, na realizacdo, na observacao e na analise de sequéncias
de ensino. (ARTIGUE, 1996, p.196)

Com isso, acredita-se que a engenharia didatica possibilita ao professor repensar
a sua préatica docente enquanto atua em sala de aula e, oportuniza que a realidade escolar
se torne cenario para reflexdo, criacdo e encaminhamento de propostas inovadoras de
ensino. Ao trabalhar utilizando os aspectos experimentais desse método de pesquisa 0
professor pode se questionar se é possivel que os alunos aprendam determinando
contetdo mediante uma sequéncia de atividades que pode ser repensada e readequada
durante a execucgéo da proposta.

Ao propormos a abordagem de situacdes-problema envolvendo modelagem
matematica por meio das Cadeias de Markov’, a Engenharia Didatica ocorreu através de
quatro etapas ou fases:

1) Analise prévia — Nesta fase nos questionamos como ocorria 0 ensino dos contetudos
propostos e quais os efeitos que isto implica na aprendizagem dos estudantes.

2) Concepcdo do experimento, analise a priori e criacdo das hipdteses — Tratou-se da
criacdo da sequéncia de atividades que constituiam o experimento. Formulacdo, por
parte do professor, das hipdteses que seriam possivelmente validadas durante a
execucdo das atividades.

3) Experimento — No qual ocorreu a execugéo das atividades planejadas na anterior.

4) Analise a posteriori — A partir dos dados coletados durante a fase da experimentacao,
o professor tenta validar ou ndo as hipoteses conjecturadas.

A partir das etapas anteriores, observou-se que a engenharia didatica constituiria
no caso de nossa pesquisa uma metodologia ciclica, ou seja, durante a execucao do seu
roteiro de atividades (fase 3) ao se deparar com novas dificuldades apresentadas pelos
estudantes e que ndo foram detectadas anteriormente (fase 1), o professor pode
reorganizar os seus procedimentos e formas de encaminhamento. Neste momento o

professor pode redefinir também a sua concepgéo sobre o experimento e criar hipdteses

7 Resumidamente, pode-se dizer que uma Cadeia de Markov é um tipo de sistema dindmico no qual o
atual estado da cadeia em uma sucessdo de intervalos de tempo depende do estado que se encontrava a
cadeia na etapa imediatamente anterior a atual. Para maiores detalhes matematicos sobre esse assunto
consulte Anton e Rorres (2012), Anton e Busby (2003) e Behrends (2000).
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adicionais, ou ainda refutar alguma das hipdteses anteriores. Assim, uma readequacgéo
da proposta metodoldgica visa a contribuir na construcdo e aprendizagem de conceitos
matematicos pelos alunos. O esquema apresentado na figura 2 ilustra as fases que

envolvem a engenharia didatica e suas relacbes com a presente proposta de trabalho.

Figura 2: Esquema sobre a engenharia didatica presente nesta pesquisa

Anélise prévia Concepgdo do experimento, analise
(fase 1) |:> a priori e criagio das hipéteses
(fase 2)
Questdes sobre o ensino de probabilidades, §
matrizes e suas operagdes, vetores, etc. Quais problemas de investigacdo posso propor?
Criagdo das hipéteses iniciais:
H1) O uso do software Geogebra contribui no estudo das situagdes-
problema?
H2) Os problemas refletem um contexto pratico e necessdrio onde a
matematica é uma ferramenta para validar hipéteses?

()

Andlise a posteriori
(fase 4)

O que os alunos aprenderam com os experimentos?

Os objetos virtuais contribuiram para a construgdo de .

conceitos mateméticos? Experimento

Quais relagdes matemadticas os alunos estabeleceram ao (fase 3)

utilizar os objetos?

0 uso da tecnologia foi um fator que ajudou ou atrapalhou durante a Modelagem Matemdtica com
execugdo das atividades? Cadeias de Markov no ambiente virtual

()

Fonte: autores deste texto

Analise e discussao dos resultados obtidos no experimento

A presente secdo busca apresentar, refletir e discutir a luz do referencial tedrico
utilizado, a construcdo de conhecimentos matematicos pelos estudantes ao longo da
sequéncia® de atividades. Busca-se também refletir sobre a importancia no uso das
tecnologias digitais ao longo do processo de aprendizagem, a qual oportunizou que 0s
sujeitos envolvidos pudessem por meio de suas acdes e coordenagdes de acbes sobre 0s
objetos em estudo construir diversos conceitos matematicos envolvendo a modelagem
matematica em situacfes-problema com Cadeias de Markov.

Anteriormente afirmou-se que a sequéncia de atividades realizada no ensino
médio foi organizada do seguinte modo: “Conhecendo o contexto” (1° dia),
“Conhecendo o objeto virtual” (2° dia), “Retomando a problematica inicial” (3° dia),
“Avanc¢ando no estudo da Cadeia de Markov” (4° dia) e “Exercitando” (5° dia). A partir
de agora se faz um recorte e expde-se a producdo dos estudantes em dois momentos do
experimento, 1° e 5° dias, pois com a limitagdo do presente artigo ndo serd possivel

explorar e detalhar todos os dias da sequéncia de atividades.

8 A sequéncia completa esta disponivel em:
https://dl.dropboxusercontent.com/u/60260993/sequencia_markov_ensino_medio.pdf
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Conhecendo o contexto — 1° Dia: A atividade neste dia foi organizada em dois
momentos: o primeiro consistiu em fazer a leitura e discussdo de uma noticia veiculada
em um jornal, e 0 segundo momento consistiu em apresentar uma situagdo-problema
inicial envolvendo o fluxo migratério entre dois lugares. A noticia® sugerida foi
acessada via internet, noticia da qual os estudantes puderam conhecer a ocorréncia do
fendmeno da migracao.

ApoOs a leitura do texto pelos estudantes, alguns questionamentos foram feitos,
com o objetivo de provocar uma reflexdo sobre as causas apresentadas no texto, bem
como fazer os estudantes contribuir com outras causas que poderiam influenciar no
processo. O que se percebeu neste momento da atividade é que os estudantes se
envolveram com a proposta e realizaram um exercicio de reflexdo sobre o objeto em

estudo. Algumas contribui¢cdes sao mostradas na figura 3 a seguir.

® Disponivel integralmente em: http://zh.clicrbs.com.br/rs/noticias/noticia/2014/08/novos-imigrantes-
mudam-o0-cenario-do-rio-grande-do-sul-4576728.html
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Figura 3: Hipéteses criadas pelos estudantes sobre a migracdo

(1d) Ainda a respeito do fenémeno da migracsio (emigragdo ou imigragdo), vocé pode listar alguns outros, fatos que
possam influenciar a sua ocorréncia?
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Fonte: arquivo pessoal.
Logo em seguida, da discussdo sobre a noticia, durante o segundo momento

ocorreu a apresentacdo de uma situacdo-problema envolvendo o fluxo migratorio,
conforme mostrado na figura 4. O problema tratava de um possivel movimento
migratério na localidade de Caxias do Sul (RS), onde empiricamente foram assumidas

como hipoteses as taxas de migracao.

Figura 4: A situacdo-problema inicial. Fonte: arquivo pessoal

No contexto da migracdio, quando as pessoas chegam a Caxias do Sul, por exemplo, se deparam com uma
realidade muitas vezes diferente da que estavam habituadas em seu lugar de origem. Na tentativa de buscar o seu
“lugar ao sol” para se alocar, os imigrantes deslocam-se da cidade para os subrbios. Observa-se que o contrério

também ocorre, ou seja, pessoas partem do subtirbio para a cidade. Certa vez foi considerada a seguinte situaciio-
problema: * .

“Suponha que no ano 2010 a taxa de migracdo de Caxias do Sul para o seu subdrbio seja de 7%. E que
durante o mesmo ano a taxa de migragdo do subdrbio para a cidade seja de 4%. Se a populacio observada
no ano 2010 foi de 350000 habitantes na cidade e no subirbio foi de' 100000 habitantes entso qual a
populaggo estimada para o ano 2011 para cada um dos lugares?”

Fonte: arquivo pessoal.
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Foi solicitado que os estudantes elencassem possiveis assuntos matematicos que
pudessem ser utilizados na resolucdo da questdo. Os assuntos elencados pela turma e
suas respectivas frequéncias foram: porcentagem (13 citacGes), logica (1 citacdo),
funcdo (5 citagdes), probabilidade (6 citagdes), estimativa (2 citagdes), “soma em cima
da quantidade que se tem” (2 citag¢des), estatistica (2 citagdes), regra de trés (4 citacdes),
sistemas lineares (3 citagBes), progressdo aritmética (1 citacdo). Percebeu-se que neste
questionamento os estudantes citaram mais de um assunto que poderia ser utilizado na
resolucdo, evidenciando que diferentes conteddos matematicos e as relacOes
estabelecidas entre eles fossem considerados uma possivel ferramenta na construcéo da
solugéo para o problema.

No calculo de estimativas para as populacdes nos anos seguintes (2011, 2012 e
2013) apds inicio da observacdo do fenémeno, as estratégias usadas pelos estudantes
para resolver o0s questionamentos envolveu predominantemente calculos com
porcentagens, somas e subtracBes. Isto ocorreu de forma satisfatoria para todos os
integrantes da turma. Ao se deparar com a pergunta sobre uma possivel generalizagdo
do processo envolvido na situacdo-problema, diferentes respostas foram fornecidas.
Algumas consideracfes sobre essas respostas sao importantes e merecem nossa atencdo
neste momento.

Cada sujeito epistémico é o resultado de uma quantidade inestimavel de
reflexdes/reflexionamentos, abstracdes/tomadas de consciéncia que sdo realizadas ao
longo da vida biolégica. Todas as atividades praticadas pelos sujeitos, por meio de suas
acOes, sdo influenciadas devido o grau de envolvimento e profundidade no qual o
sujeito explora os objetos em estudo. Ou seja, por parte do sujeito € possivel que através
das acOes e coordenacdes de acOes seja aperfeicoada a qualidade de seu pensamento.
Tal aperfeicoamento da qualidade permite que diante de uma situacdo nova ou desafio
imposto, 0 sujeito desenvolva estratégias que tentem convergir para a solugdo dos
impasses ou desafios.

Ao longo da escolarizagdo cada sujeito organiza a sua propria construgdo do
conhecimento, derivando-se assim inimeras formas e processos de aprendizagem.
Aliado ao processo esta a evolucdo da abstragdo; enquanto reflexionante; constituindo-
se em um elemento que influencia diretamente na capacidade do sujeito resolver

impasses e desafios impostos pelos objetos.
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Logo, por intermédio do resultado manifestado pelos estudantes foi possivel
perceber diferentes caminhadas percorridas por estes ao longo de um processo

individual de aprendizagem.

Figura 5: Exemplos de enunciado para o principio geral. Fonte: arquivo pessoal

(P5) Se fosse possivel neste momento enunciar um “principio geral”, vocé conseguiria elaborar um modelo ou método
capaz de explicar como calcular o nimero de habitantes de Caxias do Sul e do seu subtirbio em cada ano? Explig
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Fonte: arquivo pessoal.

Com isso, diferentes nogOes e percepcOes sobre generalidades surgiram nas
respostas dos estudantes, reafirmando nossa discussao feita até agora, a qual atribui
qualidade na expressdo do pensamento, como sendo o produto de uma construcdo
gradual e sucessiva, prépria da atividade cognitiva do sujeito. Na figura 5 expomos
alguns exemplos de possiveis enunciados para um principio geral que pudesse explicar
a situagdo proposta.

Exercitando — 5° Dia: A proposta consistia em analisar uma situa¢éo-problema
(figura 6), a luz dos conceitos construidos ao longo das quatro primeiras aulas e também
fazendo uso do objeto virtual Cadeias de Markov — 2D. A partir da segunda aula, em
todas as atividades conseguintes foi utilizado o objeto virtual na execucdo da sequéncia
de atividades. A proposta explorava e retomava as ideias e conceitos desenvolvidos ao

longo dos dias anteriores, tais como: vetores de probabilidade, matrizes estocasticas e
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vetor estacionario. Os conceitos de escala, matriz e probabilidade também foram usados

de modo implicito durante a exploracdo da situacdo problema proposta.

Figura 6: Terceira situaco-problema
(Adaptada de Anton e Rorres (2012))

Observe a seguinte situacdo-problema.

Em estacbes de medicGes da qualidade do ar nas cidades € possivel através de medicdes e suas andlises inferirmos
sobre a qualidude do ar “respirado” pelos habitantes da cidade. Em Caxias do Sul verificou-se através da observagdo e
andlise de alguns registros empiricos que se em determinado dia a qualidade do ar é boa, entéo existe uma chance de
90% de que venha a ser boa a qualidade do ar no préximo dia. No estudo verificou-se também que se a qualidade do ar é
ruim em determinado dia entéo existe uma chance de 45% de que a qualidade do ar venha ser ruim também no proximo
dia. Nota-se que a qualidade do ar respirado hoje (17/06/2015) é boa, entio qual a probabilidade do ar respirado
também ser boa dagui 8 dias?

Fonte: arquivo pessoal.

O que se percebeu no quinto dia com a proposta é que a construcdo de um
possivel modelo matematico pelos estudantes esteve relacionada com o
desenvolvimento das atividades realizadas nos quatro dias anteriores do experimento.
Ou seja, 0s conceitos e ideias construidos e desenvolvidos anteriormente foram
mobilizados e utilizados no quinto dia de atividades na tentativa de solucionar a
situacdo problema. O potencial evidenciado na aplicagdo de uma sequéncia de
atividades com estudantes do ensino médio que envolvia a modelagem matematica de
situacbes fazendo uso das cadeias de Markov é reforcado nas palavras de Silva et al

(2015), o qual os autores dissertam:

“(...) considera-se que uma abordagem interdisciplinar de conte(dos
potencializa o desenvolvimento cognitivo dos sujeitos envolvidos. Ao
propor o estudo de conceitos matematicos que Sd0 necessarios na
compreensdo de fendmenos em outras areas do conhecimento, 0s
estudantes estabelecem relagdes, constroem e reconstroem conceitos,
formulam e reformulam hip6teses, enfim, aumentam a sua capacidade
reflexiva sobre determinado assunto, proporcionando assim a
construcdo de diversos conceitos de matematica de forma a melhor
compreender o mundo que os cerca.” (SILVA et al, 2015, p.10)

Ao fazer uso do objeto virtual, os estudantes por meio de suas acles e
coordenagdes de acBes puderam construir/reconstruir, validar/revalidar as proprias
hipoteses e assim argumentar sobre a situacdo. Neste aspecto, a tecnologia digital surgiu
neste caso como uma aliada para os calculos exaustivos e extensos, cabendo aos sujeitos
dedicar-se a compreensdo dos conceitos e ideias que estavam em discusséo.

Observa-se a partir da fundamentacdo tedrica que o exercicio da abstracdo ndo
deva ser considerado um processo somente em consequéncia da a¢do do sujeito sobre o
objeto, mas sim como uma complexa reorganizacdo de suas estruturas de pensamento

proveniente da criacdo e do aperfeicoamento do sujeito ao longo do processo. Logo,
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nota-se que a producdo de conhecimento manifestada pelos sujeitos nesta etapa da
sequéncia de atividades constitui-se em um trabalho genuinamente cognitivo e
individual de cada um que ocorrido através de sucessivas reflexdes e reflexionamentos.

A partir da construcdo de hipoteses, as quais se constituiram num exercicio
predominantemente mental, foi intensificado e melhorado o exercicio da abstracdo, uma
vez que se buscou determinar as explicagdes causais para o fenébmeno observado a partir
da coordenacdo das acOes sobre o objeto em estudo. E mais, pelo fato que o
aperfeicoamento da capacidade de abstracdo ocorre concomitantemente com o0 processo
de melhoramento da tomada de consciéncia, nota-se que ambos 0S processos sejam
indissociaveis e contribuam para o aumento da capacidade cognitiva do sujeito. Diante
disso, 0 que se observou a partir da producdo dos estudantes no enfrentamento da
terceira situacdo-problema € que diante dos desafios impostos ocorreu a mobilizagédo de
diferentes esquemas e estruturas cognitivas agindo em cooperacdo e colaboracdo mutua
durante o processo de aperfeicoamento das sucessivas abstragdes.

Durante a elaboracdo do principio matemético envolvendo a situacéo estudada o
aperfeicoamento da qualidade de pensamento dos sujeitos tenha ocorrido e seja o
resultado das sucessivas operacdes de reflexdo e reflexionamento; as quais
oportunizaram ao sujeito avancar na direcdo dos patamares superiores de abstracdo com
maior qualidade. Logo, na unido da reflexdo e do reflexionamento constitui-se uma
estrutura capaz de ndo apenas passar de um nivel para o seguinte, mas que juntas
tenham o carater de uma estrutura capaz de desenvolver caracteristicas qualitativas
superiores no decorrer das passagens, ou também consideradas projecdes. Isso significa
que o patamar superior alcancado pelo sujeito através da acdo e coordenacdo de agdes
tem relacdo intrinseca com os patamares inferiores ou iniciais desenvolvidos a partir da
acdo. Neste caso, pode-se afirmar que a reorganizacao e coordenacdo das a¢bes, mentais
ou materiais, permitiram aos estudantes aperfeicoar cada vez mais suas acfes na
tentativa de compreender 0s objetos em estudo, ou seja, durante a elaboracdo do
principio matemaético ocorreu a evolucdo do exercicio da abstragdo reflexionante, a qual
foi um processo pelo qual cada sujeito construiu, reconstruiu, organizou e reorganizou
0S Seus esquemas e estruturas de pensamento. As figuras 7, 8, 9 e 10 a seguir mostram

exemplos da construcdo dos modelos matematicos pelos estudantes.
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Figura 7: Modelo produzido pelo estudante [E.3]

: S - casoa|
(Q4) Mantidas as c ideiais para a situacio-problema e que seja usada como condicdo inicial # ={Oi’

para representar o dia (17/06/2015), no qual a qualidade do ar que se est respirando é boa, vocé consegue expressar
através de um modelo matemético, ou regra genérica uma maneira que possa ser usada para estimar da qualidade do

ar na cidade de Caxias do Sul a0 longo dos demais dias? Explique. [E.3]
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Fonte: arquivo pessoal.
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") Naio assimilei 2 pergunta.

Figura 8: Modelo produzido pelo estudante [E.2]

(Q4) Mantidas as condicBes ideiais para a situagdo-problema e supondo que seja usada como condicdo inicial # =i
para representar o dia (17/06/2015), no qual a qualidade do ar que se esta respirando é boa, vocé consegue expressar
através de um modelo matematico, ou regra genérica uma maneira que possa ser usada para estimar Ia qualidade do
ar na cidade de Caxias do Sul ao longo dos demais dias? Explique. [E. 2]
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Fonte: arquivo pessoal.

Figura 9: Modelo produzido pelo estudante [E.11]

1
(Q4) Mantidas as condicdes ideiais para a situacio-problema e supondo que seja usada como condicdo inidal # = [0}

para representar o dia (17/06/2015), no qual a qualidade do ar que se est4 respirando é boa, vocé expressar
através de um modelo matemético, ou regra genérica uma maneira que possa ser usada para estimar da qualidade do
ar na cidade de Caxias do Sul ao longo dos demais dias? Explique. [E. 1 1]

m- 17/86

() N&o assimilei 2 pergunta.

Fonte: arquivo pessoal.

Figura 10: Modelo produzido pelo estudante [E.5]

1
(Q4) Mantidas as condicdes ideiais para a situacdo-problema e supondo que seja usada como condigdo inidal # = [0}

para representar o dia (17/06/2015), no qual a qualidade do ar que se est3 respirando é boa, vocé consegue expressar
através de um modelo matemético, ou regra genérica uma maneira que possa ser usada para estimar #e qualidade do

ar na cidade de Caxias do Sul ao longo dos demais dias? Explique. [E 5]
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Fonte: arquivo pessoal.

Considerac0es finais

Em relacdo aos resultados obtidos com a construcdo, aplicacdo e analise da
sequéncia de atividades, algumas conclusdes e contribuicdes podem ser elencadas. Na
introducdo do presente artigo foram apresentados questionamentos que indagavam

sobre a importancia do professor em refletir sobre o seu papel e contribuigéo para a vida
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dos estudantes, a partir da incorporagdo de um conjunto de situacdes que tém um
potencial para constru¢do de conhecimento por parte do aluno. Nesse sentido, nossa
proposta converge com o pensamento de Lopes et al (2015) que argumenta:

Ao tentar encontrar uma maneira de solucionar os problemas, no caso
0s exercicios propostos, 0s estudantes sentiram-se desafiados, e isso
0s motivou durante a atividade. Tal condicdo, de desafio e uso da
criatividade, vem ao encontro do conceito de engenharia didatica que
compara, guardadas as singularidades, o trabalho da sala de aula com
o0 de um engenheiro. (LOPES et al, 2015, p.570)

Diante dos resultados apresentados neste artigo, nota-se que a partir do momento
que o professor se da conta que a aprendizagem matematica pelos estudantes €
intimamente influenciada na acdo sobre os objetos do conhecimento, qualitativamente
nota-se a contribuicdo do professor enquanto agente de transformacdo na vida do
estudante.

Mencionamos no decorrer do artigo que as atividades ocorreram ao longo de
cinco encontros presenciais nas aulas regulares de matematica. Duas consideracdes
podem ser feitas a partir disso: (1) Ao executar uma proposta de trabalho organizada
durante determinado periodo de tempo, ocorreu uma valorizacdo da aprendizagem em
termos de processo. Reforca-se assim que aprendizagem seja um conceito aderente e
correlacionado ao conceito de processo, considerando-se algo diferente de pontual,
especifico e que deva ocorrer somente em determinado momento especifico. (2) Ao
propor um trabalho envolvendo todos os estudantes de uma turma regular do ensino
médio oportunizou-se que o cendrio de realizacdo da pesquisa fosse mais fiel ao que se
propde: verificar e analisar sobre a construcdo de conhecimento matematico por
estudantes que, inseridos na escola, estivessem cursando a componente curricular de
matematica.

Mais detalhadamente, no item (2), considera-se que as acOes provenientes de
pesquisas que tenham um olhar sobre as salas de aula regulares como fontes para a
producdo de diversos conhecimentos, matematicos ou ndo, tenham proficua
intencionalidade e contribuam qualitativamente nas discussées quem envolvam o ensino
de determinada area do conhecimento. Logo, acredita-se que ao inserir nossa proposta
metodologica de trabalho nas aulas regulares da disciplina de matematica buscou-se
reafirmar a importancia que o tripé aprendizagem matematica — tecnologias digitais —

modelagem matematica tem ao longo do desenvolvimento escolar.
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A experimentacdo das situacdes-problema e a elaboracdo de possiveis modelos
matematicos pelos estudantes ocorreram em diversas etapas ao longo da pesquisa. Com
a modelagem foi possivel perceber o quanto a teoria e as aplicacbes da matemaética
dialogam e se relacionam ao longo do desenvolvimento escolar. Percebeu-se que ambas
estdo inter-relacionadas e contribuem qualitativamente para construcdo e aprendizagem
dos conceitos matematicos. As pesquisas consultadas consideram que a modelagem
matematica apresenta aspectos proficuos se incorporadas & metodologia de ensino por
parte do professor, pois valorizam o papel desempenhado pelo estudante durante o
processo de investigacdo. Neste sentido, observa-se no uso da modelagem matematica
enquanto método de investigacdo na sala de aula que o estudante a partir de sua agdo
sobre os mais diversos objetos do conhecimento possa ser o principal ator durante o
processo da prépria aprendizagem.

Ao fazer uma leitura sobre a teoria da abstracdo reflexionante de Piaget e usa-la
como justificativa para a construgdo do conhecimento considera-se que tal teoria
explique satisfatoriamente o fato dos sujeitos aperfei¢oar a qualidade de seu pensamento
através da sucessiva acao e coordenacdo das mesmas sobre os objetos em investigacao,
sejam materiais ou mentais. Apds a realizacdo do experimento didatico com os
estudantes do ensino médio, durante a analise das producdes, foi possivel relacionar em
diversos momentos a construcdo do conhecimento matematico dos sujeitos com 0s
conceitos de epistemologia genética. Por fim, constatou-se que tais conceitos
constituiram uma fundamentacéo teorica capaz de auxiliar na interpretacao dos registros
escritos, fornecendo os subsidios necessarios para verificar o gradual e processual
micro-avango dos sujeitos na dire¢do do aumento do conhecimento ou capacidade
cognitiva.

Quanto ao uso dos recursos tecnoldgicos utilizados durante a realizacdo das
atividades foi possivel verificar o potencial desenvolvimento das mais variadas formas
de pensamento, possibilitando aos sujeitos elaborar conjecturas e hipoteses através da
sua agdo sobre o objeto do conhecimento. Nota-se que através da exploracéo do objeto
virtual o sujeito pode visualizar, validar ou refutar de modo dindmico as suas hipéteses
antecipadamente construidas. A cada modificacdo na tela do computador, via mudanca
dos parametros, por exemplo, foi possivel perceber uma reorganizacdo por parte dos
sujeitos, provinda da reflexdo ocorrida ja em um patamar cognitivo superior, fazendo
com que houvesse o estabelecimento de novas abstracbes que agiram na direcéo da

formacdo de novas hipoteses, as quais avancaram de modo dindmico e iterativo,
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promovendo a reorganizacdo ou reestruturacdo do pensamento do sujeito. Diante disto,
considera-se que tenha de fato ocorrido com o0s estudantes do ensino médio
participantes da pesquisa uma aprendizagem baseada na ac¢do, parafraseando o titulo do
presente artigo.

Apbs a realizacdo do experimento didatico com os estudantes do ensino médio
ocorreu outro experimento em 2015/2, desta vez com estudantes no ensino superior,

mas isso seré oportunamente publicado posteriormente.
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