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Resumo

No inicio do ensino secundario, muitos alunos manifestam preferéncia por trabalhar com situagdes numéricas do
que algébricas devido a prevaléncia das suas atividades com numeros até ao final do 3.° ciclo'. Com a
importancia que o pensamento algébrico adquiriu no curriculo atual da disciplina de Matematica, procuramos
averiguar como se desenvolve o pensamento algébrico de uma aluna do 10.° ano no estudo das fungdes, seguindo
uma metodologia qualitativa e interpretativa. Recolhemos os dados através da atividade da aluna na resolucéo de
tarefas propostas na sala de aula e de uma entrevista. A informagdo proveniente dos dados recolhidos ¢é
interpretada segundo as trés fases que decorreram antes, durante € apos o estudo das fungdes. Os resultados
revelam que a aluna desenvolveu a capacidade de manipular expressdes com letras, embora em algumas
situagdes ndo perceba totalmente o seu significado. Antes do estudo das fungdes a aluna tendia a concretizar
alguns valores particulares das expressdes algébricas. Com o estudo deste tema estabeleceu relagdes através da
manipulacdo de expressdes algébricas, o que fez com que reconhecesse a importincia da generalizagdo de
relacdes que estabeleceu.

Palavras-Chave: Ensino de Matematica; Pensamento algébrico; Sentido do simbolo; Fungdes.

Abstract

At the start of secondary school a lot of students prefer working with numerical situations than algebraic ones
because of the prevalence of their activities with numbers up to the end of the 3rd cycle. Given that algebraic
thinking has become an important part of the current maths curriculum we set out to find out how algebraic
thinking is developed in a 10th grade student in the study of functions, taking a qualitative and interpretive
approach. We gathered data via a female student engaged in solving problems in the classroom and from an
interview. The information from the data collected is interpreted according to the three phases of before, during
and after the study of functions. We found that the student developed the ability to manipulate expressions with
letters, though she did not always fully understand their meaning. Before the study of functions the student
tended to achieve some specific values of algebraic expressions. With the study of this topic she established
relations by manipulating algebraic expressions, which meant she recognised the importance of the
generalisation of the relations she established.

Keywords: Mathematics teaching; algebraic thinking; symbol sense; functions.

1 . . . .
O 3.° ciclo contempla os anos de escolaridade de alunos com idade compreendida entre os 10 e os 14 anos,
enquanto o ensino secundario diz respeito aos anos de escolaridade de alunos com idade entre os 15 e os 17 anos.
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Introduciao

A élgebra ¢ um tema matematico que obtém uma especial atengdo das sucessivas
reformulagdes do curriculo escolar. Em Portugal, os diferentes programas da disciplina de
Matematica articulam entre si, nas mais variadas formas, a transi¢ao do estudo de temas a um
nivel concreto, proprio do curriculo do ensino basico, para um estudo mais formal, préprio do
curriculo do ensino secundario. Procura-se assim, gradualmente, efetuar uma transi¢ao entre a
aritmética e a algebra (NCTM, 1991, 2007). Nesta transi¢do, a dalgebra fornece uma
linguagem de comunicagdo entre os diferentes temas matematicos, desenvolve a capacidade
de abstracdo dos alunos para operar com conceitos matematicos e para estabelecer
generalizacdes e intuicdes que, muitas vezes, ultrapassam o contexto original (NCTM, 1991).
Porém, esta transicdo ndo se torna fécil para muitos alunos, como comprovam, por exemplo,
os resultados de estudos internacionais, como os de PISA. Segundo relatorios destes estudos,
nos ultimos anos, os alunos portugueses nao adquirem capacidades matematicas previstas ao
longo dos nove anos de escolaridade do ensino bdsico, o que significa que ha uma
discrepancia entre o que o curriculo prevé e o que efetivamente ¢ implementado. Ponte (2003)
considera que ¢ nas tarefas de ordem mais complexa, que exigem algum raciocinio,
flexibilidade e espirito critico que os alunos portugueses continuam a apresentar resultados
menos satisfatorios. De facto, muitos dos alunos que entram no ensino secundario manifestam
dificuldades na transicdo do pensamento concreto para o abstrato, o que tende a criar
obstaculos ao desenvolvimento da capacidade de generalizacdo, de resolugcdo problemas e do
uso de simbologia (Kieran, 1992). A dificuldade desta transi¢ao pode dever-se a introducao
do conceito de varidvel, na maioria das vezes, de forma descontextualizada. Arcavi (1994)
defende que o desenvolvimento do sentido do simbolo associa a capacidade do aluno de
reconhecer o seu poder e de saber quando o seu uso ¢ adequado, a capacidade de manipular e
lhe dar sentido em diferentes contextos de modo a que este se torne “pronto para ser posto em

acdo a um nivel quase de um reflexo" (p. 32).

Ao apercebermo-nos, de acordo com a nossa pratica docente, que os alunos quando chegam
ao 10.° ano tendem a procurar mais os processos numéricos do que algébricos para exprimir o
seu raciocinio, procuramos averiguar como se desenvolve o pensamento algébrico de uma
aluna deste ano de escolaridade no tema de fungdes, mais concretamente no que diz respeito a
estabelecer, analisar e generalizar relacdes. Debrugamo-nos sobre este tema por ser um dos
‘elementos’ integrantes da algebra e por fazer parte dos programas de todos os niveis

escolares.
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Pensamento algébrico

A élgebra tem despertado a atengdo da investigacao na area da educacao matematica, uma vez
que ¢ uma das suas linguagens de expressdo. Ao mediar a transi¢do do pensamento concreto
para o abstrato, da-se significado a algebra como linguagem formal que ajude o aluno a
compreender melhor a matematica escolar (Arcavi, 1994, 2005). Para este autor, o
desenvolvimento do pensamento algébrico nao deve restringir-se a escrita da linguagem
formal. Desenvolver este tipo de pensamento implica, segundo Ponte (2005), por um lado,
desenvolver a capacidade de trabalhar com o calculo algébrico e as fungdes, e, por outro, a
capacidade de lidar com estruturas matematicas, relacdes de ordem e de equivaléncia. Para
Bednarz, Kieran e Lee (1996), o desenvolvimento do pensamento algébrico resulta da
abordagem segundo diferentes perspetivas, em que o trabalho com os conceitos algébricos ¢
determinante para a sua compreensdo por parte dos alunos. As quatros perspetivas que
consideram centram-se na generalizacdo, na resolu¢do de problemas, na modelacdo e no
estudo das funcdes. Se a algebra ¢ entendida como um produto da generalizagao das
atividades, o seu objetivo principal ¢ compreender a generalidade, expressando, por exemplo,
as propriedades dos niumeros ou transpondo e generalizando relagdes entre os nimeros. Esta

abordagem da algebra parte da intuicdo do aluno, alimentada por atividades aritméticas que

conduzam a estruturas algébricas.

Sdo varios os autores que se tém debrucado ao estudo da algebra, com a preocupacdo de
caracterizar o pensamento a ela inerente — o pensamento algébrico. No presente estudo,
consideramos as concecdes de Kieran (1989, 1992, 1996) e de Kaput (1999) sobre este tipo de
pensamento. No desenvolvimento do pensamento algébrico, Kieran (1992) distingue duas
perspetivas da algebra: a processual e a estrutural. Na algebra processual a énfase ¢ dada a
substitui¢do de varidveis por numeros e sO posteriormente se realizam as operagdes
aritméticas correspondentes, o que pressupde um trabalho sobre numeros para produzir
numeros. Na algebra estrutural, a énfase ¢ dada a um conjunto de operagdes realizadas com
expressoes algébricas e ndo com numeros. Esta autora defende o estabelecimento de conexdes
entre a algebra e a aritmética ou, mais concretamente, entre as propriedades aritméticas e a
linguagem algébrica. Estas conexdes tém como objetivo o desenvolvimento no aluno da
capacidade de seguir qualquer uma das perspetivas anteriormente referidas, de acordo com a
tarefa que tem de realizar. Quando o aluno procura, em primeiro lugar, substituir as variaveis
por nimeros para depois realizar as operacdes aritméticas indicadas, enquadra-se numa

perspetiva processual. Quando opera com as expressdes sem particularizar valores, enquadra-
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se numa perspetiva estrutural. Os alunos tendem, em muitas situagdes, a memorizar regras €
procedimentos, cientes de que adquirem assim conhecimento matematico. Uma forma de
contornar esta tendéncia, para Kieran (1989), ¢ valorizar as atividades algébricas como
ferramentas que permitem construir progressivamente os conceitos em detrimento de
atividades meramente de caracter algébrico, centrada na manipulagdo de letras e privilegiando
0 uso mecanico de regras e procedimentos. Para esta autora, a algebra nao ¢ simplesmente um
conjunto de procedimentos mas combina um conjunto de atividades de generalizacdo e faculta
uma multiplicidade de ferramentas que permite representar relagdes matematicas, padrdes e

regras. A algebra ndo ¢ apenas uma técnica, mas acima de tudo uma forma de pensar e

raciocinar acerca de situagdes matematicas.

Kaput (1999) realca a necessidade de ndo limitar a algebra a um simbolismo formal
sobrevalorizado nas escolas ao longo dos tempos. Para este autor, a construgdo de relagdes e
aplicagdes para a aquisi¢do do conhecimento nem sempre ¢ a esséncia do estudo da algebra. O
autor advoga o recurso a diferentes tipos de representagdes algébricas, nomeadamente
gréaficos e tabelas, que podem ser encaradas como ferramentas mais eficazes na construgdo e
evolugdo do pensamento algébrico. O centro do pensamento algébrico esta na generalizagao,
0 que envolve a extensdo do raciocinio para além de um caso ou casos particulares e leva a
identificacao do que ¢ comum entre eles, elevando o raciocinio a um nivel onde o foco sdo os
padrdes, procedimentos, estruturas e as relacdes que se estabelecem entre elas e através delas.
O pensamento algébrico surge assim das generalizagdes estabelecidas, como resultado de
conjeturas sobre dados e relagdes matematicas, e através de uma linguagem cada vez mais
formal, usada na argumentacao. A manipulacdo de formalismos, simbolos algébricos, sem
preocupacdo daquilo que eles possam representar ndo implica, necessariamente, a perda da
compreensdo. E possivel trabalhar com simbolos aplicando regras e procedimentos podendo
fazé-lo de modo a nao perder o sentido daquilo que a letra representa. Relativamente ao
aspeto estrutural do pensamento algébrico, Kaput considera que a compreensao das estruturas
resulta da experiéncia matematica dos alunos, com base em processos de abstracdo, pelo que

rejeita a perspetiva de uma generalizagdo da aritmética. O pensamento algébrico, para este

()

autor, resume-se a capacidade do aluno usar diferentes sistemas de representagdo;
capacidade de raciocinar dedutiva e indutivamente, relacionando e generalizando; e a

capacidade de resolver problemas nos quais inclui a modelacao de situagdes reais.

No que diz respeito ao estudo de fungdes, relagdes e de variacdo conjunta de duas variaveis,

Kaput (1999) refere que durante grande parte do século passado a ideia de funcdo foi usada
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como um principio organizador para o curriculo da matematica. A defini¢do de fungdo tem
origem na causalidade, crescimento e na variagdo conjunta — quando uma quantidade muda
em conjunto com a mudanga de outra quantidade — encarando-se as fungdes como resultado
da generalizacdo. Este autor considera que o estudo das fungdes se encontra tradicionalmente
associado a algebra, sendo estas usualmente traduzidas de forma simbolica, através de
expressoes algébricas. Quanto a utilizacdo de multiplas linguagens na modelagdo matematica
e no controlo de fenémenos, Kaput (1999) refere que o uso de fungdes possibilita ao aluno

visualizar e descrever fendmenos pensando sobre eles.

Varios estudos tém-se debrucado sobre as dificuldades sentidas por alunos do ensino
secundario quando realizam atividades algébricas, como, por exemplo, os realizados por
Fonseca (2000), Cafiadas e Castro (2007) ¢ Azevedo (2009). Fonseca (2000) realizou um
estudo com dois alunos do 10.° ano de escolaridade, com o objetivo de analisar os processos
matematicos utilizados na realizagao de tarefas de investigagdo. Este estudo centrou-se no
processo de especializagdo, procura de regularidades, formulacdo de conjeturas,
generalizacdo, verificacdo, justificacdo e prova. A autora conclui que os alunos recorrem com
frequéncia, de uma forma natural, a formulagdo de conjeturas. J& os processos de
demonstracdo nao sao muito utilizados pelos alunos e, quando o sdo, sdo usados de formas

distintas.

Cafadas e Castro (2007), ao investigarem o raciocinio indutivo de doze alunos do ensino
secundario, em contexto de resolugdo de problemas, com base em sete fases (observagdo de
casos particulares, organizacdo de casos particulares, procura de padrdes, conjetura e
formulagdo, conjetura e validacdo, conjetura e generalizagdo, justificacdo de conjeturas
gerais), referem que os alunos tenderam a recorrer a casos particulares para procurarem o
padrdo geral. Referem ainda que os alunos ndo seguiram necessariamente as mesmas fases
para a resolucao da tarefa mas convergiram na espontaneidade e na utilizagdo de diferentes

representacoes.

Azevedo (2009) analisou o desenvolvimento do raciocinio matematico de alunos do ensino
secundario na aprendizagem das fungdes. O recurso a tarefas investigativas e a resolugdo de
problemas levaram os alunos a refletir, o que promoveu o desenvolvimento do seu raciocinio
matematico. A autora concluiu que a diversidade de tarefas proporcionou aos alunos
oportunidades de utilizar diferentes estratégias na resolu¢do de problemas, o que se repercutiu

numa melhor compreensao dos topicos de fungdes.
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De um modo geral, as atividades algébricas procuram desenvolver no aluno um tipo de
pensamento que lhe permita perceber como se constroem os seus saberes através das relagoes
que estabelece, da criacdo de estruturas que suportem extensdes a situagdes similares e da

generalizacdo de processos usando uma linguagem cada vez mais formal.

O uso de simbolos no desenvolvimento do pensamento algébrico

Associado ao pensamento algébrico surge o uso de simbologia e o conceito de variavel. O uso
de simbolos ao permitir aglutinar as ideias tornando a informag¢ao mais facil de compreender e
manipular (Schoenfeld & Arcavi, 1988; Sfard & Linchevski, 1994) torna-se importante nas
atividades algébricas. Para Castro e Castro (1997), o simbolo ¢ um ente que se toma como
substituto de algo, ao qual se chama referente. Estes entes podem tomar uma variedade de
formas, desde objetos concretos a marcas escritas no papel e podem representar desde
conceitos simples a outros mais complexos. A capacidade de usar os simbolos permite
manipulé-los no lugar de objetos que representam. Porém, Davis e Hersh (1995) consideram
que quando se perde de vista o significado daquilo que os simbolos representam, cai-se no
formalismo e no uso perigoso do simbolismo. Castro e Castro (1997) advogam que muitas das
dificuldades em matematica procedem de uma énfase prematura no simbolismo e nas regras
sem ter em conta a compreensdo do significado matematico do referente. Estes autores
defendem que o desenvolvimento da capacidade de usar os simbolos ¢ fundamental, quando
se introduzem aos alunos novos simbolos matematicos, para estabelecer conexdes entre o

simbolo e o significado a ele associado.

A importancia que a atividade de representar e analisar situagdes usando simbolos algébricos
tem na promog¢do do pensamento algébrico, faz com que Arcavi (1994) defenda que se deve
procurar o desenvolvimento do ‘sentido de simbolo’ (symbol sense). Ter ‘sentido de simbolo’
inclui a capacidade de selecionar uma representagdo simbolica, o que faculta ao aluno o poder
de decidir quando os simbolos sdo uteis € como devem ser utilizados para estabelecer relacdes
e generalizar. Na procura de fazer com que os alunos entendam os simbolos, o autor apresenta
seis componentes fundamentais: (1) simpatia com os simbolos, que inclui a sua compreensao,
o sentido estético do seu poder, permitindo compreender quando e como devem ser utilizados
para mostrar relagdes; (2) capacidade de ‘manipular’ e ‘ler’ através das expressoes simbolicas,
que inclui a capacidade de se afastar dos significados e ao mesmo tempo conseguir ter uma
visdo global das expressoes simbolicas de modo a que as manipulacdes sejam rapidas e

eficientes, em que o aluno faz uma leitura dos simbolos em vez de tentar um algoritmo em
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busca de uma solucdo; (3) consciéncia de que se pode estabelecer com sucesso relagdes
simbolicas; (4) capacidade de efetuar uma escolha apropriada do simbolo; (5) consciéncia da
necessidade de rever os significados dos simbolos durante a resolu¢do de um problema e
comparar os resultados obtidos com os esperados e ver a sua adequagdo ao contexto do
problema; (6) consciéncia de que os simbolos podem desempenhar papéis distintos de acordo
com os contextos em que sao usados e desenvolver o sentido intuitivo dessas diferencas e a

capacidade de trabalhar com eles.

Relacionado com o conceito de simbolo surge o de variavel, que Schoenfeld e Arcavi (1988)
consideram tratar-se de um conceito central no ensino e na aprendizagem da matematica. Para
estes autores, compreender este conceito fornece a base para a transi¢ao da aritmética para a
algebra e para o uso com significado de muitos conceitos matematicos. H4 multiplos usos do
termo varidvel de acordo com os diferentes contextos, o que faz com que os autores ponderem
ser impossivel definir variavel usando apenas uma Unica palavra. Os aspetos dindmicos do
conceito de varidvel devem ser apresentados aos alunos sempre que for oportuno, podendo-se
numa primeira fase fazer observagdes simples de problemas de variacdo e numa fase mais

avancada analisar relagdes de dependéncia.

Na procura de dar sentido ao conceito de variavel, Kiichemann (1978) ilustra diferentes
formas de usar letras em algebra, usando uma categorizagao que redefine o significado de
variavel ao apresentar seis niveis para o uso das letras: letra avaliada, a letra pode ser
avaliada de imediato sem passos intermédios (se a+5=8 entdo a=23); letra ndo
considerada, a existéncia da letra ¢ reconhecida sem que lhe seja dado um significado (se
a+b=43 entdo a+b+2=45); letra como objeto, é entendida como o nome de um objeto
concreto (se um retangulo tem ¢ de comprimento e 1 de largura entdo o seu perimetro ¢
P=21+2c); letra como incognita, ¢ entendida como um numero especifico mas
desconhecido; letra como numero generalizado, representa um conjunto de valores (se
c+d=10 e c<d entdo ¢ assume varios valores); letra como variavel, ¢ entendida como a
representacdo de uma série de valores desconhecidos (na presenga de duas expressdes do tipo
2n e n+2 podemos analisar qual delas ¢ a maior). Embora esta categorizagdo ajude a
entender o uso das letras por parte dos alunos em varias situagdes, o autor salienta que o
importante em algebra ndo ¢ medir a capacidade do uso de técnicas e algoritmos, mas sim

compreender como os alunos lidam com certos problemas matematicos.

Também Usiskin (1988), considerando a utilizagdo de variaveis intrinsecamente ligadas a

algebra e ao pensamento algébrico, apresenta uma caracterizacao tendo por base diferentes

REVEMAT. Florianoépolis (SC), v.9, n. 2, p. 23-56, 2014. 29



concegdes ¢ finalidades da algebra. Para este autor, as varidveis sao usadas de formas
diferentes de acordo com a conceg¢do da algebra que se considere: (1) estudo de estruturas: as
variaveis sdo usadas como simbolos arbitrarios nas atividades de célculo algébrico, tornando-
se sinais que se manipulam; (2) aritmética generalizada: as varidveis sdo usadas como forma
de traduzir e generalizar modelos; (3) estudo de procedimentos para resolver problemas: as
variaveis sdo usadas como incognitas ou constantes que podem ser simplificadas e onde se
pode determinar o seu valor; (4) estudo de relacdes entre grandezas: as variaveis sdo usadas
como argumentos ou pardmetros que permitem relacionar objetos e fazer graficos. Perante
esta pluralidade, o autor refor¢a a ideia de que o conceito de variavel ¢ multifacetado e
embora a algebra se relacione com a compreensao do significado das “letras” e das operacdes

entre elas, porém, limita-la a este aspeto ¢ muito redutor.

As perspetivas dos varios autores confluem num ponto central — a necessidade de se
considerar o contexto em que se usam as variaveis. A raiz etimoldgica da palavra variavel,
enquanto algo que estd em continuo movimento, pode estar na origem das dificuldades dos
alunos quando estes lidam com simbolos. Varios estudos tém-se debrugado sobre as
dificuldades sentidas por alunos quando realizam atividades algébricas, que exijam a traducao
de informagdes da linguagem escrita para a linguagem matematica formal. Para Freudenthal
(1983), algumas dessas dificuldades devem-se por os alunos verem as letras como nomes de
objetos concretos, aplicando-lhes as regras da aritmética como no caso 39x—-4=35x ou
2xyz-2y=z, em que somam termos ndo semelhantes. Outra dificuldade frequente estd
associada a compreensdo de convencdes da sintaxe da algebra, onde se sabe que
2a+a+15=3a+15 mas onde a+a+ax2 ndo é 3ax2. Por outro lado, se em ab
substituirmos a por —a, o resultado serd —ab; mas se for o bha ser substituido por —b, o

resultado ndo ¢ a —b, como muitos alunos indicam, mas sim a(-b). Segundo este autor, este

tipo de resposta tende a dever-se a uma atividade mecanizada com os simbolos ¢ as regras de
manipulagdo de formalismos, o que ndo favorece o desenvolvimento da sua compreensao por

parte dos alunos.

Num estudo realizado por Lochhead e Mestre (1995), com alunos do ensino secundario sobre
as suas interpretagdes na resolug¢do de problemas algébricos, algumas das dificuldades que os
alunos manifestam advém da interpretacdo que fazem dos problemas que lhes sdo propostos.
Os autores apresentam dois erros de interpretacdo que identificaram nas varias respostas
analisadas. Um deles estd relacionado com a propensdo dos alunos para retirar os dados do

enunciado de acordo com a ordem em que eles aparecem, da esquerda para a direita. O outro
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erro de interpretagdo esta relacionado com a atribuicao de rotulos as variaveis, onde os alunos
ndo interpretam as varidveis como quantidade (por exemplo, P significa o “numero de
professores” e A o “numero de alunos”). Estes dois factos levam os alunos a escrever os
dados pela ordem que surgem no enunciado sem atenderem a informacgdo que efetivamente

transmitem.

As dificuldades que os alunos evidenciam ao longo do seu percurso escolar no estudo das
funcdes prendem-se, segundo Kieran (1992), com a pouca énfase que se dd a conexao entre as
diferentes representagdes de fungdes, tais como a algébrica e a grafica. As primeiras
aprendizagens sobre graficos e fungdes sdo fundamentais para que os graficos sejam um meio
de compreender as transformagdes algébricas. A autora considera que as abordagens de
ensino que valorizam mais atividades de passagem da forma algébrica para a gréfica
dificultam a interpretacdo da informagdo contida num grafico. Por isso, conceber uma fungao
como um objeto é o primeiro passo para perceber se este conceito possui diferentes
propriedades funcionais e analisar a covariancia das varidveis ¢ uma forma de compreender a

relacdo entre elas, minimizando as dificuldades no trabalho com as diferentes representagdes.

Metodologia de investigacao

Este estudo procura averiguar como se desenvolve o pensamento algébrico de alunos do 10.°
ano na aprendizagem de topicos de fungdes. Com este objetivo € feito o estudo de caso da
aluna Silvia. O estudo segue uma metodologia de cunho qualitativo interpretativo, pela
importancia que a atividade da aluna adquire nas experiéncias em que elabora os seus
significados no contexto em que se insere (Erickson, 1986). O registo do estudo de caso segue
um estilo descritivo para, a partir das atividades realizadas pela aluna, facultar o
conhecimento das suas formas de pensar. As razdes que levaram a escolha desta aluna, entre
24 alunos de uma turma, foram por: (i) se situar, antes do estudo de fungdes, no grupo de
alunos de desempenho médio de aprendizagem a Matematica, que se traduziu numa
classificagdo de treze valores (numa escala de 0 a 20); (ii) manifestar abertura em integrar o
estudo; e (iii) pela pertinéncia da informacdo que recolhemos da sua atividade, que revela,
comparativamente aos alunos de desempenho médio, uma maior evolugdo de aspetos do
pensamento algébrico. A aluna, com 15 anos, frequentou o 10.° ano de escolaridade do curso
de Ciéncias e Tecnologias, numa escola secundaria de um concelho do distrito de Braga. Ao

longo do seu percurso escolar, nunca foi alvo de nenhuma retencdo e obteve sempre um
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desempenho médio a todas as disciplinas. No ano letivo em que se desenvolveu este estudo,

revelou ser uma aluna empenhada e interessada em participar nas atividades das aulas.

Os dados foram recolhidos através dos seguintes métodos: (i) registos escritos da aluna que
traduzem a resolugdo das tarefas propostas antes, durante e depois do estudo de fungdes. As
tarefas propostas antes do estudo deste tema também foram resolvidas apos esse estudo para
averiguarmos em que aspetos do pensamento algébrico a aluna evoluiu; (i) transcricdo de
gravacdes em audio das atividades da aluna realizadas na sala de aula (RA); e (iii) entrevista
(E). Com a entrevista (Anexo 4), efetuada apos o ensino do tema das fungdes, procuramos

aceder ao modo de pensar da aluna na resolucdo das tarefas propostas.

Apos uma primeira leitura da documentagao reunida, procuramos “examinar, categorizar (...)
recombinar as evidéncias” do estudo (Yin, 2005, p. 137). Com esta leitura, fragmentamos a
informagao recolhida na procura de regularidades com a preocupacgdo de ndo retirar o sentido
conferido pelos participantes, o que nos permitiu reduzir os dados em torno de dimensdes que,
como defendem Miles e Huberman (1994), organizam e sistematizam a informacao. No que
diz respeito ao desenvolvimento do pensamento algébrico de Silvia, organizamos a
informagdo que recolhemos segundo as concecdes de Kaput (1999) e Kieran (1989, 1992,

1996):

(1) Estabelecer relagoes: interpretar informacdo de enunciados escritos ou de
graficos; escrever expressdes com recurso a letras; inferir relagdes por

concretizagao numérica de letras.

(2) Analisar relagoes: identificar o papel das letras numa expressdo; estabelecer
novas relacdes a partir da andlise de relacdes ja estabelecidas; transformar

expressoes; elaborar e aceitar/refutar conjeturas.

(3) Fazer extensoes: generalizar relacdes; aplicar as relagdes encontradas a novas
situagdes; modelar situacdes matematicas ¢ da vida real; reconhecer a utilidade

de modelos.

Em cada um destes aspetos do pensamento algébrico, a informagdo ¢ apresentada segundo o
momento em que foi recolhida: (i) antes do estudo das fungdes; (ii) durante o estudo das
funcgdes; e (iii) apds o estudo das fungdes. No processo da analise dos dados, preocupamo-nos
em nao acrescentar significados ou comentéarios aos textos originais, nem alterar o seu

sentido.
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O estudo das fungdes do 10.° ano resultou de estratégias de ensino orientadas pelos seguintes
principios: (1) valorizar a atividade do aluno; (2) resolver problemas; e (3) usar, quanto
possivel, as TIC. As aulas decorreram em trés momentos: (i) apresentacdo da tarefa a turma
sob a forma de problema; (ii) trabalho em grupo; (iii) discussdo final no grupo turma. Com a
resolugdo de problemas pretendemos proporcionar aos alunos a possibilidade de desenvolver
atividades que promovessem a capacidade de generalizacdo e a procura de regularidades, a
modelacdo e a utilizacdo de multiplas linguagens. Embora ao longo deste estudo a esséncia
das tarefas fossem os problemas, foram ainda propostos outro tipo de tarefas, como por
exemplo, os exercicios presentes no manual escolar adotado pela escola. As tarefas propostas
aos alunos foram exploradas com recurso a materiais tecnologicos, tais como o Geometer’s
Sketchpad (GSP), a calculadora grafica e o sensor de movimento. A calculadora grafica
assumiu um papel privilegiado, pois o seu uso ¢, no ensino secundario, de caracter

obrigatdrio.

Antes e apos o estudo das fungdes (Anexo 1) os alunos resolveram tarefas propostas por
Arcavi (1994), Kieran (1992) e Kiichemann (1978). Durante o estudo das fung¢des, os alunos
resolveram tarefas do manual escolar. A énfase que o tema das fungdes teve neste estudo
deveu-se a duas razdes. Por um lado, por nos permitir conciliar a gestdo curricular com o
desenvolvimento do pensamento algébrico de alunos do 10.° ano de escolaridade. Por outro
lado, por ser um tema que trata de relagdes, da representacdo-analise de situagdes através do
uso de simbolos algébricos, e da andlise da variagdo em diversos contextos. Nos anos
escolares que antecederam o 10.° ano, Silvia estudou os seguintes topicos algébricos relativos
as funcdes e as equacdes: (i) 7.° ano: equacdes do 1.° grau com uma incdgnita;
proporcionalidade direta e as suas representacdes (tabela e graficos); (ii) 8.° ano: equagdes do
1.° grau com denominadores; equacdes literais e equagdes de grau superior ao 1.° diferentes
representacdes de uma funcgdo (tabela, graficos, expressdes analiticas); proporcionalidade
como funcao e graficos de fungdes afins; (ii1) 9.° ano: sistemas de equagdes; equagdes do 2.°
grau; proporcionalidade inversa como fung¢do e as suas representacdes. No 10.° ano, Silvia
aprofundou os seus conhecimentos matematicos através do estudo dos temas que estruturam o
programa da disciplina de matematica deste ano de escolaridade: (i) Geometria no plano e no
espacgo I; (i1) Fungdes e graficos. Fungdes polinomiais. Fungcdo modulo; e (iii) Estatistica.
Relativamente ao tema das fungdes, os topicos do programa escolar estudados foram: fungao,
grafico e representacdo grafica; estudo intuitivo de propriedades da funcdo quadratica e da

funcdo moddulo; fungdes polinomiais (graus 3 e 4); e decomposi¢do de polindmios em fatores.
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Resultados
Estabelecer relacoes

Antes do estudo das fungoes. Na transicdo do estudo da Geometria para o estudo das Fungdes,
Silvia revela ser capaz de interpretar enunciados de problemas proximos dos que sdo
trabalhados no 3.° ciclo, como se verifica, por exemplo, na determinagdo do perimetro de

triangulos escalenos formados em func¢do da variacao conjunta dos seus lados:

Os trés lados de um triangulo tém diferentes comprimentos. O segundo
lado tem mais trés centimetros que o primeiro e o terceiro lado mede o

dobro do primeiro lado. Como podes representar o perimetro deste

wiEcm P 1irar - Wit ed,,

e

triangulo?

Na interpretacdo que faz, a aluna traduz essa variagdo através de uma representacao pictorica
de um triangulo, mais proxima da forma de um tridngulo is6sceles do que escaleno, e da
correspondente representagao simbolica. Em ambas as representacdes distingue a variagao das
dimensodes dos lados do tridngulo recorrendo as respetivas expressoes literais, designando a
quantidade desconhecida pela letra x. Embora traduza a soma de dois termos idénticos, x + x,
por 2x, representa o dobro desse termo pelo seu quadrado. Silvia transforma a adi¢do numa
multiplicagdo, o que parece resultar da conexdo irrefletida que estabelece entre conceitos

matematicos.

Na traducdo de enunciados de problemas, Silvia atribui sentido as letras, como exemplifica a
relacdo que estabelece entre as variaveis que representam o numero de alunos e de professores

de uma dada escola:

Numa escola hd seis vezes mais alunos do que professores. Referindo por A os
alunos e por P os professores, escreve uma equacdo que traduza o problema (ndo
resolver o problema)

6 ¥ olunos = pmgasores_

,Qc%a o ey € 6a=P,

Porém, na representagdo simbolica que traduz a sua interpretagdo a aluna inverte a posicao

das variaveis porque as escreve segundo a ordem como aparecem no texto. Silvia parece
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entender as letras como objetos ou como nome de objetos, o que a impede de manipular
mentalmente a informagao dos dados que retira do enunciado. A aluna revela nao ter habitos
de confrontar as relagdes que expressa com o significado que elas adquirem na interpretagao
do enunciado de um dado problema. A forma acritica como determina relagdes através de
expressOes algébricas, também se verifica nas ligacdes que estabelece entre as diferentes
representacoes de conceitos matematicos, como se observa na interpretacao que Silvia faz da

informacao que retira de graficos de Fungdes que estudou no 3.° ciclo:

\

=

2 So valows com I X i
ye conskente ew propereionalidade N e R a0
Cloag® o . inversa.- conslantes.

Sdo ctwec!lc\\neﬂ)la

P"oPC"C‘\-‘D“Oi»s.
Reconhece a representacdo que traduz uma fungdo constante e uma funcdo de
proporcionalidade inversa, mas ndo reconhece a representacdo de uma funcdo de
proporcionalidade direta. Na situagdo que traduz uma funcdo constante identifica a relacao

entre os valores de y e de x, mas ndo tem presente que um grafico que representa grandezas

diretamente proporcionais ¢ uma reta que passa na origem e ndo uma reta horizontal. A
designacdo que da a esta situagdo indicia dever-se a ideia que tem sobre a razdo constante
entre os valores de y e de x. Essa confusdo também se verifica na interpretacdo que faz do
grafico de uma situagdo de proporcionalidade direta, o que a leva a ligar o requisito constante

aos valores que as varidveis x ¢ y podem assumir, em vez de estabelecer a relagdo entre os

valores destas variaveis.

Durante o estudo das fungoes. No inicio do estudo do tema das fungdes, Silvia mostra ter
presente a nog¢do do conceito de fungdo, enquanto “algo que relaciona duas variaveis como o

xe o y, sendo x o objeto e y a imagem” (RA). A aluna evidencia a sua aptiddo para

interpretar a informagdo de um grafico ao identificar e relacionar os seus pontos relevantes.

A variagdo do valor das agdes da

v
fem curos)

empresa Eurofaz, nos 10 primeiros 13

08

dias de fevereiro, em relacdo a

média aritmética dos valores das i

acoes de trés empresas A, B e C, do
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mesmo ramo, estd representada graficamente na figura. Imaginem que sao
representantes da administracdo da Eurofaz e vao analisar a situacdo da
empresa. Com base no contexto do problema, elaborem um relatorio que
apresente a vossa interpretagdo tende em conta os valores que

consideraram relevantes.

No primeico 2 sgunde dia (“14€,-1€) as accoes da EuroFAZ i wmis
boixas do que wmédia das ovteas empresas . Tal volfa o aconkecer no oitave, Nono

décimo dia (-2 €, -1<,-0 €),£m ambas as 5.‘[\.:0.__55\:‘5 a emnresa EURoFAZ
Qaﬂgot"mo. os dias & passonds, diminuik a distarca  deos volores.

"DS das 3 e F ST oS Tecos, oo *jo, as acgdes da ewmpreso, EUROFAZ
€ a media das aceTes das ovtcas | presas estauam i%,um;g

Evitve © da 4 o 6 o3 valores 52 supericres o wédia, sendo no
A 5 o woior disYanda entce os valores da acgad,
Da relacdo que estabelece entre as variaveis dia e euro, a aluna reconhece que essa relacao
ndo diz respeito somente a empresa mas sim a variacao desta em fungdo da média de outras
trés empresas, o que lhe permite “ver se estava abaixo da média ou ndo (...) das outras
empresas” (RA). Partindo desta andlise, institui outras relagdes da mesma funcdo que

apresenta num quadro de sinal e num quadro de variacao:

§ 1 3 ~ Ao
0 || - | o [+ |0 | - |-ou
das | 4 3 5 8 o
V?c\;( Sa Al o {2 w3 |\ -2 [ 7] -om

Silvia recorre a linguagem simbolica para representar, no quadro de sinal, as imagens por
f(x) sem se aperceber que designa os objetos pela letra f em vez da letra x. A aluna
indicia assim ndo distinguir a letra que representa o processo de transformagdo, da letra que
representa o transformado por esse processo. Por outro lado, no quadro de variacdo altera essa
simbologia por expressdes da linguagem corrente por contextualizarem o problema: “em cima
era sinal negativo ou positivo e eu fiz com coisas da matematica; em baixo como era se as

acdes crescem ou descem eu pus com os nomes da vida real” (RA).
Com o decorrer do estudo, a aluna estabelece outras relagcdes, como por exemplo, a que

. . . A 7 2
relaciona as medidas da largura e do comprimento de todos os retangulos com area 18cm”.

Apresenta, numa tabela, para as medidas dos lados dos retangulos os submultiplos de 18 por

serem “‘valores inteiros (...) normalmente quando s3o medidas de comprimento sdo valores
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certos” (RA). Na discussao com os seus colegas e com a professora reconhece que as
dimensdes do retangulo também podem “ser nimeros inteiros ¢ decimais” (RA), embora so
apresente valores inteiros para a varidvel independente porque “dos valores que obtive na
tabela da calculadora tirei os valores esquisitos” (RA). Ao estabelecer a relagdo pretendida,

Silvia recorre as letras x e y por serem “as letras da calculadora” (RA). Embora obtenha

alguns valores para estas varidveis que satisfazem a area dos retangulos, o significado que
atribui a estas letras ¢ de representacdo dos lados desses retangulos, em vez das medidas que
esses lados podem assumir. A relagdo que estabelece permite-lhe determinar a variagdo dos
comprimentos desses retangulos quando a largura assume valores muito proximos de zero, ou

quando a largura aumenta indefinidamente:

7, Quando a

[ar uRg | Qaootime ualBlWs Ihnw o fssuoyi rng
Ae 210 0 COMoiifnen O Guimeniad  Tnd2f e br e nke.
-Exl;rni::b&‘.
o o1
20 160
0,000 2 0, 000000 2
Qo0 [Flefelb1b v bla]
.Quondo a Qoo AUt autnenia tholediniclamen le
alonjece 'O ContRA e, ou *ja .0 (Cn?[)’ulurh/{) s
tndefin: chmenk munce ¢cle x_ a0
ern 50> I
i “/J % 150E
0,5 1

Ao relacionar as varidveis comprimento e largura, a aluna reconhece a sua variacdo conjunta.
Num dos casos, ao atribuir valores a uma das varidveis, Silvia apercebe-se da infinidade de
retangulos equivalentes que pode obter: “1 estd para 18 como o dobro de 18 esta para metade
de 1; 18 a dividir por 0,1 ¢ 180; 18 a dividir por 0,0005; (...) vamos por outro, 10 a dividir por
0,0002 (...) chega de exemplos” (RA). Das relacdes que estabelece entre as varidveis que

formam uma expressdo algébrica, a aluna sente, por vezes, a necessidade de as concretizar

para perceber o efeito da variagdo de uma delas em fungo da variagdo dos valores da outra.

Apos o estudo das fungoes. Em comparagdao com as respostas que deu no inicio do estudo das
fungdes, Silvia altera a forma como respondeu as questdes relativas a atividade de estabelecer
relacdes. Uma das questdes onde se verifica essa mudanga ¢ a que diz respeito a relagdo que
estabelece entre os lados de um triangulo escaleno e a expressdo do respetivo perimetro. A
aluna distingue, quer na representagdo pictdrica, quer na representacdo simbolica da situagao
dada, a representacdo do dobro de uma dada quantidade da representa¢do do seu quadrado, o

que nao se verificou no inicio do estudo.
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A evolugdo que manifesta em representar algebricamente a informacdo que retira dos
enunciados de problemas reflete-se também na forma como estabelece a relacdo entre as

variaveis, sem atender a ordem como interpreta na leitura que faz de enunciados de

problemas.

Pe & ou GF=A

Ao apresentar duas expressdes equivalentes revela compreender a relacdo que estabelece e a
dependéncia entre as varidveis. A compreensdo da dependéncia da variacao dos valores de
uma variavel em fun¢do da variacdo dos valores de uma outra também se¢ verifica na

interpretagdo que Silvia faz da informagao que retira da leitura de graficos:

Observa os graficos e para cada um deles explica a relagao que existe entre os
valoresde xedey.
Y=o, ¥gp o Cema o ggfice NAERIL R RS
dungo € cempre Crigings  uma SR S
rclome. 2Dk B oo Quonde ©  vola Oc
periale Sged L OMNCAS, O My
qur o6 valu de dr aurmeria de
X ey L0 WheE dguot oo | focorda
Lol propadmais. | asice ume Qurcas
ofien

Na primeira situagdo identifica a relagdo constante que ha entre os valores das varidveis. Na
situagdo que representa uma funcao de proporcionalidade inversa, que identifica, ndo escreve
a relacdo entre as variaveis x e y por ndo conhecer a constante de proporcionalidade. A
atencdo que manifesta ter nesta situagdo nao se verifica na forma como traduz a relagdo entre
grandezas diretamente proporcionais. Ao associar o grafico que representa estas grandezas a

funcdo identidade, considera que “preocupei-me mais em apresentar uma expressao do que

atender a inclinagao da reta” (E).
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Analisar relacoes

Antes do estudo das fun¢oes. Na traducdo do significado que as letras assumem nas
expressoes algébricas, Silvia identifica os diferentes papéis que estas assumem mas nao os

distingue:

Observa as expressoes seguintes e explica em cada caso o papel que

desempenha cada uma das letras utilizadas.

a) n+3; b) 2x+3=4x-1; c) a(b+c)=ab+ac

n+d n€ “ﬂ'.-,q:tﬁuhh
2e43=dx-] g £ o wmwh™me .
alb+c)=abbac « b o vepeeveher ofoews

Ao considerar que as letras representam um nimero ou um valor desconhecido, que designa
de incognita, ndo distingue o papel que as letras podem assumir (parametro, incdgnita ou
variavel) conforme surjam numa féormula, expressdo ou equacdo. Tal conce¢do faz com que
Silvia, perante uma expressao fracionaria, atribua valores a letras em vez de procurar relagdes

entre os termos que lhe permitisse simplifica-los:

Encontra o valor da seguinte expressdo:

> N . At s
3 = . —— ¢ —
cp-a) cla-b)  2%(&3) = a(4-3) ax1 Lxt e

234
(5
ol
0l

A aluna tem a nog¢ao de que para trabalhar com fragdes precisa de ter o mesmo denominador,
0 que obtém sem considerar a ordem das letras, mas ndo se apercebe que poderia manipular as
expressoes do denominador para que isso acontecesse. A confusdo generaliza-se ao manter o
numerador e somar os denominadores. A atribui¢do de valores diferentes as letras indicia que,

para a aluna, estas ndo assumem o mesmo valor no dominio que valida a expressao.

Da atividade que desenvolveu nos diferentes anos escolares, Silvia revela capacidade para

justificar as suas conjeturas:

Se n-246=762, n-24T7="7 %R wmue &£ WU Subhaic mois um voler , o fesubiod

n_&a\?: 61 . dorG W unn wvaler Guw o ankel®i .
¥ {(n-sue = teaw n= 408 fogo 10&:\%—0}:#-.169

Perante o conhecimento do valor de uma expressao, apercebe-se da transformacao que tem de
fazer para determinar o valor de outra expressdo. Exprime essa transformagdo em linguagem

corrente, mas recorre a linguagem simbolica para dar significado a interpretacdo que efetuou.
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Durante o estudo das fungoes. Com o decorrer da experiéncia de ensino a aluna mostra uma
maior preocupagdo para justificar os processos que realiza nas suas atividades. Essa
preocupacao verifica-se, por exemplo, na resolugdo do problema que solicita a determinacao

do valor que traduz a mesma temperatura em graus Celsius e em graus Fahrenheit (Anexo 2):
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Os valores que atribui a uma das varidveis resultam da analise que faz dos resultados que
obtém, o que lhe permite aperceber-se do sentido da variagdo dos valores dessa variavel, de

modo a obter a mesma temperatura nas duas escalas.

A capacidade de analisar relagdes também se verifica quando Silvia estabelece novas relagoes
a partir de uma dada relagdo. E o que se verifica, por exemplo, no problema “Vinho do Porto”

(Anexo 3):
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A partir da andlise de uma relagdo numérica que determina a idade do vinho do Porto (a partir
da mistura de vinhos de idades diferentes) identifica o termo que corresponde a variavel,

estabelece novas relagdes e resolve equagdes que estabelece.

Apos o estudo das fungoes. A aluna tende a julgar que as letras possuem uma identidade
propria que as distingue, cuja caracteristica transfere para os valores que podem assumir.
Revela uma preocupagdo em apresentar as suas justificagdes numa linguagem mais formal.
Por exemplo, na determinagdo do valor de uma dada expressao a partir da relagdo que analisa
entre esta e o valor de outra expressao, resolve a equacdo para determinar o valor da incognita

e, de seguida, determina, por substitui¢do, o resultado pretendido:

Se n=-246=762, n-247=7
n""&‘-i6=¥62 = n=T6Z A 2_&6(«.} n-= lCO%

N- 20 1008- 2ut s X614

Esta estratégia de resolugdo parece dever-se ao habito de resolver equagdes através da
aplicacdo das regras sem considerar outras possibilidades de resolu¢ao. Na resolucdo da
equacado, o cuidado que a aluna tem de usar o simbolo de equivalente entre as equagdes parece

induzi-la a usar o mesmo simbolo para unir a expressdo algébrica a expressdo numérica que
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resulta da substitui¢do da incognita pelo valor encontrado. Apos o estudo das fungdes, nem

sempre revela a mesma capacidade para transformar expressoes:

4
z z*

s(3z-4)= 10 @ Eotor 371 . 3za LAy
3 =
c’(b~a) c*(a=b)

() 402-5 « *0 ()
M52 = 145

(Y 224

Da analise da primeira expressdo, a aluna apercebe-se que a pode simplificar,
independentemente dos valores que as diferentes letras possam assumir no dominio de
validade da expressao. Silvia nao identifica que os denominadores sdo simétricos e simplifica
a expressdo sem considerar as regras da adicdo entre fragdes e sem reparar que anula o
denominador: “somar fra¢des ¢ preciso o mesmo denominador, a expressao tinha muitas letras
e baralhou-me. Tentei simplificar, pareceu-me um caso notadvel e como ab — ba ¢ zero

desaparece e fica s6 2¢? o que simplificava tudo” (E).

Na transformacdo da segunda expressdo a aluna ja ndo revela a mesma capacidade de

simplificar expressdes, ao concretizar valores para testar relagdes. Na resolucdo da questdo

“supde que 5(3z-1)=10, entdo

=77, em vez de usar uma estratégia que resulte da

analise das relagdes que possam existir entre as expressdes que lhe sdo dadas, opta por
determinar o valor da incognita que surge nas expressdes. A aluna afirma que “resolvi a
equacgao, descobri quanto valia 0 z e depois substitui o z na expressao” (E). Ao optar por
trabalhar em termos processuais parece ter o intuito de fundamentar as suas respostas com

recurso a procedimentos matematicos que lhe sdo familiares.

Fazer extensoes

Antes do estudo das fungoes. Das relagdes que estabelece, Silvia evidencia que prefere
recorrer a estratégias que envolvam esquemas em vez de procurar, embora identifique

regularidades, inferir uma lei geral:

Observa a seguinte sequéncia.

. -5

¢l [ ] o 0 ] AN Figire 0 A
opugoENoguiogn opoiNoEn sf-r.g)u«-aas)j (Gemsy, AOSIE0E

O O O B O e O N O R O SR PO

~] o [*] 4a F\bvl"-_ sty o

o T
a4 r\bu[‘- -85 PRES
Acs Y

J4 c 20" Figure -
Quantos pontos terd a 302 figura? °° %
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Apresenta o teu raciocinio.

Na sequéncia, apesar de nao obter uma lei geral, a aluna estabelece uma relagdo numérica que
lhe permite responder a questdo. A nog¢do que Silvia mostra ter sobre o uso de letras nas
relacdes entre expressodes surge associada a ideia de que letras diferentes representam valores

diferentes:

Esta igualdade x+ y+2z=x+ p+z ¢ verdadeira?
(A) sempre.

Justifica a tua opgo.

Nunca porgug  dwas  Wdus nio wodkem der 0 mesne volee

A aluna indicia saber simplificar expressdes, reduzindo a equagdo dada a forma y = p. Ao
traduzir uma igualdade entre letras e ndo uma igualdade entre uma letra € um nimero nao
considera que essa igualdade tem uma infinidade de solug¢des. A capacidade que aparenta ter
para manipular expressdes ajuda a aluna a resolver uma equacdo fraciondria sem recorrer as

regras de resolucao de equagdes com denominadores:

2 =l?Porqué?
x+6 2

. ! 2%+
Sem resolveres a equagio, diz quantos valores fazem com que 3

Tedos o3 valotes cloo oquele resullade  poegus ..\d.-poumkmq-k
do @ Hdomer Gl o\&um vo\or‘o deneanpodor e sun gee o dolse
do pamendos  loge  ddvd Sempxe é_ :

Na equacgdo fracionaria, Silvia apercebe-se do significado que a incognita assume na
expressdo do numerador e na expressao do denominador. Considera que todos os valores
verificam a condicdo pela relagdo que identifica entre estas expressdes, sem especificar o tipo
de valores a que se refere e o dominio de validade. A capacidade que revela em manipular
mentalmente os termos de uma equagao também se verifica na analise que faz dos termos de
uma inequacdo. Silvia reconhece a relagdo de ordem que pode estabelecer entre as duas

expressoes, independentemente do valor que a varidvel possa assumir:
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Para quevalores de x aexpressdo -~ +x<x° +x+1 &verdadsira?
Parts odos oo voloms poismo cuto o Smpe mes 4.

A andlise da condi¢do como um todo ndo condiciona o significado que atribui ao papel que a
variavel desempenha em cada termo dos membros da inequacdo. Ao compara-los, constata
que o termo constante da expressdao do 2.° membro ¢ quem determina o nimero de solucdes

da inequacao.

Durante o estudo das fungoes. Silvia evidencia reconhecer que os seus conhecimentos
matematicos lhe podem ser uteis quando resolve problemas de contexto da vida real. Apesar
de inicialmente ndo procurar modelar matematicamente as situacdes com que se deparava,
com as atividades que desenvolve vai-se apercebendo da sua importincia e aplicabilidade. Na
resolucdo de problemas que implicam a descoberta de modelos matematicos, Silvia vé-se
confrontada com a necessidade de trabalhar com letras € com o seu uso enquanto variaveis,
incognitas ou parametros. Escolhe as letras a usar sem se aperceber de imediato que esta a
usar a mesma letra em situagdes diferentes. Na discussdo com os seus colegas opta por usar «

pois assim “ndo se confunde com o y da funcdo” (RA):

Em dois postes, distanciados 11m um do outro, medindo um 8
m e o outro 7m, foram colocadas duas cordas esticadas

ligando o topo de uma a base de outra e vice-versa, tal como ¢

sugerido na figura ao lado. Numa pequena composi¢dao

matematica que inclua
X
. X _ -8 xiB
esbogos de graficos com - = "5 %Y
pontos relevantes, e os 1\0( =8 4 ga)!
. 4 £, .
procedimentos — ;’:,’
o) ( [ AT
que usaste apresenta  uma noom

possivel solugdo se o terreno for inclinado ou irregular? Sera
possivel estabelecer uma relacdo para descobrir esta relagdao

para qualquer tipo de terreno?

A modelacao leva a aluna a refutar conjeturas, a generalizar a aplicagdo do modelo que
definiu e a relacionar assuntos que estudou na disciplina de Matematica e de Fisico-Quimica.
Ao escrever uma das variaveis em fun¢do da outra, ao instalar um referencial na figura que
ilustra o enunciado do problema e ao usar a equagao reduzida da reta para definir as equagoes

que representam as cordas, Silvia manifesta compreender o papel da varidvel que escolheu e
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evidencia a sua capacidade de trabalhar com diferentes representagdes das fungdes, mobilizar

conhecimentos e modelar situacdes reais.

Noutra situa¢do de contexto real, Silvia elabora o enunciado de um problema, modela-o para
dar resposta, com recurso a materiais tecnoldgicos, a questdo que ela propria formulou e

explicita o seu raciocinio:

Problema

Mo restourante McDonald’s estd a ocorrer uma remodelagdo.
Pretende-se, para a parte infantil, colocar uma porta com a forma do
simbals do restaurante. Quais =80 as dimensfes necessdrias?

1 Abrir a imagem no &SP e selecionar alguns pontos
pertencentes a urma das pardbolas representadas na imagern.

2. Caleuhar as cocrdenadas dos pontes marcados.

3 Inserir as coordensdas dos pentes na calouladora grdfica e
nesta calcular o expressio que representa a pardbola.

4, Ingerir ¢ expressdo no GSP ¢ desenhar a fungdo. Repetir o
mesmn para a autra pardbaola.

Fld= —16x% + 10,17x = 11,39 Kfx) = =157591x% + 219783x — 71,7221

E necessario calcular o vértice de uma das parébolas: (3,19;4,77). Na imagem, a altura é 7,45
cm, mas aplicada na constru¢ao da porta teria que ser 1,35 m de acordo com a escala. A largura
(L) é medida no ponto de intersecgdo (I) das duas parabolas: I(5,08;—1,02), 1, = 3,80 cm. Mas
¢ preciso também medir a distancia entre os vértices (dV) das duas parabolas, para que a porta
fique com a forma do simbolo: d,=3,78CM. A largura “total” é duas vezes de uma das

parabolas, ou seja, ¢ 7,6 cm e a distancia entre os vértices (dV) € 3,78 cm. Na porta a largura teria
que ser 1,37m e a distancia entre os vértices teria que ser 0,68m, de acordo com a escala. As

dimensdes da porta teriam que ser: Altura=1,35m; Largura=1,37m; dV=0,68m. (RA)

A aluna insere a imagem da forma que pretende modelar no Sketchpad (GSP), recolhe as
coordenadas de um conjunto de pontos com o auxilio deste software, insere estas coordenadas
nas listas da calculadora, determina os modelos que melhor se ajustam aos dados recolhidos
através da técnica da regressdo quadratica e valida esses modelos que obtém através da sua
representacdo grafica no GSP sobre a imagem inicial, o que lhe permite “reproduzir” a forma
pretendida. Apesar de efetuar um conjunto de procedimentos matematicos para obter as

dimensdes que procurava, preocupa-se em estabelecer uma relacdo que converta as unidades
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com que trabalhou no GSP em medidas reais, o que revela sentido critico na andlise das

respostas que obtém:

Para resclvermos o problema foi necessdrio fozer umo escala adequada és
dimensties da porta.

T45cm lem
T = oF = 18cm = 0,18m

Na resolucdo de problemas que implicam a descoberta de modelos matematicos, Silvia vé-se

confrontada com a necessidade de trabalhar com letras.

Apos o estudo das fungoes. Na resolugdo de um problema sobre padroes, Silvia revela tentar
afastar-se do uso de estratégias numéricas e procura escrever uma expressdo geral que lhe

permita determinar o termo de uma dada ordem:

n n 0 . . .
n n n IL. o.o .;I .o .. .o o.
- [ [*] ]

PR — = * ; SR 5 ,
A% “',.f. Q ST — 21, an  20° w2142, wds xovh .
za — S s
2o il = 13 0N — 214 TsxG =AU oS,
2 —
(e — 12ta= V& + St do poole que sumenia de
i X - = Pde Piguo: aura
of — A% ¥y = 24 [.BT\.U.-,/ »f".o\llll = £I3U\ 3 [
< oussanos )
Cy ;C:S—.r o 20T

Partindo do nimero de pontos que determina para a 5.* figura e da regularidade que identifica
nas cinco primeiras figuras da sequéncia, a aluna estabelece uma expressdo algébrica para
determinar o nimero de pontos da figura de ordem 30. Em comparacdo com a resposta que
deu no inicio do estudo, traduz o seu raciocinio numa expressdo geral em detrimento de
efetuar somente calculos numéricos. Mas, noutras questdes, Silvia mantém algumas das suas
respostas. A aluna continua a considerar que as letras, independentemente do papel que
desempenham numa expressao, representam incognitas. Ao determinar o nimero de solucdes
de uma equacdo com varias letras, embora reduza os termos dessa equagdo, continua a

considerar que letras diferentes ndo podem assumir o mesmo valor:

REVEMAT. Florianodpolis (SC), v.9, n. 2, p. 23-56, 2014. 46



Esta igualdade x+ y+z=x+ p+z é verdadeira?
(A) sempre.

(C) as vezes. Quanda?

Justifica a tua opglio, Codo weogpda om  wa  valer diferenie , portanie
‘fe <) obn'au{orio\ha\k Ao wototes clié".n-n{us,

logp edlo igualdods nurca poderd. oor verdladiiva .

Na generalizagdo de algumas situacdes, Silvia manifesta a preocupagdo de sustentar

numericamente as suas respostas, como, por exemplo, se observa na determinac¢do dos valores

que satisfazem uma desigualdade entre duas expressoes:

Para que valores de x a expressfo ¥ 4+x<xi+x+] éverdadeira?
Lolo enpresdy € sape »:e:dp@g(ra aur X tpda o, un P peatin Qu
um 7 oG ¢
- Rz ¢ 24244 () B¢ Iqerdaw'rb
GP10 <F 10+ ) O I | wrdodneo

R A th o2 a2 HIM 242 Vertadee

A aluna concretiza trés valores para confirmar a relacdo que mentalmente estabeleceu entre as

duas expressodes, procurando assim validar casos gerais a partir de um numero limitado de
casos.

Apds o estudo das fungdes, Silvia revela capacidade de aplicar diferentes conceitos
matematicos na resolucdo de problemas. Exemplo dessa aplicagdo ¢ o uso que faz de

diferentes representagdes na resolugdo do problema “Tridngulo de maior area’:

oo
.1‘*‘3‘:(5'3) 2 /
@ xta gl gs- tourwer 4 Ay Xr5-x?
3 k] / RO R F )
@ loy = os-xt P / 2 90
® oy J5-xb mg
c

Com © (olLudoffce VoUW WO O GFED Guim.

rague -pc‘qun [FR TN
Esqpode Ser  pesiive, .
no caltulodeca W

0 wGan® e deu
Greos (o CnAMuCmenk
noe X = o wA b (epey.

« Fui NG prES0 U e Ao (<Y
coltslar & hocyind | em ""ﬁ&a L.
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Na resolugdo deste problema, aluna afirma que:

“Considerei as dimensdes de uma folha de papel, a base e a altura dos tridngulos que obtenho das
dobragens da folha. A relacdo entre os trés lados desses tridngulos permite-me escrever uma das
variaveis em fung@o da outra. Com a expressdo das areas dos tridngulos efetuei o grafico da area.

Com a calculadora, determinei a area maxima desses tridngulos” (E).

A aluna usa varias letras para distinguir os entes a que se refere (base, altura e area), opera
com expressdes com essas letras, critica o esboco grafico que efetua em funcdo do contexto

do problema e reconhece a utilidade da expressdo geral na determinag@o da 4drea maxima.

Conclusoes

A discussdao sobre o desenvolvimento do pensamento algébrico de Silvia no estudo das
fungdes do 10.° ano remete para a andlise das suas atividades no que respeita a aspetos deste
tipo de pensamento, tais como estabelecer relacdes, analisar relagdes e fazer extensoes
(Kaput, 1999; Kieran, 1992). Relativamente a estabelecer relagoes, a aluna comega o estudo
das fungdes por revelar capacidade de traduzir enunciados de problemas através da
representacdo simbdlica, reconhecendo, assim, a utilidade do simbolo (Arcavi, 1994). Nas
situacdes que traduz em linguagem matematica tende a usar a letra x, o que indicia dever-se a
prevaléncia deste simbolo na maior parte dos manuais escolares e das atividades realizadas na
aula de matematica. Nem todas as relacdes que estabelece revelam um bom dominio da
sintaxe da algebra, como por exemplo a distin¢do entre a linguagem aditiva da multiplicativa,
0 que se deve a um pensamento estrutural ainda em desenvolvimento (Kieran, 1992). Na
tradu¢ao de enunciados escritos para expressoes algébricas, Silvia apresenta as letras como
objetos pela ordem de leitura do texto, como se verificou com os alunos do estudo realizado
por Lochhead e Mestre (1995). A ordem de leitura do enunciado dos problemas remete para a
conexao entre os dados que se extraem e ndo para a sua compartimentagdo local. Durante o
estudo das funcgdes, Silvia apercebeu-se da importancia dessa conexao através da resolugao de
problemas que tiveram por finalidade introduzir termos especificos das fungdes e promover o
seu pensamento algébrico. A utilizagdo em simultdneo da notacdo simbolica e da designagao
em linguagem corrente do que a varidvel representa eleva o sentido que a simbologia
representa nos contextos em que se insere (Arcavi, 1994). Com o estudo das funcdes a aluna

mostra evolucdo no uso das estruturas que aplica na escrita de relagdes, aplicando
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propriedades inerentes as operagdes entre as expressoes com que trabalha, e revela capacidade

para escrever expressoes sem atender a ordem da escrita das letras no texto.

Quanto a analisar relagdes, antes do estudo das funcdes, a aluna reconhece que as letras
podem assumir diferentes papéis mas ndo os identifica claramente, o que resulta, como
defende Arcavi (1994), dos multiplos usos que lhes podem ser dadas. Silvia revela ser capaz
de manipular expressdes, quer através da aplicagdo de um conjunto de regras e
procedimentos, numa perspetiva estrutural (Kieran, 1992), quer, em situagdes simples, através
da andlise global da expressdo. Esta capacidade de ler através das expressdes, trata-se,
segundo Arcavi (1994, 2005), da capacidade de se afastar do significado do que representa a
letra isoladamente e a0 mesmo tempo conseguir ter uma perspetiva global das expressoes
simbolicas. Na manipulacdo de simbolos algébricos, nem sempre se preocupa com aquilo que
eles representam, o que, em algumas situacdes, a impede de compreender os resultados que
obtém. Este tipo de atividades acriticas deve-se, segundo Freudenthal (1983) e Kieran (1992)
a processos de mecanizacao com os simbolos e procedimentos. Durante o estudo das fungdes,
a aluna conjugou estratégias que a conduziram a inferéncia de relacdes e mostrou ter
ultrapassado algumas dificuldades de manipular e transformar expressdes com termos literais,
o que deriva do recurso a simbologia nas suas estratégias (Freire, Cabral & Filho, 2004). Apos
o estudo das fungdes, apesar de manipular simbolos algébricos, Silvia nem sempre distingue o
papel que as letras desempenham nas expressdes algébricas, o que, segundo Kaput (1999), faz
com que perca a compreensdo das operagdes que efetua. Na elaboracdo de conjeturas, em
comparagdo com o inicio do estudo das fungdes, revela uma maior aten¢ao na sua validacao,
procurando refuta-las através de contraexemplos, tal como ¢ sugerido pelo NCTM (2007) e
por Ponte e Canavarro (1997). Atividades que envolvam os alunos a estabelecer relagdes por
analise de outras fazem da algebra uma ferramenta para a generalizagdo (Bednarz, Kieran &

Lee, 1996).

Em relacdo a capacidade de fazer extensoes, antes do estudo das fungdes, na procura de
regularidades com padrdes, Silvia determina termos de uma dada ordem de forma recursiva
(Stacey, 1989), manifestando ser mais capaz de estabelecer uma generalizagdo proxima do
que uma generalizacdo distante. Ja perante equagdes e inequagdes, a aluna generaliza relagdes
através da comparagdo que faz entre as expressoes que estruturam essas condi¢des. Ao longo
do estudo das fungdes, embora estabelecga relacdes algébricas, a aluna denota dificuldades em
ajustar e generalizar modelos que obtém. Progressivamente, ao usar simbolos algébricos em

diferentes contextos, reconhece a utilidade de usar uma letra para representar uma quantidade
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que varia (Arcavi, 1994). Apdés o estudo das fungdes, Silvia manifesta capacidade de
generalizar processos e relagdes e evidencia compreender a sua importancia na validacao das
relacdes que escreve. Embora tenha desenvolvido a capacidade de trabalhar com letras, nao
deixou de inferir algumas relacdes a partir de casos particulares, principalmente nas
expressdes com varias letras, o que, segundo Kieran (1992), revela mais a capacidade
estrutural do que a processual. A atribui¢do de valores as letras deriva da prevaléncia do
pensamento aritmético em detrimento do algébrico em muitas estratégias de ensino (Usiskin,

1988).

Dos aspetos do pensamento algébrico analisados, Silvia desenvolveu no estudo de funcdes a
capacidade de trabalhar com letras, de estabelecer relagdes em novas situacdes e analisar a
variagdo em diversos contextos, o que muito contribuiu a atividade de resolugdo de
problemas, nomeadamente os de semi-realidade (Ponte, 2005). Esta atividade envolve os
alunos a escolher letras de acordo com o contexto, estabelecer modelos que se ajustem ao
problema em estudo e a recorrer a diferentes estratégias, através das multiplas representagdes,
para generalizar a partir dos dados fornecidos (Kaput, 1999). O estudo de fung¢des potencia o
desenvolvimento da capacidade quer para traduzir enunciados escritos quer para traduzir
informagdes contidas em graficos. Segundo Bednarz et al. (1996), a tradug¢do de enunciados
de problemas em linguagem matematica significa uma transi¢ao da aritmética para a algebra,
em termos de simbolismo e em termos de raciocinio. A procura de dar sentido a relagdo entre
variaveis promove o sentido dos simbolos que se usam num dado contexto e a flexibilidade
mental de ler entre as expressoes algébricas que sdo representadas por essas variaveis. Para
este desenvolvimento muito contribui a estrutura aberta das tarefas, a utilizacdo de recursos
tecnoldgicos e a comunicagdo, escrita e oral, na tradugdo de topicos das fungdes e dos seus

significados.
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Anexo 1
Tarefas propostas antes e depois do estudo de fun¢des

1. Os trés lados de um tridngulo tém diferentes comprimentos. O segundo lado tem mais trés

centimetros que o primeiro e o terceiro lado mede o dobro do primeiro lado.

a) Como podes representar o perimetro deste triangulo?

b) Qual ¢ o perimetro do triangulo se o primeiro lado medir 10 cm?

¢) Se o perimetro for de 31 cm, qual ¢ a medida de cada um dos lados do triangulo?

2. Numa escola ha seis vezes mais alunos do que professores. Referindo por A os alunos e
por P os professores, escreve uma equacdo que traduza o problema (ndo resolver o
problema)

3. Observa a seguinte sequéncia:

+] [+] S +] +] o]
n n n . . . . . . . .

IL a j . . . .
L] [°] [*]

Quantos
pontos terd a 30.* figura? Apresenta o teu raciocinio.
4. Observa os graficos e para cada um deles explica a relagdo que existe entre os valores de x

edey.

N /

5. Observa as expressdes seguintes e explica em cada caso o papel que desempenha cada uma

das letras utilizadas.

a) n+3 b) 2x+3=4x-1 c)a(b+c)=ab+ac

. . 2x+3 1 N
6. Sem resolveres a equagdo, diz quantos valores fazem com que =5 ? Porqué?

+6
7. Se n—246=762, n—247="

8. Estaigualdade x+ y+z=x+ p+z é verdadeira?

(A) sempre; (B) nunca; (C) as vezes. Justifica a tua opcao.

9. Encontra o valor da seguinte expressao:

4 4
z z

cz(b—a)_'_c2 (a—b)

10. Para que valores de x a expressdo x° +x<x’ +x+1 ¢ verdadeira?

REVEMAT. Florianodpolis (SC), v.9, n. 2, p. 23-56, 2014. 53



Anexo 2: Valores Coincidentes
Na maioria dos paises da Europa, a temperatura ¢ indicada na . f . escala
Célsius (° centigrados). No norte da Europa e nos Estados Unidos, utiliza-se
a escala Fahrenheit (° fahrenheit).
A conversao de graus Celsius (C) para graus Fahrenheit (F) ¢ feita
utilizando, por exemplo, a seguinte formula:
F=1,8C+32
1. Qual ¢ o valor da temperatura, em graus Célsius, correspondente a 0°F?
2. Existe uma temperatura que ¢ expressa pelo mesmo valor nas duas escalas. Qual é esse

valor? Apresenta o teu raciocinio ou os calculos que efetuares.
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Anexo 3: Vinho do Porto
O Sr. Silva, produtor de Vinho do Porto, todos os anos produz vinho de excelente qualidade
misturando vinhos velhos (com cerca de duas ou mais décadas) com vinhos jovens (com
menos de uma década). Por exemplo, o Sr. Silva, ao juntar 200 litros de vinho com 18 anos a
300 litros de vinho jovem, com apenas 8§ anos, obtém 500 litros de vinho que classifica como
Vinho do Porto com 12 anos.
O Sr. Silva efetua os célculos seguintes:

200x18+8x300
200+300

=1 ou 200x18+8x300 =12(200+300)

1. Seguindo a regra anterior, juntou-se o vinho de uma pipa de 600 litros, que estava em
envelhecimento ha 35 anos, a um vinho jovem com 12 anos. Qual deve ser a quantidade de
vinho jovem a misturar, para obter um Vinho do Porto com 20 anos?

2 O Sr. Silva vai misturar um vinho jovem, de 10 anos, com um vinho velho de 40 anos, para
obter um Vinho do Porto com cerca de 30 anos. Qual ¢ a relacdo entre a quantidade de
vinho envelhecido e a de vinho jovem que o Sr. Silva deve misturar? Explica a tua

resposta.
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Anexo 4: Guiao da Entrevista

1. Das tarefas que resolveste no estudo de fungdes qual ou quais destacas mais
positivamente? E menos positivamente? Porqué?

2. Da estratégia delineada para o ensino e aprendizagem do tema das fungdes indica trés
aspetos que mais gostaste. E que menos gostaste? Porqué?

3. De quantas maneiras podes reescrever 2x+3 como soma de duas ou mais quantidades,
usando o simbolo x e apenas niimeros inteiros? De quantas maneiras podes reescrever
30x°, como produto de quantidades, usando o simbolo x e apenas numeros inteiros
positivos?

4. Como ja sabes, em Algebra as letras tém diferentes significados. Por exemplo, na
equagdo y =ax+b o que representam as quatro letras?

3z-1 _9

5. Supode que 5(3z—1) =10 entdo

6. O grafico dado representa a relacdo entre a velocidade € | automével a
o tempo para dois automoveis. Considera que os
automadveis iniciam o seu percurso na mesma posicao e

.. . - Automdvel B
que vigjam na mesma dlregao.

a) Estabelece a relacdo entre a posi¢do do automoével A Tizgn  Tempo em horas
e a posicao do automodvel B para £ =1 hora. Explica.

=1h

b) Estabelece a relagdo entre a velocidade do automovel A e a velocidade do automodvel B
para ¢t =1 hora. Explica o teu raciocinio.

c) Estabelece a relagdo entre a aceleracdo do automovel A e a aceleragdao do automével B
para ¢t =1 hora. Explica o teu raciocinio.

d) Qual a relagdo entre as posi¢cdes dos dois automoveis durante o intervalo de tempo
entre £=0,75horas e =1 hora? (Isto ¢, um dos automoveis esta a afastar-se do

outro?)

7. Com uma folha A4, consegue-se construir dois cilindros diferentes. Qual pensas ser a
relacdo entre os seus volumes? Explica apresentando o teu raciocinio.

8. Dobra uma folha de papel de modo que o canto superior esquerdo toque o lado inferior da
folha, tal como mostra a figura:

Qual ¢ o triangulo de maior area que se forma no canto inferior esquerdo da folha?
Justifica a tua resposta.
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