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Resumo

Este artigo esta inserido no campo da histdria da educagdo matematica e busca estudar um contetdo matematico
ndo mais prescrito nos livros didaticos atuais, mas que foi ensinado em tempos passados nas escolas: a prova dos
nove. Assim, pretende-se apresentar os primeiros indicios, as diferentes maneiras de interpretia-la e as
demonstragdes da prova dos nove para as quatro operacdes fundamentais. Também se apresentam os diferentes
termos e significados da “prova dos nove” e “noves-fora”, explicando a regra pratica do segundo. Por fim, sera
realizada uma analise da abordagem da prova dos nove, tomada como exemplo na obra de Cezar Pinheiro,
nomeada “Arithmetica Primaria”, de 1902. Nota-se que nesta obra a prova dos nove estd vinculada aos
ensinamentos das quatro operagdes aritméticas e trata-se de um prova de verificagdo de céalculo escrito, que ndo ¢
considerada como uma prova real pelo autor.
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Abstract

This article is inserted in the field of history of mathematics education and studies a mathematical content no
longer prescribed in current textbooks, but that was taught in times past in schools: the proof by nine. It is
intended to present the first evidence of this content, the different ways to interpret this and demonstrations for
the four fundamental operations. It will be differentiate the terms “proof by nine” and "casting out nines"
explaining the rule of the second. Finally, it will analyze the approach of proof by nine prescribed in the book of
Cezar Pinheiro, named "Arithmetica Primary ", 1902. In this book the proof by nine is linked to the teachings of
the four arithmetic operations and it is a written calculation verification test, which is not considered as a real test
by the author.

Keywords: History of mathematics education; Proof by nine; Casting out nines; Textbook.

Introducio
A prova dos nove, também chamada de prova dos noves-fora, em tempos passados fez
parte dos conteudos dos livros didaticos, livretos de tabuadas e também foi ensinada nas
escolas. Além disso, ¢ considerada para alguns historiadores como uma das provas de
verificagdo de calculo escrito mais utilizados antigamente.
Lembro que na época que iniciei a universidade e comecei a ministrar aulas,
ensinavamos os alunos a decorar a tabuada e assim, na resolugdo de operagdes com

numeros naturais ensindvamos além da prova real, também a “prova dos noves-
fora”, que se encontra presente ainda nos livretos de tabuada, os quais sdo vendidos
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em papelarias do Estado, sendo que esta prova ainda ¢ aplicada por alguns
comerciantes locais (BEZERRA, 2013, p.9).

Assim, nas décadas passadas para conferir alguns calculos utilizava-se a “famosa”
prova real ou a prova dos nove, a qual deixou de ser usada nas escolas com o passar dos anos.
Muitos das novas geragdes se querem ouviram falar no termo “prova dos nove” e nao se nota
mais a presenca deste conteudo nos livros didaticos.

A revisdo de literatura aponta a existéncia de poucas pesquisas que tratam da prova
dos nove no campo da historia da educagdo matematica. A pesquisa de Miguel e Souza (2006)
intitulada “Um estudo sobre o processo de obsolescéncia de uma pratica cultural: a prova dos
nove” teve como objetivo estudar os processos de produgdo, circulacdo e apropriagdo da
prova dos nove em diferentes contextos geopoliticos e institucionais, particularmente no
contexto escolar brasileiro. Tal pesquisa estd inserida no campo da histéria da educagdo
matematica e se deu através da investigagdo de fontes de pesquisa orais (entrevistas com
professores das escolas publicas da cidade de Campinas), escritas e/ou iconograficas. Os
autores se debrugaram no estudo de quatro obras: a de al-Khowarizmi — século XII — que foi
traduzida para o francés e ¢ considerada a mais antiga pelos autores; a de 4/-Uglidisi — escrita
no ano de 952 ou 853 — que foi traduzida do arabe; a denominada Artimética de Treviso —
publicada em 1478; e o Tratado da Pratica d’Aristmeytyca — publicada em 1519.

Vale destacar também, a monografia de Cruz (2009) da Universidade Estadual do
Oeste do Parana (campus Cascavel), nomeada “Divisibilidade e Prova dos Noves” e inserida
no campo da Histéria da Matematica. Neste trabalho, a autora realizou um estudo sobre
divisibilidade entre nimeros naturais e inteiros, buscando compreender como este conteudo ¢
trabalhado nas salas de aula e para isso foram analisadas duas cole¢des de livros didaticos.
Para a autora a prova dos nove ¢ uma aplicagdo de divisibilidade, diante disso, foi elaborado
um roteiro de estudo baseado na histéria da matematica, que permite a reinser¢do da prova
dos noves em sala de aula como uma metodologia de ensino para abordar os conceitos de
divisao e sistema de numeragao.

Partindo do que foi exposto, este artigo tem o proposito de problematizar a prova dos
nove enquanto conteudo matematico escolar, apontar indicios de sua origem, demonstrar esta
prova para as quatro operagdes fundamentais da aritmética e, por fim, analisar a abordagem
deste conteudo na 2* edi¢ao do livro didatico “Arithmética Primaria” de 1902, escrito por

Cezar Pinheiro.
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Vale salientar que, de acordo com Valente (2008), a matematica se constitui na
disciplina que mais tem a sua trajetdria historica atrelada aos livros didaticos. A histéria da
educagdo matematica e os livros didaticos sao elementos inseparaveis, e¢ estes sdo fontes
fundamentais para a constru¢do de uma trajetdria histérica de constituigdo € no

desenvolvimento da matematica escolar.

Em realidade, o que mais comumente se tem feito, nas pesquisas com livros
didaticos de matematica, ¢ o seu uso para estudo de uma tematica particular: um
determinado tema, assunto ou item de contetdo matematico torna-se objeto de
estudo histdrico, através de livros didaticos de outros tempos escolares. (VALENTE,
2008, p. 144)

Assim, para além da compreensdo acerca deste conteudo matematico e das
demonstragdes desta prova, que serdo tratados ao longo do texto, serd apresentado um
exemplo de como a prova dos nove era abordada nos livros didaticos de tempos passados e

com quais outros conteidos matematicos estava vinculada.

Interpretacoes da prova dos nove e seus primeiros indicios

A prova dos nove ¢ interpretada de diferentes maneiras em algumas pesquisas
(MIGUEL, 2010; RIBEIRO, 2014; ESQUINA, 2013; OLIVEIRA e LUTOSA, 1998).
Segundo Miguel (2010), trata-se de uma prdtica socio-cultural de verificacdo da correcdo de
um célculo escrito. Uma pratica social é também uma pratica cultural e vice-versa, pois,
quando se refere a uma pratica mesmo que seja realizada por uma sé pessoa ¢ considerada
social por envolver a memoria de um conjunto de a¢des que estdo relacionadas aos integrantes
de uma comunidade humana. Além disso, uma préatica ¢ sempre geradora de cultura e por isso

deve ser sempre considerada como cultural.

[...] melhor seria conceber a “prova” dos nove como uma pratica sociocultural de
verificagdo da correcdo de um calculo escrito, € ndo como um conteido escolar
auténomo e interno que, tal como se postula na perspectiva de Chervel (1990), teria
sido criado “na escola, pela escola e para a escola”, ou entdo, como um suposto
saber a ensinar que, tal como se postula na perspectiva de Chevallard (1991), teria
sido transposto didaticamente da esfera sdbia para o contexto escolar (MIGUEL,
2010. p. 5).

Estes apontamentos despertam a reflexdo acerca das maneiras de se inserir alguns
conteudos nas escolas. André Chervel (1990) indica que as disciplinas sdo autobnomas das
ciéncias, uma vez que a escola ¢ quem produz estes saberes. Para Yves Chevallard, por sua

vez, os conteudos que sdo dados na escola sdo transposicao dos saberes cientificos, e que nao
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dependem da escola para sua existéncia, uma vez que procede de outra esfera
(CHEVALLARD; BOSCH; GASCON, 2001).

Para Ribeiro (2014), a prova dos noves ¢ uma regra que permite saber se uma
operagdo de adigdo, subtragdo, divisao ou multiplicacdo foi realizada corretamente. Ja para
Esquina (2013), trata-se de um método para identificar erros em operacdes com numeros
naturais, além de ser um exemplo bem simples de aplicagdo das propriedades de congruéncia.
Ja para Oliveira e Lutosa (1998), a prova dos nove nao passava da aplicagao de uma regra
técnica para verificar os resultados de operagdes aritméticas.

Enfim, percebemos que mesmo nao sendo mais utilizada em sala de aula, a prova
dos noves ¢ um método que ainda ¢ utilizado por alguns comerciantes para verificar
se existem erros realizados nas quatro operacdes. Nela se escondem conceitos como

divisibilidade, decomposicdo decimal de um niimero natural e indugdo matematica
(BEZERRA, 2013, p. 12).

Dessa forma, seja uma regra, técnica ou um método, ou ainda uma pratica socio-
cultural, a prova dos nove nao esta somente ligada as operagdes fundamentais, mas também a
outros conteudos matematicos. Mas, quais foram os primeiros indicios dessa prova? Quando
surgiu? Desde quando comegou a ser utilizada nas escolas?

Nao foram encontradas literaturas que apontem a origem da prova dos nove, e desde
quando ¢ utilizada nas aulas de matematica, ou até mesmo fora delas. O que se encontra sao
alguns indicios que apontam que a prova dos nove ndo ¢ um conceito de décadas passadas,

mas de séculos.

(...) A origem do método ¢ obscura. Encontra-se [método] nas obras de varios
escritores arabes, incluindo al-Khowarizmi (c.825), al- Karkhi (c. 1020), Beha Eddin
(c. 1600), e outros. Avicenna (c. 1020), no entanto, ao discutir este conteudo, trata-
se como um método hindu. (SMITH, 1958, p. 151, traduc@o nossa).

Diante do que foi exposto, a prova dos nove era tratada por varios escritores drabes em
séculos passados, incluindo o matematico al-Khowarizmi que viveu no século IX. Esta
concepgdo foi seguida por diversas outras aritméticas arabes e nelas geralmente se ensinavam
regras para efetuar calculos modelados nos algoritmos hindus. Um dos processos que estavam
presentes na aritmética de al-Khowarizmi, usado para testar calculos aritméticos, ¢ o que
conhecemos hoje como noves-fora (EVES, 2004).

Porém, muito antes do que isso, no século III, o tedlogo Hipodlito que parece ter sido
bispo do Porto de Roma na Italia, foi “mencionado por ter dado os métodos da ‘prova’ de um
calculo denominado ‘noves e setes-fora’” (CAJORI, 2007, p.87). Assim, este foi o primeiro

indicio encontrado da origem da prova dos nove, e segundo Cajori (2007), por mais que os
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hindus testassem os célculos usando o método do noves-fora, este processo ndo ¢ de origem
indiana, pois Hipdlito ja o conhecia.

Cabe mencionar também que a primeira obra de matematica impressa em lingua
portuguesa foi o livro “Tratado de Pratica d’Arismetyca”, escrito por Gaspar Nicolas e
publicado no ano de 1519 na cidade de Lisboa. A obra destinava-se a um publico adulto
envolvido com a pratica comercial. Esta obra ja apresentava a prova dos nove como
verificacdo para as operagdes aritméticas, desse modo, em todas elas o autor explicava
brevemente o modo de se proceder, apresentava um exemplo numérico e propunha a
confirmagdo do resultado através da prova dos nove ou dos sete, ou através da operagdo
inversa (MIGUEL; SOUZA, 2006).

Desse modo, sdo levantados alguns questionamentos: Por que a énfase na prova dos
nove em detrimento de outras? Por que ndo a prova dos dois, trés, quatro... ou mesmo a prova

dos sete, como apareceu na obra de Gaspar Nicolas? Uma das hipoteses para este fato € que

Nao existe nenhuma restri¢do tedrica em utilizarmos, por exemplo, uma prova dos
quinzes. O problema ¢ essencialmente de ordem pratica, pois o resto da divisdo de
um numero natural ndo nulo por 15 ndo ¢ obtido tdo simplesmente quanto o resto da
divisdo por 9. Usamos a prova dos noves porque a base do nosso sistema de
numeracdo ¢ 10 e, conforme mostramos, cada nimero natural ¢ a soma dos
algarismos da sua decomposi¢do decimal deixam o mesmo resto quando divididos
por nove. (OLIVEIRA; LUTOSA, 1998, p. 21)

Para melhor compreensdo da citacdo anterior, serdo apresentadas a seguir as
demonstragdes da prova dos nove para as quatro operagdes aritméticas, mas antes, cabe
salientar que, ao contrario do que muitos pensam as expressoes “prova dos nove” e “noves-
fora” ndo apresentam o mesmo significado. Entdo, primeiramente sera explicado qual ¢ essa

diferenca.

Tirando o noves-fora de um niimero natural

Tirar o noves-fora de um niimero natural qualquer n, significa subtrair deste nimero o
maior multiplo de nove nele contido, o que € equivalente a encontrar o resto da divisdo deste
nimero n por 9. Por exemplo, para tirar o noves-fora do numero 50, deve-se subtrair de 50 o
maior multiplo de 9 nele contido, ou seja, o0 maior multiplo de nove menor que 50 € o 45 (que
equivale a 9 multiplicado por 5). Logo, fazemos 50 — 45 = 5. Desse modo, dizemos que 50
noves-fora ¢ igual a 5.

Porém, existe uma maneira mais simples de se obter o noves-fora de um dado niimero

natural. Soma-se os algarismos deste dado numero que se deseja obter o noves-fora obtendo
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outro valor. A partir deste novo valor, soma-se novamente os algarismos e assim por diante
até restar um numero de um Unico algarismo.

Desse modo, para tirar o noves-fora de 452 usando este modo mais simples, devemos
somarmos os algarismos do ntimero dado, ou seja, 4 + 5 + 2 = 11, em seguida continuar
somando os algarismos do valor obtido até restar um unico algarismo, que nesse caso ¢ o 2,
isto ¢, 1 + 1 = 2. Desse modo, 452 noves-fora ¢ igual a 2, ou ainda, o resto da divisdo de 452
por 9 resulta em 2.

Esta regra pratica de se obter o resto da divisdo de uma numero n por 9 através da
soma consecutiva de seus algarismos pode ser demonstrada matematicamente, veremos a

seguir:

Demonstracio 1: Primeiramente vamos mostrar, por indugdo, que 10™ — 1 é multiplo de 9,
para todo n € N. Desse modo, para n =0, temos 10°—1=1—-1=0, e zero é um
multiplo de 9.

Hipétese de Inducdo: Vamos supor que 10™ — 1 é multiplo de 9 para todon € N.

Vamos provar para n + 1, chamemos i = n + 1. Entdo teremos:
106 —1=10"*"1-1=10"10'-1=10"(9+1)—1=9.10"+ 10" — 1

De fato, 9.10™ ¢ multiplo de 9, além disso, 10" — 1 também ¢é de acordo com a
hipotese de indugdo. Consequentemente, a soma 9.10™+ (10™ — 1) ¢ multiplo de 9. Portanto,

provamos que 10™ — 1 é multiplo de 9 para todo nimero natural n.

Demonstracio 2: Agora vamos provar que o resto da divisdo de um ntimero natural por 9 € o
mesmo que a soma consecutivas de seus algarismos, que de fato é o que queriamos provar no
inicio, e o que diz respeito ao noves-fora.

Seja (xp, Xp—1 .- X1 Xo) a representagdo decimal de um ntimero natural x, em que x; é
um algarismo do sistema de numeragdo decimal para todo i € N, com 0 <i <n. Logo, a

decomposi¢do decimal do nimero natural x pode ser representada da seguinte maneira:
x= (10" x,+10" L. x,_; +--+10.x; + xg)

Agora, provaremos que x € a soma dos seus algarismos, quando divididos por 9,

deixam o0 mesmo resto:
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Seja x e x' dois niimeros naturais, sendo x' = (X, + Xp_1 + -+ X1 + Xp) tais que
x=9q+rex' =9q +r',onde q,q',r e r' sdo nimeros naturaise 0 <r <9,e0<r' <9
(Teorema do Algoritmo da Divisdo'). Observe que 7 e 1’ sdo os restos das divisdes de x e x’
por 9 respectivamente.

Como x = (10™. x,+10" 1. x,_; +---+10.x; + x;) , entdo

x=[(10" =1+ Dx,+(10" 1 — 1+ Dxp,_; + - +(10 — 1 + 1)x; + x,], logo
x = [(10" — Dxp,+(10™" 1 — Dxppq + - +(10 — Dxg + x5+ Xpoq + -+ X1 + %]

Seja o nimero natural b = (10" — 1)x,+(10™" 1 — Dx,_; + - +(10 — Vx4,
observe que b ¢ um multiplo de 9, pois consiste na soma de multiplos de 9. Assim, x = b +
x', mas como x =9q+71r e x' =9q +7r' (definidos anteriormente), podemos escrever
9q+r)=b+ (99" +71'"), como b é um mdltiplo de 9, podemos escrever b = 9q"', com
q"' € N. Desse modo, teremos (9q + 1) =9q"" + (9¢' + r"). Entao:

9q+1r)=9q¢"+Oq" +r")=9(q" +q") + ' logo,
9q+r=9q" +q)+7
Como 9q ¢ 9(q"' + q') sdo multiplos de 9, podemos afirmar que:

r =1, pois r e ' s3o menores que 9.

Entdo x ¢ (x,+ x,_1 + -+ x1 + x() deixam o mesmo resto quando divididos por 9.
Portanto, podemos garantir que os restos das divisdes de um niimero natural e da soma dos
seus algarismos por 9 sdo iguais, assim, acabamos de demonstrar a regra pratica do noves-
fora.

Ja a prova dos nove se refere a técnica na qual utilizamos o noves-fora de numeros
naturais para verificar se o resultado das quatro operagdes fundamentais envolvendo tais
numeros esta correto. (OLIVEIRA; LUTOSA, 1998).

A prova dos nove acusa o erro quando o resultado de uma operagdo matematica esta
errada, porém ao aplicar a prova dos nove e ela acusar que nao ha erros, ainda assim, pode ser
que a operagdo esteja errada. Mas, por que isso acontece? Por que nem sempre podemos

confiar na prova dos nove para verificar um célculo? Veremos, a seguir, como realizar a prova

! O Algoritmo da Divisdo (também conhecido como algoritmo de Euclides) aparece nos elementos de Euclides (¢.300 a.C.) como um
teorema. Ele ¢ velho conhecido até das criangas: corresponde a nossa conhecida “conta de dividir”, que aprendemos nas séries iniciais do
ensino fundamental, ainda no universo dos nimeros naturais. (...) ¢ possivel verificar se a conta estéd correta verificando se ocorre a igualdade
dividendo = (divisor).(quociente) + resto. (...) Teorema do Algoritmo da Divisdo em N: Sejam a e b numeros naturais com b # 0; Entao

existe um Unico par de numeros naturais g e » de modo que a = b.g + 1, com 0 < r < b. (CARVALHO; GIMENEZ, 2006).

REVEMAT. Floriandpolis (SC), v.11, n. 1, p. 60-73, 2016. 60



dos nove para as quatro operagdes aritméticas e as demonstragdes matematicas das mesmas,

para posteriormente respondermos tais questoes.

A prova dos nove para as quatro operac¢oes fundamentais

Adicao
Para verificar o resultado de uma soma através da prova dos nove, devemos calcular o
noves-fora de cada uma das parcelas da operagao e soma-los. Em seguida, verificar se o valor
dos noves-fora dessa soma ¢ igual ao valor dos noves-fora do resultado.

Exemplo: Vamos supor que a adic¢ao realizada foi:

224
+456
680
Verificando através da prova dos nove:
Noves-fora da 1* PARCELA: 2 +2+4 =8
Noves-fora da 2 PARCELA: 4+5+6=15 -1+5=6
Soma do noves-fora das parcelas: 8 + 6 = 14

Noves-fora dessa soma (se possivel): 1 +4 =5

Noves-fora do resultado: 6 +8+0=14 - 1+4 =5

Como o noves-fora da soma do noves-fora das parcelas ¢ igual ao noves-fora do
resultado, entdo de acordo com a prova dos nove, a operagao esta correta.

Demonstragdo: Dados os nimeros naturais a,b e c tais que a + b = ¢, entdo pelo
Algoritmo da Divisdo podemos escrever a = 9q; + 1y, b =9q, + 1, € ¢ = 9q3 + 13, onde
41,92, 93,71, T2 € 3 sdo nameros naturaise 0 <71 < 9,0 <1, <9e 0 <13 < 9. Segue que,

9q, + 1, +9q, + 1, = 9q3 + 13, logo
9(q1 +9q;) + r; + 1, = 9q3 + 13, com ry, 1, e 3 menores do que 9
Entdo, i + 1, =13

A partir desta tltima igualdade podemos concluir que a soma dos restos da divisao de
a + b por 9 ¢é igual ao resto da divisdo de ¢ por 9, pois 1y, 7, e 13 s3o nimeros menores do que
9. Desse modo, o noves-fora da soma do noves-fora das parcelas (a e b) € igual ao noves-fora

do resultado (¢). Portando, esta demonstrada a prova dos nove para a adigao.
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Cabe salientar que, o que a prova dos nove faz ¢é substituir a; + a, por r; + 1, €
verificar se, quando divididos por 9, eles deixam o mesmo resto. Se isso ndo ocorrer, uma das
duas (ou ambas as) operagdes esta errada. Dada a simplicidade da determinagdo de r; e, €
da soma r; + r, (afinal os dois nimeros sdo menores do que 9), ¢ muito mais provavel que o
erro esteja na operagao original. (RODRIGUES,1989).

Subtracdo

O caso da subtragdo ¢ muito parecido com o da adi¢do, mas neste caso, adota-se a
prova real devemos calcular o noves-fora do minuendo, do subtraendo e do resultado obtido.
A prova dos nove da subtracdo esta relacionada com a prova real, assim o valor dos noves-
fora da soma obtida dos noves-fora do subtraendo e do resultado deve coincidir com o valor
dos noves-fora do minuendo.

Exemplo: Vamos supor que a subtragao realizada foi

750
-238
512

Verificando através da prova dos nove:

Noves-fora do minuendo: 7+5=12 - 1+2=3

Noves-fora do subtraendo: 2+3+8=13 - 1+3 =4

Noves-fora do resultado: 5+ 1+ 2 =8

Soma do noves-fora do resultado e do subtraendo: 8 + 4 = 12

Noves-fora dessa soma: 1 + 2 = 3

Como o noves-fora da soma do noves-fora do resultado e do subtraendo ¢ igual ao
noves-fora do minuendo, conclui-se, de acordo com a prova dos nove, que a operagdo esta
correta.

Demonstracio: Dados os nimeros naturais a, b e c tais que a — b = c, representando
numeros quaisquer de uma subtracdo, entdo pelo Algoritmo da Divisdao podemos escrever
a=9q;+nr,b=9q,+1r,ec=9q;+ 13, onde q4, gy, g3, 71,7, € 13 sS40 numeros naturais e
0<1n<90<nrn<9e0<1r; <9. Segue que,

9q; + 14 — (9q, + 1) = 9q3 + 13, podemos escrever
9, + 11 =9q3+ 13 +9q, + 1,
991+ 11 =9(q3 + q2) + 13+ 13,
Como 9q1; 9(q3 + q3) sdo multiplos de 9 e 1y, 1, e r3 menores do que 9,

entdo, r, =13 + 15.
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A partir desta ultima igualdade podemos concluir que a soma dos restos da divisao de
b + cpor 9, ¢ o mesmo que da divisdo de a por 9, ou seja, o noves-fora da soma do noves-
fora do resultado (c) e do subtraendo (b) ¢ igual ao noves-fora do minuendo (a). Portando,

estd demonstrada a prova dos nove para a subtracao.

Multiplicacao
A prova dos nove da multiplicagdo consiste em calcular o noves-fora de cada
um dos fatores da operagdo, e o noves-fora do produto desses valores deve coincidir com o
noves-fora do resultado. Vejamos um exemplo:
Exemplo: Vamos supor que a multiplicacao realizada foi

542

x 26

3252
1084+

14092

Verificando através da prova dos nove:

Noves-fora do 1° FATOR:5+4+2=11-1+1=2
Noves-fora do 2° FATOR: 2+ 6 = 8

Noves-fora doresultado: 1 +4+0+9+2=16 - 1+6=7
Produto do noves-fora dos fatores: 2.8 = 16

Noves-fora desse produto: 1 + 6 = 7

Como o noves-fora do produto do noves-fora dos fatores ¢ igual ao noves-fora do
resultado, entdo de acordo com a prova dos nove, a operagao esta correta.

Demonstracdo: Dados os numeros naturais a,b e c tais que a.b = c, entdo pelo
Algoritmo da Divisdo podemos escrever a = 9q; + 11, b =9q, + 1, € ¢ = 9q3 + 13, onde
q1, 92,93, 71, 7> € 3 sdo nimeros naturaise 0 <1, < 9,0 <1, <9e 0 < 13 < 9. Segue que,

(9g1 +11).(9q2 + 12) = 9q3 + 13, logo
81q,1q, + 9q.1, + 9q,1ry + 141y, = 9q3 + 13, entdo
9099192 + q172 + q211) + 1172 = 9q3 + 13
Como com 9(9q1q2 + q17; + q271); 9q3 sdo multiplos de 9 e ry, 1, e 13 sdo

menores do que 9, entdo ryr, = 13.
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Desse modo, demostramos que o resto da divisao de a.b por 9 ¢ o mesmo que o resto
da divisdo de ¢ por 9, ou seja, o noves-fora do produto dos noves-fora dos fatores ¢ igual ao

noves-fora do resultado. Portando, esta demonstrada a prova dos nove para a multiplicagdo.

Divisao

O algoritmo da divisdo euclidiana nos diz que em uma divisdo, o quociente
multiplicado pelo divisor e somado com o resto, resulta no dividendo, ou seja, se dividirmos a
por b e resultar em ¢ com resto 7, entdo temos que (b.c) + r = a. Desse modo, a prova dos
nove da divisdo esta relacionada com o algoritmo da divisdo na medida em que sdo realizados
0s noves-fora. Assim, precisamos calcular o noves-fora do divisor (b) ¢ do quociente (c),
multiplicar um valor pelo outro e tirar o noves-fora (quando possivel). Em seguida, soma-se
este resultado com o noves-fora do resto () da divisdo e tira-se novamente o noves-fora
(quando possivel).. Por fim, devemos comparar esse valor encontrado com o noves-fora do
dividendo (a). Veremos um exemplo para ficar mais claro:

Exemplo: Vamos supor que a divisao realizada foi:

78235
=70 22
82
=70
12

Verificando através da prova dos nove:

Noves-fora do Divisor: 3+ 5 = 8

Noves-fora do Quociente: 2 + 2 = 4

Produto dos dois noves-fora calculados acima: 4.8 = 32— 3+ 2 =5 (%)
Noves-fora do resto: 1 + 2 = 3 (*%*)

Noves-fora de (*) + (**):5+3 =8

Noves-fora do dividendo: 7+8+2=17—-1+7=8

Como o noves-fora, do produto do noves-fora do dividendo e do divisor somado com
0 noves-fora do resto, € igual ao noves-fora do dividendo, de acordo com a prova dos nove, a
operagdo esta correta. Vejamos a demonstragdo matematica:

Demonstragdo: Dados os numeros naturais a,b,ced tais que a = (b.c) +d,
onde 0 < d < b entdo pelo Algoritmo da Divisdao podemos escrever a = 9q; + 11, b = 9q, +
Ty, c=9q3+1; ¢ d =9q,+1,, onde q4,92,93,94, 11,12, 73€ 17, sS40 numeros naturais e

0<1n<90<1r<90<r3<9e0 <7 <9.Segue que,
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(9q1 +11) = (992 + 13).(9q5 + 13) + 9q4 + 14, logo
(9q, + 1) = 81q,q3 + 9q,15 + 9q31, + 113 + 9q, + 1, entdo podemos escrever
991 + 11 =9(992q3 + Q213 + Q312 + Q)13 + 1y
Como 9q1; 9(992q3 + q;13 + q37, + q4) sdo multiplos de 9 e
11, T3, 13€ 1, s30 menores do que 9, entdo
N =1r3+ 1

Entdo, o resto da divisdo de a por 9 ¢é igual ao resto da divisdo de (b.c) + d por 9.
Portanto, a prova dos nove esta demostrada para a divisdo. Agora que a prova dos nove foi
demonstrada para as quatro operacdes aritméticas, volta-se na seguinte pergunta: Por que ela
falha? Por que nao podemos confiar nesta prova de verificagao?

O fato ¢ que se a operagdo matematica estiver certa, e o aluno executar corretamente a
prova dos nove, ela ira confirmar a exatiddo dessa resposta. Porém, se a operacao estiver
errada ha a possibilidade de a prova dos nove nao detectar o erro. Isso ocorre porque a prova
dos nove se baseia na soma dos algarismos de um numero e, caso seja invertida a ordem
desses algarismos, a soma continuard a mesma ¢ o erro ndo serd detectado pela prova dos
nove. Ou seja, se o resultado for 145 e o aluno colocar 154, a prova dos nove apontara que a
operacdo esta correta, pois ambas as respostas ao tirar o noves-fora resultam em 1. Da mesma
forma, se o aluno obtiver um resultado completamente diferente, ¢ o noves-fora desse
resultado der o mesmo valor do resultado correto, a prova dos nove nao detectara o erro.
Desse modo, se nesta mesma opera¢do o aluno responder 136, por exemplo, o noves-fora
continuard dando 1, assim como se responder 172, 163, 118, 235 e outras vdrias alternativas.

Agora que se compreende o procedimento da prova dos nove para as quatro operagdes
fundamentais e a regra pratica de calcular o noves-fora de um nimero natural, fica o seguinte
questionamento: Como esta prova era ensinada na escola? Ou melhor, como ela estava

prescrita nos livros didaticos? Quais as orientagdes para o ensinamento deste conteudo?

A prova dos nove na obra de Cezar Pinheiro

A fim de tentar responder tais questionamentos serd feita uma analise da 2* edi¢do da
obra “Arithmetica Primaria”, que conta com a prova dos nove e publicada em 1902 por Cezar
Pinheiro. A obra foi aprovada, com orientacdo de ser adotada nos grupos escolares, pelo
Conselho Superior da Instrucao Publica do estado do Para em 1886 em sua primeira edigao.
Cabe mencionar que o autor era professor normalista e diretor do Grupo Escolar José

Verissimo, o qual estd entre os dez primeiros grupos escolares implementado no estado do
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Par4, do total de vinte e cinco, e foi inaugurado no dia 7 de setembro de 1901 na capital. Este
grupo “foi construido pelo Governador José Paes de Carvalho, poderia sem receio figurar
entre as melhores construgdes escolares do regime republicano” (FRANCA, 2013, p. 7-8).

Tal obra encontra-se digitalizada no Repositorio Institucional da Universidade Federal
de Santa Catarina que conta com uma base de documentos que se transformam em fontes na
medida em que os mesmos sdo problematizados e utilizados nas pesquisas histdricas
(AUTOR 2, 2015). Além disso, essa documentagao digitalizada esta inserida num diretdrio
intitulado “Historia da Educa¢io Matematica™, que se encontra disponivel para consulta da
comunidade cientifica. A inser¢do ¢ manuten¢do desta base de dados ¢ coordenada por um
dos integrantes do GHEMAT® ¢ conta com a contribui¢do de todos os pesquisadores do
grupo.

Assim, pretende-se compreender como a prova dos nove esta sendo apresentada na
obra’ de Cezar Pinheiro, qual a abordagem utilizada e com quais outros conteudos

matematicos ela esta vinculada.

Figura 1: Capa do livro Arithmetica Primaria.

s T s i T g

T At
g Pt
'Ex U, DO BRASIL .

NARITHMETICA
5 PRIMARIA

TR

Cezar PINHEIRO

LT e

APPRAVATA K MANDADA ADHFTATR

PHLO GOXSIELIIG SUPKILON DA IXSTE

LIVIEAMIA MODBERNA

Sabino SILVA

LEE %‘

Fonte: (PINHEIRO, capa, 1902).

2 Para maiores detalhes ver em: < https://repositorio.ufsc.br/handle/123456789/1769>. Acesso em 06 nov., 2015.

: Um dos grupos que merece destaque na escrita da historia de educacdo matematica, ¢ o Grupo de Pesquisa de Historia da Educagdo
Matematica no Brasil (GHEMAT), criado em 2000 e coordenado pelo professor Dr. Wagner Rodrigues Valente. Dentre as inumeras
producdes cientificas ja realizadas, publicagdes e organizagdo de semindrios tematicos, este grupo valoriza pesquisas coletivas e reiine
gesquisadores de diferentes institui¢cdes de vinte estados brasileiros.

Para maiores detalhes, ver em:< https://repositorio.ufsc.br/handle/123456789/134440>. Acesso em 06 nov., 2015.
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No capitulo do livro nomeado “Operagcoes Fundamentais”, o autor define que
operacdo fundamental “é toda combinagao feita com numeros” (PINHEIRO, p.11, 1902) e
menciona que as fundamentais sao: soma ou adi¢do; subtracdo; multiplicagdo; divisao. Além
disso, aponta que os autores modernos as dividem em seis partes, incluindo a potenciagdo e a
radiciagao (PINHEIRO, 1902). Ao iniciar a “somma”, Pinheiro a define como uma operacao
que une dois ou mais nimeros em um so € apresenta a chamada “regra”, que consiste na
descricdo das etapas de uma adi¢do. Em seguida, apresenta a definicdo de prova, que para o
autor “é uma nova operagdo pela qual verifica-se o rezultado da primeira” (PINHEIRO,
p.12, 1902).

Dando sequéncia, ¢ mencionado que existem muitas provas, mas as mais utilizadas
chamam-se “real” e “dos noves fora”, sendo a segunda “de resultados as vezes negativos”
(PINHEIRO, p.12, 1902). Infere-se que o autor usa esta expressdo para apontar que a prova
dos nove pode ndo ser sempre confiavel, a medida que pode indicar que uma operacao esta
correta ¢ de fato pode ndo estar. Talvez dai o termo “resultados negativos”, ou seja, uma

prova que pode apontar uma verificagao erronea (“negativa”). Assim, o autor da continuidade

apresentando a “prova dos noves fora” que pode ser observada na figura abaixo:

Figura 2: Prova dos noves fora da adicao.

Prova dos noves féra

ReGra.—Tiram-se os noves ds parcellas e depois d
somma ; 0s restos devem ser iguaes, se a operagdo
estiver certa. Exemplo :

291X

o7

896 6
1554 '

Fonte: (PINHEIRO, p.12, 1902).

Dessa forma, o que Pinheiro chama de “regra”, sdo as instrucdes para se realizar a
prova dos nove para a adicao. No exemplo a soma dos noves-fora de cada parcela resultou em
6 assim como o noves-fora do resultado. Da mesma forma, apods inserir a definicdo e as
etapas da subtragdo, o autor apresenta um exemplo seguido das regras da prova dos nove e da

prova real (figura 3).
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Figura 3: Prova dos noves e Prova real da subtragao.
Provados 3 ©0807. . Minuendo.

novesfora 3 34 25. . Subtrahendo.

Provareal. 338a.. Resto, excesso ou difle-
renca.

Prova dos noves

Recra. — Tiram-se o8 noves ao numero maior,
cujo resto se escreve d margem : tiram-se igual-
mente ao numero menor ¢ ao resto, e as sobras sio
iguaes sea operagdo esta certa.

Prova real
RecrA. — Somma-se o numero menor com o
resto e o rezultado vem a ser o numero maior.
Fonte: (PINHEIRO, p.13, 1902).

Novamente, o que Pinheiro chama de “regra” sao as etapas para realizagdao da prova
dos nove para a subtrag¢do, na qual o autor chama de “numero menor” ao invés de subtraendo
(que esta indicado do exemplo numérico acima das provas), e “numero maior” no lugar de
minuendo. Assim, para o autor, a prova real ¢ aquela em que se soma o subtraendo com o
resultado obtido na operagdo (diferenga) e confere-se este valor com o minuendo, para
verificar se a operacdo esta correta. Somente posterior a prova real da subtragdo é que o autor
menciona a prova real da adicao.

As outras duas operagdes fundamentais sdo apresentadas da mesma forma que as
anteriores, mencionado a prova real apenas no final de ambas ja terem sido introduzidas.
Pinheiro traz um exemplo de multiplicagdo com a ilustragdo da prova dos nove no canto

esquerdo (figura 4).

Figura 4: Exemplo de multiplicagdo com indica¢des da prova dos nove.

2153. .. Multiplicando.

a|8 36 4. . . Multiplicador.
Profritsdos' Lo el
noves fora ~ 13918 1. . Productos parciaes.
6459 '

783692 .. Producto total.

Fonte: (PINHEIRO, p.15, 1902).
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Assim, o nimero “2” na simbologia da prova dos nove representa o noves-fora do
multiplicando; o niimero “4” equivale ao noves-fora do multiplicador; o nimero “8” ao lado
do quatro representa o noves-fora do produto (2 x 4); o nimero 8 ao lado do niimero dois
representa o noves-fora do resultado, € como ambos coincidem, de acordo com a prova dos

nove, a operacao estd correta. Para melhor ilustrar observe a figura 5:

Figura 5: Ilustracdo da simbologia da prova dos nove para o exemplo anterior.

Noves-fora do Multiplicando (a) _,—) Noves-fora do resultado
L3 |8

| 8 _‘» Noves-fora do produto entre eles (a. b)

MNoves-fora do Multipicador (b) B 4

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Posteriormente ao exemplo é que Pinheiro apresenta a “regra” da prova dos nove da
multiplicagdo, descrevendo as etapas da realizagdo desta prova para verificar se a

multiplicagdo esta correta, como pode ser visto na figura 6:

Figura 6: Prova dos nove da multiplicacao.

Prova dos noves

ReGgrA. — Tiram-se os noves aos factores, mul-
tiplicam-se os restos entre si e se as sobras rezul-
tantes forem iguaes as do producto total depois de
se lhe extrahir os noves, suppde-se certa a ope-
racao.

Fonte: (PINHEIRO, p.16, 1902).

Logo em seguida, iniciam-se as apresentagdes da divisdo, e desta vez, ndo sdo
mencionadas pelo autor, as regras que ensinem a se realizar a prova real e a prova dos nove
para esta operacao, apenas sao apresentados dois exemplos numéricos com indicagdes das

mesmas (ver figura 7).
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Figura 7: Exemplo de divisdo com indicagdes de prova real e dos nove.
Dividendo. . < . .. 61232 | 4 ... Divisor.

o 1533. Quociente.
o5 . 13
Dividendos parciaes 43
518 ok -——-—; Prova real.
—t';' oo 6132
3

Prova dos noves
Outro exemplo :
Dividendo. . ... .. 435a | a3 .. Divisor.

Dividendos parciaes f; : f L 8 9
515 005
ols 3 g g 7
Prova real,
&355)
4352

Fonte: (PINHEIRO, p.17, 1902)

Assim, nos exemplos ha a indicacdo da prova dos nove por meio da simbologia no
lado esquerdo da operacdo, como foi feito no exemplo anterior da multiplicagdo. Para melhor

compreensdo desta simbologia, observe a figura 8:

Figura 8: Ilustragdo da simbologia da prova dos nove para o exemplo da divisdo.

Noves-fora do produto entre eles (a.b)

Noves-fora do Divisor (b) <_|_ ‘ | 3 -—I_> somado com o noves-fora do resto
_ | R s
Noves-fora do Quociente (a) (_I_.. 3 l s -—‘+ Nowves-fora do Dividendo

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Diante disso, em ambos exemplos apresentados pelo autor, o noves-fora do dividendo
coincidiu com o valor do noves-fora do produto entre (a) e (b) somado com o noves-fora do
resto, e assim, de acordo com a prova dos nove, as operagdes estdo corretas. Pode-se observar
que a prova real também ¢ ilustrada pelo autor no decorrer do exemplo.

Vale salientar que, dando continuidade, neste mesmo capitulo do livro o autor
apresenta a prova da potenciagdo e da radiciagdo, nestes casos trata-se apenas da prova real de
cada uma delas. E assim encerram-se as provas mencionadas por Pinheiro ao longo de sua

obra.
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Consideracoes Finais

Este texto buscou compreender como a prova dos nove ¢ interpretada em algumas
pesquisas e apontar indicios de sua origem. Além disso, foram apresentados os significados
das expressoes “prova dos nove” e “noves-fora” que se diferem, demonstrando cada um deles,
sendo o primeiro dividido em quatro etapas, compreendendo a demonstragdo para cada
operagao fundamental.

Pela revisdo bibliografica constatou-se que a prova dos nove ¢ vista de diferentes
maneiras: como técnica, regra, método ou pratica-social. Mas, estas pesquisas mencionam que
se trata de uma prova de verificagdo de calculo para as operacdes fundamentais e que esta se
relaciona com varios outros conteudos matematicos (divisibilidade do numero nove,
decomposi¢do decimal de um numero natural, indu¢do matematica, entre outros). Quanto a
origem da prova dos nove, o indicio mais antigo da presenca desta prova, foi no século III
com Hipdlito, o qual ja conhecia e mencionava este método.

Para melhor compreender como tal prova era ensinada nas escolas, ou pelo menos,
como era prescrita em um dos livros didaticos de décadas passadas, analisamos a 2* edi¢ao da
obra “Arithmética Primaria” de 1902, escrito por Cezar Pinheiro, a qual se encontra
digitalizada no repositorio institucional da UFSC. Nesta obra, a prova dos nove estava
vinculada com o ensino das operagdes fundamentais, apresentada como um prova de
verificagdo para os calculos aritméticos, além disso, ndo é considerada como uma prova real
pelo autor.

Assim, ao concluir a adi¢do e subtracdo, Pinheiro apresentava a prova real e a prova
dos nove de ambas operacgoes, € da mesma forma foi feito com a multiplicagdo e divisdo. Vale
lembrar, que os procedimentos desta prova eram enunciados como “regras” pelo autor, e
somente no caso da divisdo esta regra ndo foi apresentada. Além disso, o autor ilustrou a
prova dos nove por meio de uma simbologia ao lado esquerdo dos exemplos das operagdes,
mas nao a explicou em sua obra.

Partindo do que foi exposto, nota-se a grande preocupagdo do autor de verificar as
operagdes realizadas pelos alunos através de uma prova, seja a prova dos nove ou a prova
real, as quais sdo definidas pelo autor como uma nova operagdo pela qual se verifica o
resultado da primeira. Infere-se também que Pinheiro ndo se preocupa em relacionar a prova
dos nove com outros contetidos aritméticos que a fundamentam, como € o caso da regra de
divisibilidade do niimero nove. Da mesma forma, o autor ndo apresenta os motivos que o

levou a indica-la como “resultados negativos”, como foi mencionado anteriormente. Mas, em
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contrapartida, enfatiza a importancia de se utilizar a prova no aprendizado das quatro
operacoes.

Cabe salientar que investigar as abordagens metodoldgicas de conteudos matematicos
em outros periodos possibilita uma significativa colaboragdo para estabelecer um modelo
didatico de ensino de matematica nos dias atuais, oferecendo contribuigdes epistemologicas

para a formagdo do professor e tornando suas praticas mais claras e significativas.

Referéncias

AUTOR 2. Repositorio. In: VALENTE, Wagner Rodrigues [org.] — Cadernos de Trabalho. Sao
Paulo: Editora Livraria da Fisica, 2015, vol. 3.

BEZERRA, S. Como me tornei professora de matematica: memorias resgatadas através da historia da
educagio matematica. ENCONTRO NACIONAL DE EDUCACAO MATEMATICA (ENEM), 2013,
Curitiba. Anais... Belo Horizonte: Universidade Federal de Minas Gerais, Sociedade Brasileira de
Educagao Matematica (SBEM), 2013.

CAJORI, F. Uma Historia da Matematica. Rio de Janeiro: Editora Ciéncia Moderna Ltda., 2007,
654p.

CARVALHO, N. T. B; GIMENEZ, C. S. C.Fundamentos da Matematica. Florianopolis:
UFSC/EaD/CED/CFM. 2006.168p.

CHERVEL, A. Histéria das disciplinas escolares: reflexdes sobre um campo de pesquisa. Porto
Alegre: Teoria & Educacio, vol 2, 1990, p. 177-229.

CHEVALLARD, Y.; BOSCH, M.; GASCON, J. Estudar matematicas: o elo perdido entre o ensino
e a aprendizagem. Porto Alegre: Artmed, 2001. 336p.

CRUZ, J. Z. da S. Divisibilidade e prova dos noves. 53 p. Monografia (Licenciatura em Matematica)
- Universidade Estadual do Oeste do Parana, Cascavel, 2009.

EVES, Howard. Introducio a Histéria da Matematica. Trad.: Higyno H. Domingues. 2. ed.
Campinas, SP: Ed. da UNICAMP, 2004. 844p.

FRANCA, M. do P. S. G. de S. A. A implantagdo dos grupos escolares no estado do Para. In: VII
Congresso Brasileiro de Historia da Educacao, 2013, Cuiaba-MT. Circuitos e Fronteiras da Histéria
da Educac¢édo no Brasil. Cuiaba-MT: UFMT, 2013.

MIGUEL, A. Percursos Indisciplinares na Atividade de Pesquisa em Historia (da Educacdo
Matematica): entre jogos discursivos como praticas e praticas como jogos discursivos. Bolema, Rio
Claro (SP), v. 23, n° 35A, abril, 2010 p. 01-57.

MIGUEL, A.; SOUZA, E. da S. Um estudo sobre o processo de obsolescéncia de uma pratica cultural:
a prova dos nove. SEMINARIO INTERNACIONAL DE PESQUISA EM EDUCACAO
MATEMATICA (SIPEM), 3, 2006, Belo Horizonte. Anais... Belo Horizonte: Universidade Federal de
Minas Gerais, Sociedade Brasileira de Educagdo Matematica (SBEM), 2006.

OLIVEIRA, A; LUTOSA, L. A prova dos nove. Caderno da licenca. Universidade Federal
Fluminense. vol 1. Ano 1. Dez/1998. Disponivel em:

REVEMAT. Floriandpolis (SC), v.11, n. 1, p. 72-73, 2016. 72



<http://www.uff.br/dalicenca/images/stories/caderno/volumel/a prova_dos nove.pdf.> Acesso em 11
de julho de 2015.

PINHEIRO, C. Arithmetica Primaria. 2 ed. Para: Livraria Moderna, 1902. Disponivel em:
<https://repositorio.ufsc.br/handle/123456789/134440>. Acesso 06 de nov. 2015.

RIBEIRO, D. M. A preparacdo de aulas usando historia da Matematica. Revista de Matematica,
Ensino e Cultura. Universidade Federal do Rio Grande do Norte. Natal: EDUFRN — editora da
UFRN. ano 1 n. 1, jul./nov. 2006, p. 148-163.

RODRIGUES, F. W. A Prova dos nove. Revista do Professor de Matematica, Sdo Paulo, n. 14,
1989. p.17-20.

SMITH, D. E. History of Mathematics. New York: Dover Publications, 1958, ¢1953. 2v.703p.

VALENTE, W. R. Livro didatico e educagdo matematica: uma historia inseparavel. Zetetiké,
Campinas, v. 16, n. 30, p. 139-162, jul./dez. 2008.

REVEMAT. Floriandpolis (SC), v.11, n. 1, p. 73-73, 2016. 73


http://www.uff.br/dalicenca/images/stories/caderno/volume1/a_prova_dos_nove.pdf
https://repositorio.ufsc.br/handle/123456789/134440

