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Resumen

Este escrito reporta las conceptualizaciones de la pendiente de 21 estudiantes universitarios. Para la recoleccion
de datos se utilizé una entrevista basada en tareas y para su andlisis se identificaron las frases y procedimientos
claves relacionados con las once conceptualizaciones reportadas por investigadores en educacion matematica
sobre el concepto de pendiente. Los estudiantes evidenciaron de una a ocho conceptualizaciones, entre las cuales
se identificaron: Propiedad Fisica, Razén Algebraica, Propiedad Determinante, Constante Lineal, Coeficiente
Paramétrico, Razon Geométrica, Indicador de Comportamiento y Situacion Mundo Real (Situacion Fisica).
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Abstract

This article reports an investigation that explored Slope’s conceptualizations in 21 university students. The data
was collected with a Task-Based Interview and for its data analysis it focused on the identification of key
phrases and procedures that referred to any of the eleven conceptualizations reported on the slope concept. The
students evidenced from one to eight conceptualizations, among which were identified: Physical Property,
Algebraic Ratio, Determining Property, Linear Constant, Parametric Coefficient, Geometric Ratio, Behavior
Indicator, and Real-World Situation (Physical situation).
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1 Introduccion

La importancia del concepto de pendiente en la Educacion Matematica se debe a que
es necesaria para comprender y describir el comportamiento de funciones (TEUSCHER;
REYS, 2010). El comprender este concepto, asi como la linealidad, son clave para describir
funciones no lineales, por ejemplo, cuadratica y exponencial (YERUSHALMY, 1997). Mas
aun, el concepto de pendiente es fundamental para comprender el concepto de derivada en
Célculo (CHRISTENSEN; THOMPSON, 2012; STANTON; MOORE-RUSSO, 2012; STROUP,
2002).

Por otro lado, este concepto se puede representar de diferentes maneras:
algebraicamente, en féormulas y ecuaciones; geométricamente, en  graficos;
trigonométricamente, como la tangente del dngulo de inclinacién de una recta, en calculo
como limite etc. Esto lo hace un concepto protagonista en el curriculo matematico y
fundamental para desarrollar un pensamiento matematico avanzado (CARLSON;
OEHRTMAN; ENGELKE, 2010; CONFREY; SMITH, 1995; NOBLE et al., 2001). Su
comprension no es tarea facil, ya que va mas alla de solo considerarlo como un célculo
algebraico relacionado a la inclinacién de una recta (LOBATO; SIEBERT, 2002). Ademas, es
util porque contribuye a la comprension de fenémenos de la vida real (STUMP, 2001).

El uso de las representaciones de la pendiente, de manera independiente, no es
suficiente para posibilitar su entendimiento, sino también su conexion entre ellas (NAGLE;
MOORE-RUSSO, 2013a). Algunas investigaciones (ASIALA et al., 1997; BAKER;
COOLEY; TRIGUEROS, 2000; BORIJI; ALAMOLHODAEI, RADMEHR, 2018;
FUENTEALBA et al., 2017) han reportado que los estudiantes universitarios suelen tener
dificultades cuando se enfrentan a preguntas que involucran a la pendiente en diferentes
representaciones, debido a que no han entendido este concepto ni trabajado a profundidad
antes de ingresar a la Universidad (BORJI et al., 2018).

Las diversas maneras en que puede conceptualizarse la pendiente es una de las fuentes
de errores y dificultades en estudiantes de diferentes niveles educativos (CHO; NAGLE,

2017). Los errores mas comunes se dan en el calculo de la pendiente por medio de la

.y . Xo—
expresion algebraica

. .y run r
y en su interpretacion como —= en la grafica de una recta

(BARR, 1980, 1981; CHO; NAGLE, 2017, SCHOENFELD; SMITH; ARCAVI, 1993).
Algunas dificultades surgen: al interpretar funciones lineales y sus gréficas

(MOSCHKOVICH, 1990; ZASLAVSKY; SELA; LERON, 2002); en la conexién entre la
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expresion algebraica de una funcidon lineal y su representacion grafica (BIRGIN, 2012;
HATTIKUDUR et al., 2012) y; cuando relacionan la pendiente con la razén de cambio o al
interpretarla en situaciones funcionales del mundo real (DOLORES; GARCIA; GALVEZ,
2017; DOLORES; RIVERA; GARCIA, 2018; BILLINGS; KLANDERMAN, 2000; HERBERT;
PIERCE, 2008; PLANINIC et al., 2012; TEUSCHER; REYS, 2010, 2012).

Stump (1999, 2001) y Moore-Russo, Conner y Rugg (2011) han categorizado las
multiples representaciones de la pendiente y las han denominado conceptualizaciones de la
pendiente. En un primer estudio, Stump (1999) identificd siete conceptualizaciones en
profesores de 9° al 12° grado: Razén Algebraica (A), Razon Geométrica (G), Propiedad
Funcional (F), Propiedad Fisica (P), Conceptualizacion Trigonométrica (T), Coeficiente
Paramétrico (PC) y Conceptualizacion en Célculo (C). Posteriormente, Stump (2001) agrega,
Situacion Mundo Real (R), la cual la clasifica en situaciones fisicas (RP) y situaciones
funcionales (RF). Y finalmente, Moore-Russo, Conner y Rugg (2011) identifican tres
conceptualizaciones mas: Indicador de Comportamiento (B), Constante Lineal (L) y

Propiedad Determinante (D), tal como se describen en el Cuadro 1.

CONCEPTUALIZACION DESCRIPCION
Razon Algebraica Cambio en y entre cambio en X, razon con la expresion algebraica Zz:zl 0
A_y 2 1
Ax
Razon Geométrica La razén del desplazamiento vertical y desplazamiento horizontal en la
grafica de una recta. Subida sobre corrida en el grafico de una recta.
Propiedad Funcional Razén de cambio constante entre dos variables encontradas en

representaciones multiples, incluyendo tablas y descripciones verbales (por
ej. cuando x incrementa en 2, y incrementa en 3).

Situacion Mundo-Real Situacion fisica (estatica, por ej.: una rampa, escalera etc.) o situacion
funcional (dindmica, por ej.: distancia en funcion del tiempo, volumen en
funcion del tiempo etc.)

Indicador de Numero real con signo que indica crecimiento (+), decrecimiento (—),

comportamiento tendencia horizontal de la linea (0). Si no es cero, indica la interseccion con
el eje x .

Propiedad Fisica Descripcion de una recta utilizando expresiones como grado, inclinacion,

tendencia, ladeo, declive, angulo, etc.

Coeficiente Paramétrico Coeficiente m (o su valor numérico)eny =mx + b 6y —y; = m(x — x;).

Trigonométrica Propiedad relacionada con el angulo de una recta que hace con una recta
horizontal; tangente del dangulo de inclinacion.

En Calculo Medida relacionada con la derivada como la pendiente de la tangente a una
curva, de una recta secante, o como razéon de cambio instantdnea para
cualquier funcion (incluso una no lineal).

Propiedad Determinante Propiedad que determina si las rectas son paralelas o perpendiculares entre
si; ademas de determinar una recta si da un punto y su pendiente.

Propiedad constante y Uinica para las rectas; pendiente de la recta no es
Constante Lineal afectada por la traslacion. Propiedad constante que garantiza la colinealidad
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de los puntos de una recta, independiente de la region del grafico lineal que
se estd considerando, es decir que dos puntos cualesquiera de la recta
determinan la pendiente.

Cuadro 1 — Conceptualizaciones de la pendiente

Fuente: Adaptada de Nagle y Moore-Russo (2014)

Las conceptualizaciones de la pendiente se han constituido como un eje referencial
para otros estudios que involucran profesores y/o estudiantes (por ej.: CASEY; NAGLE,
2016; MUDALY; MOORE-RUSSO, 2011; NAGLE; MOORE-RUSSO, 2013a; NAGLE;
MOORE-RUSSO; MARTINEZ-PLANELL 2016; NAGLE; MOORE-RUSSO; STYERS,
2017), el curriculo (NAGLE; MOORE-RUSSO, 2014; STANTON; MOORE-RUSSO, 2012)
y los libros de texto (KIM, 2012).

Sin embargo, hay vacios y necesidades por satisfacer en esta linea de investigacion.
En este sentido, Stanton y Moore-Russo (2012) sugieren estudiar las conceptualizaciones de
pendiente que ponen en juego estudiantes de diferentes niveles académicos de otros paises
para complementar las existentes y aportar nuevos elementos para la comprension de la
pendiente, ya que en la ultima década la mayoria de los estudios sobre esta linea de
investigacion acerca del concepto de pendiente se han realizado en el contexto
estadounidense.

En México, el estudio de las conceptualizaciones de la pendiente es reciente y escasa.
Algunos trabajos de investigacion se han centrado en estudiar la razén de cambio en
estudiantes (DOLORES; ALARCON; ALBARRAN, 2002; DOLORES; GARCIA; GALVEZ,
2017). Dolores, Rivera y Garcia (2018) reportd que la ensefianza-aprendizaje de la pendiente
prioriza lo procedimental y el desarrollo de nociones conceptuales queda relegado a un
segundo plano. Sus resultados le permitieron plantear la hipotesis de que se debe a la limitada
comprension acerca de la razon de cambio y su vinculo con la pendiente, tanto en profesores
como en estudiantes.

Esto ha motivado, a continuar la linea de investigacion de Stanton y Moore-Russo
(2012) y plantearnos como pregunta de investigacion: ;Qué conceptualizaciones de la
pendiente tienen los estudiantes universitarios? Y para responderla, asumimos como objetivo:
identificar las conceptualizaciones de la pendiente que evidencian al discutir y resolver tareas

relacionadas con este concepto.

2 Metodologia

Esta investigacion es cualitativa y exploratoria, ya que interesa identificar las
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conceptualizaciones de la pendiente que ponen en juego los estudiantes al resolver tareas que
involucran al concepto. Para la recoleccion de datos se utilizé una entrevista basada en tareas,
en el sentido de Goldin (2000). Consideramos que ésta es apropiada, ya que permite conocer
las ideas y procedimientos matematicos que utilizan los estudiantes al resolver tareas.

Una Entrevista Basada en Tareas puede ser estructurada o semiestructurada y requiere
de una interaccién minima entre un sujeto (el que resuelve la tarea) y un entrevistador (el que
pregunta), donde el sujeto habla durante, o inmediatamente después, de resolver una tarea
(pregunta, problema, actividad) evidenciando, asi, su conocimiento, su comportamiento y
razonamiento en la resolucion de la tarea (KOICHU; HAREL, 2007). Para identificar las
conceptualizaciones de la pendiente que evidencian estudiantes universitarios se utilizd una
Entrevista Basada en Tareas semiestructurada y las once conceptualizaciones de la pendiente

descritas en el Cuadro 1.

2.1 Participantes

Los participantes fueron 21 estudiantes (doce hombres y nueve mujeres), cuyas edades
varian entre diecisiete y dieciocho afios. Recientemente, habian culminado sus estudios del
Preuniversitario en diversos Subsistemas Educativos ubicados en diferentes regiones del
Estado de Guerrero, México. Todos obtuvieron un promedio en matematicas mayor a 8 y
habian tomado los cursos de Geometria Analitica y Célculo. Todos estaban legalmente
inscritos a la Licenciatura en Matematicas y se encontraban tomando un curso propedéutico

introductorio, el cual tenia una duracion de 8 horas diarias durante cuatro semanas.

2.2 Diseiio del instrumento y validacion

Las tareas que integran el protocolo empleado en esta investigacion son el resultado
del trabajo en conjunto de los investigadores de este estudio. Para su elaboracion se
consideraron los resultados de diversas investigaciones (MUDALY; MOORE-RUSSO, 2011;
NAGLE et al., 2013; STUMP, 1999, 2001) que han explorado las conceptualizaciones de la
pendiente en estudiantes y/o profesores.

También, se revisaron cinco libros de texto sugeridos en documentos oficiales del
Preuniversitario (SALAZAR, 2010; CUELLAR, 2010; MAZON, 1997; MORA; R{O, 2009;
CONTRERAS et al.,, 2009). La revision de los libros se debid a que es uno de los

antecedentes académicos inmediatos que han sido pieza fundamental en la formacién de los
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estudiantes que aspiran a realizar sus estudios universitarios. Permiti6é a los investigadores
conocer la demanda cognitiva requerida para trabajar el concepto de la pendiente en ese Nivel
Educativo. Esto fue de suma importancia para el disefio de las tareas, dado que los
participantes son de recién ingreso a la universidad y en el momento de la recoleccion de
datos, no habian tomado un curso de matematica superior. Esto ayudd que las tareas disefiadas
fueran asequibles para los estudiantes.

El protocolo inicial se conform6 por trece tareas. Para ganar rigor y confiabilidad en
los datos se valido con diez estudiantes que se encontraban en 12° grado del Preuniversitario.
Para la validacion también se utilizoé la Entrevista Semiestructurada Basada en Tareas, cada
entrevista estuvo a cargo de un investigador, misma que fue videograbada para su posterior
analisis. En esta fase, el entrevistador planteo la tarea y pidio al estudiante platicar sus ideas y
procedimientos empleados durante la resolucion. En esta interaccion, si el entrevistador
detectaba una frase o procedimiento clave para los objetivos del estudio, realizd preguntas
auxiliares como: jpor qué lo hiciste asi?, jconoces otra via de solucion?, ja qué te refieres
con este término?, | por qué utilizaste esa formula? etc., con la intencidon de profundizar en los
razonamientos empleados.

La validacion permitié discriminar y asegurar que las tareas fueran congruentes con el
objetivo, asi como recoger el nivel de partida requerido para su resolucion. De esta manera, se
prescindi6 de dos tareas y el refinamiento en el planteamiento de 8. De modo que, el
protocolo final se integrd por once tareas que involucran diversas representaciones de la
pendiente (ver anexo), de las cuales una fue adaptada de Mudaly y Moore-Russo (2011) y dos
de Stump (1999).

2.3 Recoleccion de Datos

Los datos fueron recolectados en las instalaciones de la Unidad Académica de
Matematicas adjunta a la Universidad Autonoma de Guerrero, en la ciudad de Chilpancingo
de los Bravo, México. Las entrevistas se realizaron en tres cubiculos por los tres
investigadores involucrados en el estudio. Cada entrevista tuvo en promedio una duracioén de
90 minutos. Fueron videograbadas (con previa autorizacion de los participantes) con la
finalidad de captar: evidencia escrita, movimientos kinestésicos empleados, evidencia verbal
etc. La entrevista gird en torno al protocolo proporcionado al estudiante y preguntas auxiliares
(¢(por qué lo hiciste asi?, {conoces otra via de solucion?, ja qué te refieres con este término?,

Lpor qué utilizaste esa formula?), a fin de conocer a detalle su razonamiento.
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2.4 Analisis de Datos

Para el analisis de los datos se digitalizaron las producciones escritas y transcribieron
las entrevistas en el procesador de texto (Microsoft Word). La Figura 1 muestra el disefio de la
tabla que se utilizo para registrar el analisis individual de las producciones de los estudiantes.

En ella, se registrd con una X la conceptualizacion identificada en cada tarea.

Estudiante Conceptualizaciones

R

Tareas (Ty) AGFRRBPPCTCDL
P | Rr

T,
T>
T;

Tu
Figura 1 — Ejemplo de la tabla empleada para el analisis de los datos por estudiante
Fuente: Elaborada por los autores

Para registrar el andlisis individual, cada investigador revisd y contrast6 la evidencia
digitalizada y las transcripciones de las entrevistas, a fin de identificar frases o procedimientos
empleados por los estudiantes en cada tarea. De este modo, establecié codigos asociados a la
descripcion de cada conceptualizacién de la pendiente sefialada en el Cuadro 1.

Para determinar las conceptualizaciones de la pendiente que manifiestan los
estudiantes, los investigadores se reunieron y en conjunto, compararon y discutieron las
codificaciones propuestas por cada uno. En caso de algun desacuerdo, se discutieron las
posturas hasta llegar un consenso y decidieron el tipo de conceptualizacion presente. Esto
permitié la confiabilidad de los resultados y garantiz6 su validez, credibilidad y rigor,

eliminando, asi, el sesgo de un unico investigador.
3 Resultados
De los analisis y la triangulacion realizada por los investigadores, se determinaron los

cddigos asociados a la descripcion de cada conceptualizacion, los cuales se muestran en el

Cuadro 2, permitiendo, asi, la categorizacion.
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CONCEPTUALIZACION

DESCRIPCION DE LOS CODIGOS

Propiedad Fisica (P)

Pi:
Pa:

P3Z

Se asume el valor de la pendiente como el angulo de inclinacion.

La pendiente es descrita empleando términos como: empinamiento,
inclinacion o grado de inclinacion.

Emplea algin brazo o algin objeto (lapiz, regla, cuaderno, etc.) para
simular la inclinacion.

Razon Algebraica (A)

Ay

A
Aj

Y2—)1

: Utiliza la féormula .. bara calcular la pendiente a partir de las
2

-X1

coordenadas de dos puntos en el plano.
: Cuantifica y utiliza los cambios Ax y Ay para obtener la pendiente.
: Calcula diferencias y obtiene la razon de cambio.

Propiedad Determinante (D)

D,

: Rectas paralelas tienen la misma pendiente.

Coeficiente Paramétrico

(PC)

PCi: El valor numérico de la pendiente esta dado por el nimero que acompafia
la x en la ecuacion y = mx + b.
PCs: El valor numérico de la pendiente es el valorde meny — y; =

m(x — xq).

PC;s: la pendiente en la ecuacion de la forma ax + by + c = 0esm = —%

Situacion Mundo Real-
Situacion Fisica (Rp)

Rpi: La pendiente es la subida o bajada.
Rp,: La pendiente es un techo inclinado.

Constante Lineal (L)

Li: Al trasladar una recta en el plano la pendiente se conserva.
Dada la grafica de una recta se puede tomar cualquier pareja de puntos y la
pendiente serd la misma.

Lz:

Razon Geométrica (G)

G

Ga:

: Representa la pendiente de la recta a través de aumento en y cuando x
aumenta su valor en 1.

Representa la pendiente de la recta a través de desplazamientos verticales
y horizontales.

Indicador de
Comportamiento (B)

Bi:

Bo:

decreciente.

Si la pendiente es positiva la recta es creciente y si es negativa entonces es

La pendiente es cero si la recta es constante.

Cuadro 2 — Cédigos asignados a la descripcion de cada conceptualizacion
Fuente: Elaborada por los autores

En el Cuadro 3 se muestran los codigos asociados a las conceptualizaciones

evidenciadas por los estudiantes en cada tarea. Los nombres utilizados son pseuddénimos que

permiten identificar a cada estudiante.

Estudiante Tareas
T1 T Ts Ty Ts Ts T7 Ts To T Tu
Emanuel Aq Py D, P; P, Ps | As B. P1 P1
Diana Aq P,, L, P1 P1 Az B> PC: P1 P2
Ps
Lorenzo Aq Py P1 Re1 As P1 P1
Yareli PCl, PCz, D; PC, PC, P1, Ps3 As B> PCl, P1 L1
PC3, Gz Bl
Miguel Al, G, D, Gl, PC, Py Pl, Ps As B, PCiy P1 Dl, L:
D;
Francisco AL Pz, AL PC, Pz, Ps3 Rp1 As P, A1 A Aq
Ps
Armando Ay Py P Re1 As P1
llse AL P1 P1 Py B> Pl, Ps
Azurym Al,PC1,L2 D1 D1 PCl P1 Pz, P3 Bz pCl Pl Pl
Josué P2, Ps | As
Alejandra AL D; AL PC, P1 Py As Py P1 P1
José AL PC, AL P1 Py As P, PC, P1 D,
Juan Ao D; PC, P1 Rp1 Az P, P1
Axel P2, P3| As P1 P1
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Andrea P, P1 P1 Az P1

Alan A1 D1 A1 PCl Pl, RP1 A3 Pl, Pl Dl, Ll
P,, P3 P,

Adelina Py
Elena Py Py Py P,, P3 P1 P1
Luis Rp2 Rp1 Az P1
Alma Aq
JesUs P; P1

Cuadro 3 — Codigos asociados a las producciones de los estudiantes por tarea
Fuente: Elaborada por los autores

Para explicitar los elementos utilizados en la determinacion de las conceptualizaciones
de cada estudiante, tomamos como ejemplo el caso de Miguel, ya que evocO mas

conceptualizaciones en la resolucién de las once tareas.

3.1 Conceptualizaciones de la pendiente evidenciadas por Miguel

Miguel evidenci6 siete conceptualizaciones de la pendiente: Razon Algebraica, Razon
Geométrica, Propiedad Fisica, Coeficiente Paramétrico, Propiedad Determinante, Constante
Lineal e Indicador de Comportamiento. Para fundamentar esta declaracion a continuacion se
muestra el analisis realizado a sus producciones.

Para obtener la pendiente de una recta dada en un plano graduado, Miguel identifica

las coordenadas cartesianas de dos puntos por donde pasa la recta y emplea la formula

algebraica m = %(A). Su respuesta la representd como desplazamientos verticales y
2741

horizontales en la grafica (G), tal como se observa en la Figura 2.

Tarea 1. Obtenga la pendiente de la recta /; de todas las formas que usted conozca,

Figura 2 — Conceptualizacion Razon Algebraica y Razon Geométrica en los procedimientos de Miguel
Fuente: Autores (2018)

Para la comparacion de las pendientes de tres techos situados en una casa, Miguel se
apoya del criterio de paralelismo, es decir: si dos o mds rectas son paralelas entonces sus
pendientes son iguales (D). Este criterio también fue utilizado en la resolucion de las tareas 3
y 5 para argumentar la posibilidad de que a partir de la grafica de una recta existen otras que
tienen la misma pendiente (D), y argliir que la traslacion de una recta en el plano no afecta el
valor numérico de su pendiente (L).

Por otra parte, para graficar una recta a partir de un punto dado y su pendiente
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(positiva), Miguel parte del punto e interpreta y representa la pendiente como aumento en y
producido por un aumento en x (G). Para identificar una funcién lineal a partir de una tabla
numérica, construye la expresion algebraica que describe el comportamiento de dichos
valores y la compara con la forma de la ecuacion de la recta y = mx + b (PC).

Para la comparacion y el establecimiento de la relacion entre las pendientes de dos
rectas dadas en planos no graduados, tarea 5 y 10, Miguel asume al dngulo de inclinacién
como la pendiente de una recta (P). De manera que si una recta tiene mayor angulo, entonces
su pendiente es mayor (Figura 3) y que al duplicar su angulo de inclinacién entonces su
pendiente se duplica. Esta postura persistio incluso cuando interpretdé una sefalizacion vial
relacionada con la pendiente de un camino, en sus argumentos incorporé movimientos

kinestésicos, usando sus brazos para describir una subida (P).

Tarea 5. La profesora present6 la grafica de dos rectas y pidi6 a sus alumnos que mencionaran al
menos una diferencia entre ellas. Carla seflal6 que la pendiente de /; es mayor que la pendiente de /s,
al respecto, Juan coment6 que no compartia la opinion de Carla.

a) ;Qué cree que podria estar pensando cada alumno?

b) ;Quién cree que tenga la razén y por qué?

Figura 3 — Ejemplo de la Conceptualizacion Propiedad Fisica en los procedimientos de Miguel
Fuente: Autores (2018)

Al resolver una tarea que involucraba una situacion expresada en lenguaje comun en la
que se requeria la identificacion y el calculo de una razén de cambio constante, Miguel realiza
calculo de un cociente de diferencias (4) misma que asocia con una constante, pero no la
interpreta como una razon de cambio.

Miguel no evidencid la conceptualizacion en Cdlculo, ya que para €l la pendiente es
una caracteristica propia de la recta y no de una curva (por e¢j., parabola). Esta idea la
manifestd cuando se le presentaron cuatro graficas (tres rectas y una parabola) y se le pidid
que eligiera cual de ellas podria tener una pendiente de 2. Sus argumentos se centraron en que
por la ubicacion de las rectas en el plano estas tendrian pendientes positivas, negativas o cero
(B). Tal como se muestra en el extracto de la entrevista.

Entrevistador: Para ti, ;Cudles de las graficas podrian tener pendiente dos?
Miguel: Para mi, ninguna.

Entrevistador: ;Por qué?

Miguel: Uhmm, la primera tiene pendiente negativa y no puede ser dos.
Entrevistador: ;Como sabes que es negativa?
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Miguel: Es que se ve que tiene un angulo de inclinacion mayor a noventa grados, esto hace
que su pendiente sea negativa, la segunda tiene pendiente positiva su angulo es menor a
noventa grados, pero su pendiente supera a dos, la tercera no puede tener pendiente dos ya
que es horizontal y por eso su pendiente es cero.

Entrevistador: ;Y qué ocurre con la cuarta grdfica?

Miguel: La ultima no es una recta, que yo sepa la pendiente es para las rectas. No sé si podria
sacarle la pendiente a ésta [sefiala con su lapiz la grdfica de la parabola] (Dialogo entre el
entrevistador y Miguel, 2018).

De las producciones de Miguel se destacd que, al confrontarse con la grafica de una
recta, describe su pendiente en términos del dngulo de inclinacién, mientras que cuando la
informacion dada es la ecuacion de la recta (Tarea 11), asocia la pendiente directamente con el
nimero que acompafla la x en y = mx + b. Finalmente, las conceptualizaciones que no
evidencié fueron: Trigonométrica, Propiedad Funcional, Situacion Mundo Real y la de
Cdlculo.

De manera general, se encontr6 que los estudiantes evidenciaron de una a ocho
conceptualizaciones entre las cuales se identificaron: Propiedad Fisica, Razon Algebraica,
Propiedad Determinante, Constante Lineal, Coeficiente Paramétrico, Razon Geométrica,
Indicador de Comportamiento y Situacion Mundo Real- Situacion Fisica. En la Tabla 1 se
muestra cuantas y cudles conceptualizaciones se identificaron en cada estudiante. En esta
aparece una X,, donde n representa el numero de tareas donde fue identificada la
conceptualizacion.

Tabla 1 — Conceptualizaciones de la pendiente en estudiantes universitarios
Conceptualizaciones

Estudiante R Num._ de .

A G F R Re B P PC T C D L  conceptualizaciones
Emanuel X2 X1 Xs X1 4
Diana Xo X1 X5 X1 Xo 5
Lorenzo X2 X1 Xa 3
Yareli X1 X1 Xo Xo X3 X1 X1 7
Miguel Xa X2 X1 X3 X2 X3 X1 7
Francisco  Xs X1 X3 X 4
Armando  X; X1 X3 3
llse X1 X1 X4 3
Azurym X1 X1 X4 X3 X2 X1 6
Josué X1 X1 2
Alejandra X Xs X1 X1 4
José X3 X4 Xo X1 4
Juan Xo X1 X3 X1 X1 5
Axel X1 X3 2
Andrea X1 Xa 2
Aléan Xz X1 X3 X1 Xz X1 6
Adelina X1 1
Elena Xs 1
Luis X1 Xz X1 3
Alma X1 1
JesUs X2 1

Fuente: Elaborada por los autores
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4 Discusion y Conclusiones

Nuestros resultados describen que los estudiantes tienen un conocimiento limitado
sobre las diversas representaciones de la pendiente, ya que aproximadamente el 52%
evidenciaron entre una y tres conceptualizaciones, de las cuales la Propiedad Fisica y la
Razon Algebraica fueron las que mas emplearon en la resolucion de las tareas. Solo el 9.5%
evidenciaron siete conceptualizaciones. Las conceptualizaciones Propiedad Funcional,
Trigonomeétrica, Calculo y Situacion mundo real en su categoria de situaciones funcionales
estuvieron ausentes en las producciones de todos los estudiantes.

El 95% de los estudiantes utilizaron la pendiente como el angulo de la inclinacion de
una recta. Cuando se involucraron en una tarea que requeria de interpretar la subida de un
camino en términos de su pendiente, a través de una sefalizacion vial, utilizaron frases como
empinamiento e inclinacion como equivalentes a la pendiente, algunos realizaron
movimientos kinestésicos, empleando sus brazos u objetos (lapiz, regla, cuaderno etc.).

Estos resultados son comprensibles, ya que segiin Cheng y Sabinin (2008) las personas
comienzan a aprender acerca de la pendiente a través de la inclinacion de objetos en la vida
cotidiana, como: rampas, escaleras, resbaladillas, calles, cerros, techos de casas etc. De este
modo, los estudiantes pueden visualizar el concepto matematico de pendiente sin depender de
ninguna habilidad matemaética, como usar una razon o calcular un limite (DENIZ; KABAEL,
2017; NAGLE; MOORE-RUSSO, 2013b). Sin embargo, el que los estudiantes interpreten la
pendiente como el angulo no debe considerarse una idea errébnea (RASSLAN; VINNER,
1995), ya que este es un aspecto importante de la pendiente y de acuerdo con Zaslavsky et al.
(2000) ensefiar a los estudiantes a ignorarlo o tratarlo como irrelevante no contribuye a la
comprension del concepto.

El reconocimiento de la pendiente como Coeficiente Paramétrico se produjo en el
43% de los estudiantes al identificarla como m en la ecuacion de la recta y = mx + b la cual
referenciaron como: el nimero que acompana a la x en la ecuacidn, el coeficiente de x, la
constante que acompana a la x. Incluso, algunos hicieron referencia a su valor numérico como

m en la ecuacion y — y; = m(x — x;) y una minoria como m = —% en la ecuacion de la forma

ax+ by +c=0. El 90% de los estudiantes desconocian la interpretacion geométrica del
concepto, evidenciando una comprension limitada del concepto de pendiente y su vinculo con
una funcion lineal, resultado parecido a lo que reporta Birgin (2012).

Asimismo, la desconexion entre la pendiente y razoén de cambio fue evidente en este
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grupo de estudiantes, ya que ninguno manifestd la conceptualizacion en Cdlculo. Este
resultado puede ser producto de su instruccién, probablemente porque sus profesores no
propician este vinculo o los miran como conceptos aislados. Stump (1999) y Nagle et al.
(2013) muestran resultados en profesores estadounidenses que respaldan nuestra hipotesis.

Asimismo, Dolores, Rivera y Garcia (2018) en estudiantes de Bachillerato, y Teuscher
y Reys (2012), en estudiantes de Calculo Avanzado, encuentran la misma desconexion. Esto
implico que los estudiantes al confrontarse con una tarea que requeria de reconocer si una
parabola podia tener una pendiente de 2, la totalidad de los estudiantes manifestaron que la
pendiente solo se podia calcular en rectas.

Los participantes previamente habian sido instruidos en los cursos de Geometria
Analitica y Trigonometria en el Preuniversitario, nivel académico en el cual los Programas de
Estudio sugieren como punto de partida el tratamiento de la pendiente de una recta como la
tangente de su angulo de inclinacion. Sin embargo, nuestros resultados evidenciaron que
ninguno evocd la conceptualizacion Trigonométrica en sus procedimientos y argumentos.
Esto nos hace suponer que en su instruccion existe una desconexion entre la definicion de la

2=Y1

. . L, . , . . ., . y
pendiente como la tangente trigonométrica de su angulo de inclinacién y el cociente P
27421

Este resultado en particular es similar a lo encontrado por Stump (2009) y Nagle y Moore-
Russo (2013b) con profesores.

Si bien, los criterios de paralelismo y perpendicularidad son un tema sugerido en los
Programas de Estudio de Bachillerato (SEP, 2013), se esperaba que una porcion significativa
de estudiantes manifestara su reconocimiento y dominio al resolver algunas tareas que lo
requerian. Sin embargo, solo el 38% lo empled exclusivamente para el caso de las rectas
paralelas en un contexto grafico. Ninguno de los estudiantes referencio el criterio para el caso
de las rectas perpendiculares.

Nuestro estudio no solo revelo las conceptualizaciones de la pendiente ya reportadas,
los procedimientos y argumentos de casi el 38% de los estudiantes evidenciaron que la
pendiente es conceptualizada como la magnitud de una recta, techo o calle. Este hallazgo es
similar a lo encontrado en profesores de matematicas por Byerley y Thompson (2017). Por
otro lado, aproximadamente el 48% consideraron que la pendiente de una recta es la
interseccidon de esta con algun eje coordenado (x o y), resultado que Birgin (2012) encontrd
con estudiantes turcos de octavo grado. También, se encontrd que alrededor del 10% de los
estudiantes consideran que la pendiente de una recta es la recta misma (el objeto).

En conclusion, podemos decir que el estudio ha revelado un escaso conocimiento de
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las diversas representaciones de la pendiente por parte de los estudiantes, tal como también lo
ha identificado Asiala et al. (1997) y Borji et al. (2018). Se percibi6é una desconexion entre los
aspectos geométricos y variacionales de la pendiente, parece ser que su aprendizaje e
instruccion se ha centrado en lo procedimental relegando a un segundo plano lo conceptual.
Por otra parte, el estudio también identificé una serie de errores y malentendidos sobre
ecuaciones de funcién lineal, funciones crecientes, decrecientes, rectas paralelas y
perpendiculares, graficos y el concepto de pendiente. Algunos confundieron los aspectos

algebraicos y geométricos de la pendiente y mas atin desconocen los variacionales.

5 Limitaciones e implicaciones

Este estudio proporciona una vision critica de las conceptualizaciones de la pendiente
de los estudiantes universitarios mexicanos. Sin embargo, reconocemos que como en
cualquier estudio hay limitaciones. Esta investigacion esta limitada por el tamafio de la
muestra, en general, solo 21 estudiantes participaron en este estudio cualitativo, ya que un
tamafio de muestra mds grande habria permitido una recoleccidbn mas robusta de datos y
podriamos haber introducido aspectos cuantitativos.

Recomendamos realizar estudios similares en otros estados de la republica mexicana,
que involucren estudiantes y profesores de otros niveles educativos, la instruccion del
profesor y los libros de texto, ya que es escasa la investigacion en México sobre esta linea y,
asi, equiparar los resultados con lo reportado en otros paises. De este modo, podriamos
conocer la correlacion que existe entre estos elementos que conforman el proceso de
ensenanza-aprendizaje de la pendiente y, por tanto, aportar elementos para mejorar su

entendimiento.
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Anexo

Tareas de l1a Entrevista

Tarea 1. Obtenga la pendiente de la recta |1 de
todas las formas que usted conozca.

v 10 ]l

Tarea 2. ;Coémo son entre si las pendientes
de los techos A, By C?

Tarea 3. Construya la gréfica la recta que pasa
por el punto A (1,-2) y cuya pendiente sea 3.
¢Es posible que existan otras rectas que tengan
la misma pendiente? Argumente.

Tarea 4. Identifique la tabla de valores que
proviene de una funcion lineal y argumente
su eleccion.

A B C
x  Fix) x F(x) ®=  Fix)
1 1 1 2 2 B
2 4 2 1 1 3
3 '] 3 & 3 o
4 16 4 B 1 3

Tarea 5. La profesora presento la grafica de
dos rectas y pidio a sus alumnos que
mencionaran al menos una diferencia entre
ellas. Carla sefialé que la pendiente de |1 es
mayor que la pendiente de I, al respecto, Juan
comentd que no compartia la opinion de Carla.
a) ¢Qué cree que podria estar pensando cada
alumno?

b) ¢Quién cree que tenga la razon y por qué?
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Tarea 6. En Italia se encuentra una subida
conocida como el “Salita Scanuppia” en la
que una sefial de trafico advierte claramente
lo que se avecina, en esta aparece un 45%
tal como se ve en la imagen 1, ;Qué
significa esa sefial?

Imagen 1.Salita Scanuppia
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Tarea 7. Maria tiene una cantidad de dinero
ahorrada en el banco. De su salario, guarda la
misma cantidad quincenal. Después de tres
quincenas, ella tiene ahorrado $2100. En la
séptima quincena su ahorro es de $2900.

a) ¢Cuanto ahorra Maria cada quincena?

b) ¢Cuéanto tenia inicialmente en el banco?

Tarea 8. Analice las cuatro graficas y
responda, ¢cuales podrian tener una
pendiente de 2? Argumente su eleccion y
escriba por cada inciso su analisis.

b} ¥

e} d)

Tarea 9. Analice las ecuaciones dadas y responda lo que se pide

|y=2X ” __l
L Yy=-ox

V. y=-3x+2 VI. y=2x+4

. y=4x V. y=3

VIl y=3x+1

a) Elija y escriba las ecuaciones que se corresponden con rectas crecientes, decrecientes,

constantes. Argumente su respuesta.

b) Elija y escriba las ecuaciones que representan rectas paralelas entre si. Argumente su

respuesta.

c) Elija y escriba las ecuaciones que representan rectas perpendiculares entre si. Argumente su

respuesta.

d) Elijay escriba las ecuaciones que representan rectas cuya pendiente es dos.

Tarea 10. La recta k forma un angulo de 30°
con el eje x, y la recta | forma un angulo de 60°
con el eje x. Luis asegura que la pendiente de
la recta | es el doble de la pendiente de la recta
k. ¢ Qué opina sobre la afirmacion del

estudiante?
Y A
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Tarea 11. Dada la grafica de la recta I.
Construya al menos dos rectas, que tengan
la misma pendiente. Argumente su
respuesta
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